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Περίληψη 
Τα προβλήµατα των γεωµετρικών κατασκευών έχουν µακρά παράδοση 

στην ιστορία των µαθηµατικών. Στην παρούσα εργασία αποδεικνύουµε ότι 

κάθε κατασκευή που µπορεί να γίνει µε κανόνα και διαβήτη είναι δυνατόν 

να γίνει µόνο µε τον κανόνα, αρκεί να έχει δοθεί ένας κύκλος και το κέντρο 

του.   

Abstract 

Geometric construction problems have a long tradition in the history of 

mathematics. In this paper we show that every construction that can be done 

with the ruler and the compasses can also be done with the ruler alone 

provided a circle with its center is given.   

 

Λέξεις κλειδιά: Γεωµετρικές κατασκευές, κατασκευές µόνο µε κανόνα 

 

Εισαγωγή  

Οι κατασκευές γεωµετρικών σχηµάτων µε τη χρήση µόνο του κανόνα 

και του διαβήτη είναι µια παράδοση που έχει τις ρίζες της στους αρχαίους 

Έλληνες µαθηµατικούς. Ο συγκεκριµένος περιορισµός στη χρήση των 

γεωµετρικών οργάνων αναφέρεται από ορισµένους συγγραφείς [1] ως 

"πλατωνικός περιορισµός". Αν πράγµατι ο Πλάτωνας έθεσε ρητά τον 

συγκεκριµένο περιορισµό, είναι κάτι για το οποίο δεν µπορούµε να είµαστε 

σίγουροι. ∆εν υπάρχει καµία σχετική αναφορά σε κείµενο της εποχής του 

Πλάτωνα. Αρκετούς αιώνες αργότερα, ο Πλούταρχος
1
 (1ος αιώνας µ.Χ.) 

µας πληροφορεί ότι ο Πλάτωνας κατέκρινε τη χρήση άλλων µέσων πέρα 

από τον κανόνα και το διαβήτη. Όπως είναι γνωστό, οι αρχαίοι Έλληνες 

                                                           
1
 Βίος Μάρκελλου, παρ. 14 
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είχαν χρησιµοποιήσει και άλλα µέσα για γεωµετρικές κατασκευές που δεν 

µπορούσαν να γίνουν µε κανόνα και διαβήτη. Το αρχαιότερο σωζόµενο 

κείµενο που αναφέρεται σε αυτές τις κατασκευές είναι η Μαθηµατική 

Συναγωγή του Πάππου (4ος αιώνας µ.Χ.). Ο Πάππος κάνει µια ταξινόµηση 

των γεωµετρικών προβληµάτων-κατασκευών µε κριτήριο τα µέσα που 

απαιτούνται για την πραγµατοποίηση της κατασκευής σε 3 κατηγορίες: 

• Επίπεδα: προβλήµατα που επιλύονται µε ευθείες και κύκλους. 

• Στερεά: προβλήµατα που επιλύονται µε κωνικές τοµές. 

• Γραµµικά: προβλήµατα που για την επίλυσή τους απαιτούνται πιο 

πολύπλοκες καµπύλες.  

Η λογική της κατασκευής των γεωµετρικών σχηµάτων µε περιορισµένα 

µέσα συνεχίστηκε από τους µαθηµατικούς και µετά την αρχαιότητα, 

δίνοντας έτσι νέα αποτελέσµατα. Το 1797 ο Ιταλός µαθηµατικός Lorenzo 

Mascheroni απέδειξε ότι κάθε γεωµετρική κατασκευή που µπορεί να γίνει 

µε κανόνα και διαβήτη είναι δυνατόν να γίνει µόνο µε διαβήτη. Το 

συγκεκριµένο αποτέλεσµα είχε δηµοσιεύσει και ο ∆ανός µαθηµατικός 

Georg Mohr το 1672, όµως το έργο του δεν είχε γίνει γνωστό. Το 1759 ο 

Ελβετός µαθηµατικός, φυσικός και φιλόσοφος Johann Heinrich Lambert 

δηµοσίευσε στη Ζυρίχη ένα βιβλίο µε τίτλο Freie Perspektive, στο οποίο 

έκανε µια σειρά γεωµετρικών κατασκευών µε τη χρήση µόνο του κανόνα. 

Στον Lambert οφείλεται η ορολογία "γεωµετρία του κανόνα" [2]. Το έργο 

του Lambert συνέχισαν οι Γάλλοι µαθηµατικοί Jean-Victor Poncelet και 

Charles-Jullien Brianchon, οι οποίοι µετά τη δηµοσίευση του βιβλίου του 

Mascheroni, προσπάθησαν να πραγµατοποιήσουν όσο γίνεται περισσότερες 

κατασκευές µόνο µε τον κανόνα. Με τις ανακαλύψεις που έκανε ο Poncelet 

θεωρείται ένας από τους θεµελιωτές της Προβολικής Γεωµετρίας [3].  

 

Κατασκευές που δεν µπορούν να γίνουν µόνο µε τον κανόνα 

Με τις προσπάθειες των παραπάνω µαθηµατικών έγινε αντιληπτό ότι ο  

κανόνας δεν είναι το ίδιο ισχυρός µε το διαβήτη. Ορισµένες κατασκευές 

που µπορούν να γίνουν µε κανόνα και διαβήτη δεν είναι δυνατόν να γίνουν 

µε τη χρήση µόνο του κανόνα. Για παράδειγµα, δεν µπορούµε να βρούµε το 

µέσο ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ µε τη χρήση µόνο του κανόνα.  

Θα αποδείξουµε τον παραπάνω ισχυρισµό µε άτοπο. Έστω ότι δίνεται 

ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ σε ένα επίπεδο π (Σχήµα 1). Θεωρούµε ένα 

δεύτερο επίπεδο π' που τέµνει το π και ένα σηµείο Ο του χώρου που δεν 

ανήκει σε κανένα από τα δύο επίπεδα. Το σηµείο Ο ορίζει µια προβολική 

απεικόνιση από το επίπεδο π στο π', αφού σε κάθε σηµείο Α του επιπέδου π 

αντιστοιχεί το µοναδικό σηµείο Α' του επιπέδου π' που ανήκει στην ευθεία 
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ΟΑ. Ας υποθέσουµε ότι είναι δυνατόν να προσδιορίσουµε το µέσο Μ του 

ΑΒ µόνο µε τον κανόνα. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µια πεπερασµένη 

ακολουθία ενεργειών οι οποίες περιλαµβάνουν τη χάραξη ευθειών που 

διέρχονται από υπάρχοντα σηµεία και τον προσδιορισµό νέων σηµείων ως 

τοµή δύο ευθειών. Η τελευταία ενέργεια είναι η χάραξη µιας ευθείας που 

διέρχεται από το µέσο Μ του ΑΒ και δεν ταυτίζεται µε την ευθεία ΑΒ. 

Είναι γνωστό ότι κάθε προβολική απεικόνιση απεικονίζει ευθείες σε 

ευθείες. Έτσι η ακολουθία των ενεργειών για των προσδιορισµό του µέσου 

Μ του ΑΒ στο επίπεδο π ορίζει µέσω της προβολικής απεικόνισης µια 

ακολουθία ενεργειών στο επίπεδο π', µε την οποία προσδιορίζεται το σηµείο 

Μ' στο τελευταίο βήµα. Το Μ' όµως δεν είναι το µέσο του Α'Β', αφού τα 

επίπεδα π και π' δεν είναι παράλληλα. Έτσι καταλήξαµε σε άτοπο, αφού η 

υποτιθέµενη ακολουθία ενεργειών για τον προσδιορισµό του µέσου ενός 

ευθύγραµµου τµήµατος δεν ήταν αποτελεσµατική για τον προσδιορισµό του 

µέσου του τµήµατος Α'Β'.  

 
Σχήµα 1 

 

Το θεώρηµα του Steiner 

Το 1833 ο Ελβετός γεωµέτρης Jakob Steiner δηµοσίευσε ένα βιβλίο, 

στο οποίο µεταξύ των άλλων αποδείκνυε ότι κάθε κατασκευή που µπορεί να 

γίνει µε κανόνα και διαβήτη είναι δυνατόν να πραγµατοποιηθεί µόνο µε τον 

κανόνα αρκεί να έχει δοθεί στο επίπεδο ένας κύκλος και το κέντρο του [4]. 

Μια γεωµετρική κατασκευή που γίνεται µε κανόνα και διαβήτη είναι µια 

διαδικασία µε πεπερασµένο πλήθος βηµάτων σε κάθε ένα από τα οποία ένα 

νέο σηµείο προκύπτει ως σηµείο τοµής: 

• ∆ύο ευθειών  

• Μιας ευθείας και ενός κύκλου 

• ∆ύο κύκλων 
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 Στη γεωµετρία του κανόνα δεν µπορούµε να σχεδιάσουµε κύκλους. 

Θεωρούµε ότι ο ένας κύκλος έχει οριστεί, αν έχουµε προσδιορίσει δύο 

σηµεία: το κέντρο του και ένα σηµείο του κύκλου. Για να αποδείξουµε το 

θεώρηµα Steiner, αρκεί να αποδείξουµε τα παρακάτω δύο θεωρήµατα. 

 

Θεώρηµα 1 

∆ίνονται δύο σηµεία Α, Β και µία ευθεία ε. Έστω κ ο κύκλος (Α, ΑΒ). Αν 

η ευθεία ε και ο κύκλος κ έχουν δύο κοινά σηµεία, τότε είναι δυνατόν να 

κατασκευάσουµε τα σηµεία τοµής τους µόνο µε κανόνα, αρκεί να έχει δοθεί 

στο επίπεδο ένας κύκλος και το κέντρο του.  

 

Θεώρηµα 2 

∆ίνονται τέσσερα σηµεία Α, Β, Γ, ∆. Έστω 1κ  ο κύκλος (Α, ΑΒ) και 2κ  ο 

κύκλος (Γ, Γ∆). Αν οι κύκλοι 1κ , 2κ  τέµνονται, τότε είναι δυνατόν να 

κατασκευάσουµε τα σηµεία τοµής τους µόνο µε κανόνα, αρκεί να έχει δοθεί 

στο επίπεδο ένας κύκλος και το κέντρο του.  

 

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη των δύο θεωρηµάτων θα 

παρουσιάσουµε µια σειρά από κατασκευές. Σε κάθε µια από αυτές 

χρησιµοποιούµε µόνο τον κανόνα και υποθέτουµε ότι έχει δοθεί στο 

επίπεδο ένας κύκλος και το κέντρο του. 

 

Κατασκευή 1 

∆ίνονται µια ευθεία ε, ένα σηµείο Α που δεν ανήκει στην ευθεία και ένας 

κύκλος ( , )K ρ . Να κατασκευάσετε µόνο µε κανόνα την ευθεία που διέρχεται 

από το σηµείο Α και είναι παράλληλη στην ε. 

 

1η περίπτωση: Υποθέτουµε ότι γνωρίζουµε το µέσο Γ ενός 

ευθύγραµµου τµήµατος Β∆ της ευθείας ε (Σχήµα 2α). Στην προέκταση του 

ΒΑ, προς το Α, παίρνουµε ένα σηµείο Ε. Βρίσκουµε το σηµείο τοµής Ζ των 

Α∆ και ΓΕ και το σηµείο τοµής Η των ∆Ε και ΒΖ. Η ευθεία που διέρχεται 

από τα σηµεία Α και Η είναι παράλληλη στην ε.  

∆ικαιολόγηση της κατασκευής. Από το θεώρηµα του Ceva προκύπτει  

1
ΑΕ ΓΒ Η∆

⋅ ⋅ =
ΑΒ Γ∆ ΗΕ

. 
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Όµως ΓΒ = Γ∆ , οπότε η παραπάνω ισότητα γίνεται 1
ΑΕ Η∆

⋅ =
ΑΒ ΗΕ

 ή 

ισοδύναµα 
ΑΕ ΗΕ

=
ΑΒ Η∆

.  

 

2η περίπτωση: Υποθέτουµε ότι δεν γνωρίζουµε το µέσο κάποιου 

ευθύγραµµου τµήµατος της ευθείας ε. Επιλέγουµε ένα σηµείο Γ της ευθείας 

ε και βρίσκουµε τα σηµεία τοµής Ε, Ζ της ευθείας που διέρχεται από τα 

σηµεία Κ, Γ µε τον κύκλο ( , )K ρ . Παίρνουµε ένα σηµείο Η στον κύκλο 

( , )K ρ , διαφορετικό από τα Ε, Ζ (Σχήµα 2β). Η παράλληλη
2
 από το Η προς 

το ευθύγραµµο τµήµα ΕΖ τέµνει πάλι τον κύκλο στο σηµείο Θ και την 

ευθεία ε στο σηµείο Β. Βρίσκουµε τα αντιδιαµετρικά Η' και Θ' των σηµείων 

Η και Θ. Έστω ∆ το σηµείο τοµής των ευθειών Η'Θ' και ε. Τώρα 

γνωρίζουµε το µέσο Γ του ευθύγραµµου τµήµατος Β∆ και κάνουµε την 

κατασκευή της 1ης περίπτωσης.  

∆ικαιολόγηση της κατασκευής. Οι παράλληλες ευθείες ΒΗ, ΓΖ και ∆Θ' 

ορίζουν ίσα τµήµατα στην ΗΗ'. Από το θεώρηµα του Θαλή ορίζουν ίσα 

τµήµατα στην ευθεία ε. 

 

                             Σχήµα 2α                                             Σχήµα 2β 

 

Κατασκευή 2 

∆ίνονται ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, ένα σηµείο Γ και ένας κύκλος 

( , )K ρ . Να κατασκευάσετε µόνο µε κανόνα ένα ευθύγραµµο τµήµα Γ∆ ώστε 

τα τµήµατα ΑΒ και Γ∆ να είναι ίσα και παράλληλα. 

 

                                                           
2
 Η χάραξη της παράλληλης γίνεται µε την κατασκευή της 1ης περίπτωσης, αφού 

γνωρίζουµε το µέσο Κ του ευθύγραµµου τµήµατος ΕΖ. 
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1η περίπτωση: Υποθέτουµε ότι το σηµείο Γ δεν ανήκει στην ευθεία ΑΒ 

(Σχήµα 3α). Η παράλληλη από το Γ προς την ΑΒ και η παράλληλη από το 

Β προς την ΑΓ τέµνονται σε ένα σηµείο ∆. Τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ, 

Γ∆ είναι ίσα και παράλληλα.  

2η περίπτωση: Υποθέτουµε ότι το σηµείο Γ ανήκει στην ευθεία ΑΒ 

(Σχήµα 3β). Επιλέγουµε ένα σηµείο Ε που δεν ανήκει στην ευθεία ΑΒ. Με 

την παραπάνω διαδικασία αρχικά µεταφέρουµε παράλληλα το ΑΒ στο ΕΖ 

και στη συνέχεια µεταφέρουµε το ΕΖ στο Γ∆.  

                      
                 Σχήµα 3α                                                Σχήµα 3β 

 

Κατασκευή 3 

∆ίνονται ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, µια ηµιευθεία Ox  και ένας κύκλος 

( , )K ρ . Να κατασκευάσετε µόνο µε κανόνα ένα σηµείο Γ πάνω στην 

ηµιευθεία Ox  ώστε AB ΟΓ= . 

 

Μεταφέρουµε παράλληλα το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ στη θέση Ο∆ 

(Κατασκευή 2). Φέρνουµε τις ακτίνες //ΚΕ ΑΒ  και // xΚΖ Ο  (Κατασκευή 

1). Η παράλληλη από το ∆ προς την ΕΖ τέµνει την Ox  στο σηµείο Γ 

(Κατασκευή 1). 

∆ικαιολόγηση της κατασκευής. Τα τρίγωνα Ο∆Γ, ΚΕΖ είναι όµοια αφού 

έχουν τις πλευρές τους παράλληλες (Σχήµα 4). Όµως το τρίγωνο ΚΕΖ είναι 

ισοσκελές µε ΚΕ = ΚΖ . Άρα το τρίγωνο Ο∆Γ είναι ισοσκελές µε 

.Ο∆ = ΟΓ  

 
Σχήµα 4 



 

 

 

 

 

 

35
ο
 Πανελλήνιο Συνέδριο Μαθηµατικής Παιδείας 

 

 

Κατασκευή 4 

∆ίνονται µια ευθεία ε, ένα σηµείο Α και ένας κύκλος ( , )K ρ . Να 

κατασκευάσετε µόνο µε κανόνα την ευθεία που διέρχεται από το σηµείο Α και 

είναι κάθετη στην ε. 

 

Από ένα σηµείο Β του κύκλου ( ,ρ)Κ  φέρουµε την παράλληλη στην 

ευθεία ε (Κατασκευή 1), η οποία τέµνει πάλι τον κύκλο στο σηµείο Γ 

(Σχήµα 5). Βρίσκουµε το αντιδιαµετρικό σηµείο ∆ του σηµείου Β. Από το 

σηµείο Α φέρουµε την παράλληλη στην Γ∆. 

∆ικαιολόγηση της κατασκευής. Η γωνία ɵΒΓ∆  είναι ορθή ως 

εγγεγραµµένη σε ηµικύκλιο.  

 
Σχήµα 5 

 

Κατασκευή 5 

∆ίνονται τρία ευθύγραµµα τµήµατα µε µήκη α, β, γ και ένας κύκλος 

( , )K ρ . Να κατασκευάσετε µόνο µε κανόνα την τέταρτη ανάλογο των 

τµηµάτων, δηλαδή ένα ευθύγραµµο τµήµα µε µήκος δ ώστε να ισχύει 
α γ

β δ
= . 

 

Σχεδιάζουµε δύο ηµιευθείες ,Ox Oy  (Σχήµα 6). Πάνω στην Ox  

κατασκευάζουµε δύο σηµεία Α, Γ ώστε αΟΑ =  και γΑΓ =  και στην Oy  

κατασκευάζουµε ένα σηµείο Β ώστε βΟΒ =  (Κατασκευή 3). Η παράλληλη 

από το σηµείο Γ προς την ΑΒ τέµνει την Oy  στο σηµείο ∆ (Κατασκευή 1). 

Το ευθύγραµµο τµήµα Β∆ έχει µήκος δ .  
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∆ικαιολόγηση της κατασκευής. Από το θεώρηµα Θαλή προκύπτει ότι 

ΟΑ ΑΓ
=

ΟΒ Β∆
. 

 
Σχήµα 6 

 

Κατασκευή 6 

∆ίνονται δύο ευθύγραµµα τµήµατα µε µήκη α, β και ένας κύκλος ( , )K ρ . 

Να κατασκευάσετε µόνο µε κανόνα τη µέση ανάλογο των τµηµάτων, δηλαδή 

ένα ευθύγραµµο τµήµα µε µήκος γ ώστε να ισχύει 
α γ

γ β
= . 

 

Κατασκευάζουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα µε µήκος α β+  (Κατασκευή 

3) και δύο ευθύγραµµα τµήµατα µε µήκη 1

2ρ
δ α

α β
= ⋅

+
 και 2

2ρ
δ β

α β
= ⋅

+
 

(Κατασκευή 5). Παρατηρούµε ότι 1 2 2δ δ ρ+ = , όπου ρ  είναι η ακτίνα του 

δοσµένου κύκλου. Σχεδιάζουµε µια διάµετρο ΑΒ του κύκλου ( , )K ρ  και 

πάνω σε αυτή παίρνουµε ένα σηµείο Γ ώστε 1δΑΓ =  (Κατασκευή 3) 

(Σχήµα 7).  

 
Σχήµα 7 
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Η κάθετη στην ΑΒ στο σηµείο Γ τέµνει τον κύκλο στο σηµείο ∆ 

(Κατασκευή 4). Κατασκευάζουµε το ζητούµενο τµήµα µε µήκος γ  ως την 

τέταρτη ανάλογο των τµηµάτων 2ρ , α β+ , Γ∆ (Κατασκευή 5).  

∆ικαιολόγηση της κατασκευής. Για το ευθύγραµµο τµήµα Γ∆ ισχύει  

1 2

2ρ
δ δ αβ

α β
Γ∆ = =

+
. 

Οπότε, 
2

α β
γ αβ

ρ

+
= Γ∆ = .  

 

Απόδειξη του Θεωρήµατος 1 

Από το σηµείο Α φέρουµε την κάθετη στην ευθεία ε (Κατασκευή 4) και 

ονοµάζουµε Γ το σηµείο τοµής τους (Σχήµα 8). Έστω ,α β  τα µήκη των 

τµηµάτων ΑΒ και ΑΓ. Κατασκευάζουµε δύο ευθύγραµµα τµήµατα µε µήκη 

α β+  και α β−  (Κατασκευή 3) και ένα ευθύγραµµο τµήµα µε µήκος 

2 2 ( )( )α β α β α β− = + −  (Κατασκευή 6). Πάνω στην ευθεία ε 

κατασκευάζουµε δύο ευθύγραµµα τµήµατα µε Γ∆ και ΓΕ µε µήκος 
2 2α β−  (Κατασκευή 3). Τα σηµεία ∆, Ε είναι τα σηµεία τοµής της 

ευθείας ε µε τον κύκλο κ. 

∆ικαιολόγηση της κατασκευής. Για να αποδείξουµε ότι τα σηµεία ∆, Ε 

ανήκουν στον κύκλο (Α, ΑΒ) είναι αρκετό να αποδείξουµε ότι 

αΑ∆ = ΑΕ = . Από το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓ∆ 

έχουµε ότι  
2 2 2 2 2( )α β β αΑ∆ = Γ∆ + ΑΓ = − + = . 

Ανάλογα αποδεικνύουµε ότι αΑΕ = . 

 
Σχήµα 8 
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Απόδειξη του Θεωρήµατος 2 

Έστω , ,α β γ  τα µήκη των τµηµάτων ΑΒ, Γ∆, ΑΓ. Κατασκευάζουµε 

ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε µήκη κάθετων πλευρών ,α γ  (Κατασκευές 3, 4). 

Η υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου έχει µήκος 2 2δ α γ= + . 

Κατασκευάζουµε δύο ευθύγραµµα τµήµατα µε µήκη δ β+  και δ β−  

(Κατασκευή 3). Κατασκευάζουµε την τέταρτη ανάλογο των τµηµάτων 2γ , 

δ β+ , δ β−  (Κατασκευή 5) που είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα µε µήκος 
2 2 2( )( )

2 2

δ β δ β α γ β
µ

γ γ

+ − + −
= = . 

Κατασκευάζουµε δύο ευθύγραµµα τµήµατα µε µήκη α µ+  και α µ−  

(Κατασκευή 3) και ένα ευθύγραµµο τµήµα µε µήκος ( )( )λ α µ α µ= + −  

(Κατασκευή 6). Πάνω στην ΑΓ κατασκευάζουµε ένα σηµείο Η, ώστε το 

µήκος του ΑΗ να είναι µ  (Κατασκευή 3). Κατασκευάζουµε την κάθετη 

στην ΑΓ στο σηµείο Η (Κατασκευή 4) και πάνω σε αυτή κατασκευάζουµε 

σηµεία Ε, Ζ, ώστε τα ευθύγραµµα τµήµατα ΗΕ, ΗΖ να έχουν µήκος λ  

(Κατασκευή 3). Τα σηµεία Ε, Ζ είναι τα σηµεία τοµής των κύκλων 1 2,κ κ  

(Σχήµα 9).  

 

 
Σχήµα 9 

 

∆ικαιολόγηση της κατασκευής. Για να αποδείξουµε ότι τα σηµεία Ε, Ζ  

ανήκουν στους κύκλους (Α, ΑΒ) και (Γ, Γ∆) είναι αρκετό να αποδείξουµε 

ότι αΑΕ = ΑΖ =  και βΓΕ = ΓΖ = . Από το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΑΗΕ έχουµε ότι  
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2 2 2 2 2( )µ α µ αΑΕ = ΑΗ +ΗΕ = + − = . 

Ανάλογα αποδεικνύουµε ότι αΑΖ = . 

Από τη γενίκευση του Πυθαγορείου θεωρήµατος στο τρίγωνο ΑΓΕ 

έχουµε ότι  
2 2 2

2 2 2 2 2 22 2
2

α γ β
α γ γ β

γ

+ −
ΓΕ = ΑΕ + ΑΓ − ΑΓ⋅ΑΗ = + − ⋅ = . 

Άρα βΓΕ = . Ανάλογα αποδεικνύουµε ότι βΓΖ = .  

 

Παρατήρηση: Για να ορίζονται τα ευθύγραµµα τµήµατα µε µήκη δ β−  

και α µ−  που αναφέρθηκαν στην απόδειξη του θεωρήµατος 2 θα πρέπει να 

ισχύουν οι ανισότητες β δ<  και µ α< . Στη συνέχεια αποδεικνύουµε 

αυτές τις ανισότητες.  

�2 2 2 2 2 ο90β δ β δ β α γ< ⇔ < ⇔ < + ⇔ ΕΑΓ < . 

Η τελευταία ανισότητα ισχύει αφού η γωνία �ΕΑΓ  είναι οξεία γωνία του 

ορθογωνίου τριγώνου ΑΗΕ.  
2 2 2

2

α γ β
µ α α α γ β

γ

+ −
< ⇔ < ⇔ − < . 

Η τελευταία ανισότητα ισχύει αφού τα , ,α β γ  είναι τα µήκη πλευρών του 

τριγώνου ΑΓΕ.  
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