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Λύσεις 
 

Θέμα Α 

Α1.  α 

Α2.  β 

Α3.  α 

Α4.  δ              [ Από Κ = ½ Ιω
2
 και L = Ιω είναι Κ = L

2
/2I. ] 

Α5.  α) Λ     β) Σ     γ) Σ     δ) Λ     ε) Σ 
 

 

 

 

 

Θέμα Β 

Β1.  iii. 

Σύστημα:  Ιολ = Ιρ + Ιm   

  Ιολ = 
3

1
ML

2
 + mL

2
   

  Ιολ = 
3

1
ML

2
 + 

2

M
L

2
  Ιολ = 

6

5
ML

2
  

και Στ(Ο) = Ιολ αγων 


w + 
mw = Ιολ αγων    

wρ
2

L
+ wm L = Ιολ αγων   Mg

2

L
+ 

2

M
g L = 

6

5
ML

2
 αγων   

MgL = 
6

5
ML

2
 αγων  αγων = 

L5

g6
. 

Ράβδος:  
t

L




= Στ(Ο) = Ιρ αγων =  

= 
3

1
ML

2
 

L5

g6
= 

5

2
MgL. 

 

Β2.  iii. 

Για x = 0 έχουμε κοιλία 

οπότε είναι  

xΜ = 
4


+ 

2


+ 

2


+ 

12


= 

=  
12

3
+ 

12

6
+ 

12

6
+ 

12


= 

12

16
= 

3

4
. 

Το πλάτος για το σημείο Μ είναι Α΄ = 2Α|συν 2π


Mx
| ⇒ 

⇒ Α΄ = 2Α |συν


2

3

4
| ⇒ Α΄ = 2Α |συν

3

8
| ⇒ 

⇒ Α΄ = 2Α |συν(2π+
3

2
)| ⇒ Α΄ = 2Α |συν

3

2
| ⇒ Α΄ = 2Α |-

2

1
| ⇒  

⇒ Α΄ = Α. 
 

Β3.  i. 

Στη θέση ισορ- 

ροπίας του συστή- 

ματος είναι: 

ΣFx = 0   

Fελ1 - Wολ(x) = 0  

kx1 - (m1+m2)gημθ =  

= 0   

x1 = 
k

g)mm( 21 

Το σφαιρίδιο έχει επιτρόχια επιτάχυνση α, κατακόρυ-

φη προς τα κάτω. Αν είναι Fρσ η κατακόρυφη δύναμη 

που του ασκεί η ράβδος, από το ΘΝΜ έχουμε:  

ΣF = mα    mg + Fρσ = mα (1). 

Για το σύστημα την ίδια χρονική στιγμή, σύμφωνα με 

τον θεμελιώδη νόμο για τη στροφική κίνηση έχουμε:  

Στ(Ο) = Ιολ αγων 


w + 
mw = Ιολ αγων   

wρ

2

L
+ wm L = (

3

1
ML2 + mL2) αγων   

  Mg

2

L
+ 

2

M
g L = 

6

5
ML2 

L


   

  MgL = 

6

5
MLα  α = 

5

g6
  

και (1)   Fρσ = mg/5 = Mg/10. 

Για τη ράβδο έχουμε εξωτερικές δυνάμεις με ροπή ως 

προς Ο, το βάρος της Μg και την αντίδραση της Fρσ , 

με μέτρο Fσρ΄= Μg/10 και φορά προς τα πάνω.  
Ο ζητούμενος ρυθμός μεταβολής της στροφορμής ως 

προς Ο είναι   

t

L




= Στ(Ο) = Mg

2

L
-  

10

Mg
L = 

5

2
MgL. 

----------------------------------------------------------------- 

Η θέση των δεσμών είναι 

xΔ = (2κ+1) 
4


,  κ = 0,1,2, … 

Για τον 3ο δεσμό είναι κ = 2 και 

xΔ3 = (2∙ 2 + 1) 
4


= 

4

5
, 

άρα για το σημείο Μ 

xΜ = xΔ3 + 
12


= 

4

5
+ 

12


 = 

12

16
= 

3

4
. 

Η ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΙΔΙΑ. 

 

----------------------------------------------------- 

Για την ταλάντωση του συστήματος (D = 

k) είναι D = (m1+m2)ω
2
   

 k = (m1+m2)ω
2
   ω = 

21 mm

k


. 

Με θετική φορά προς τα πάνω, σε τυχαία 

θέση του θετικού ημιάξονα είναι για το m2: 

ΣF2(x) = - D2 x F2 - m2gημθ = - m2ω
2
x 

F2 = m2gημθ - m2ω
2
x. 

Πρέπει F2   0    

m2gημθ - m2ω
2
x   0   

  ω
2
x   gημθ   


21 mm

k


x   gημθ 

Ο 

F + 

Φ. Μ.  

Wολ 
Wολ(ψ) 

Fελ1 

θ 

ψ 

x 

Α. Θ.  

Θ. Ι.  

 x1 

Ο  
Ρ΄  

Τ. Θ.  
Ν 

 Α 

Wολ(x) 

w2 

w2ψ 

w2x 

Ν2 
F2 

 x 

Ρ  

 Α 

o  



Μέχρι τη θέση του φυσικού μήκους το ελατήριο είναι 

συσπειρωμένο, άρα σπρώχνει το σύστημα. που κινείται με την ίδια 

επιτάχυνση. Αμέσως μετά τη θέση αυτή το ελατήριο θα 

επιμηκυνθεί απειροστά, άρα η δύναμη του ελατηρίου θα είναι προς 

τα αριστερά και θα προκαλεί πρόσθετη επιβράδυνση στο m1.  

Επομένως η αποκόλληση των σωμάτων θα γίνει στο φυσικό μήκος 

του ελατηρίου και το πλάτος της ταλάντωσης πρέπει να είναι 

μικρότερο από το x1, δηλαδή πρέπει Α   x1    

A    
k

g)mm( 21 
   Ak  (m1+m2)gημθ. 

 

                                                                          Θέμα Γ 

Γ1. Είναι E = UE + UB   UE = E – UB   UE = E – 
2

1
Li

2
   

            και  UE = 8 ∙ 10
-2

 (1 – i
2
)   UE = 8 ∙ 10

-2
 - 8 ∙ 10

-2
 i

2
 

από τις οποίες βρίσκουμε Ε = 8 ∙ 10
-2

 J 

και 
2

1
L = 8 ∙ 10

-2
 L = 16 ∙ 10

-2
 Η 

Επίσης Ε = 
2

1
CV

2
   8 ∙ 10

-2
  = 

2

1
C 40

2
   C = 

 

2

2

1016

1016



 

F 

C = 10
-4

 F. 

Άρα Τ = 2π LC   

T = π
42 101016   s = 2π ∙ 4 ∙ 10

-3
 s   T = 8π ∙ 10

-3
 s 

 

 

 

Γ2. Η κυκλική συχνότητα είναι ω =


2
=

3
108

2






s

rad
=

4

10
3

s

rad
  

ω = 250 rad/s. 

Επίσης Ε = 
2

1
LI

2
   8 ∙ 10

-2
  = 

2

1
16 ∙ 10

-2
 I

2
   I = 1 A. 

Για t = T/12 έχουμε i = - I ημωt = - 1 ημ(


2

12


) = - 1 ημ

6


   

  i = - ½ Α 

και UE = 8 ∙ 10
-2

 (1 – i
2
) = 8 ∙ 10

-2
 (1 –0,5

2
) = 8 ∙ 10

-2
 ∙ 0,75 J   

  UE = 6 ∙ 10
-2

 J. 

 

 

Γ3. Από τη διατήρηση της ενέργειας έχουμε E = UE + UB    

  UE + UB = E.    Με UE = 3UB   UB = 
3

EU
έχουμε 

UE + 
3

EU
 = E 

3

4
 UE = E 

3

4

2

1

C

q
2

= 
2

1

C

Q
2

  

  q
2
 = 

4

3
Q

2
   q =   

2

3
Q   q =   

2

3
4 ∙ 10

-3
 C   

  q =   2 3  ∙ 10
-3

 C. 

Για τις τάσεις στον πυκνωτή και στο πηνίο ισχύει υL = υC    

 - L
dt

di
= 

C

q


dt

di
= - 

LC

q
       (

dt

di
= - ω

2
q)   


dt

di
= 

42

3

101016

1032








s

A


dt

di
= 

8

3
10

3

s

A
= 125 3

s

A
∙ 

 

  x   
k

g)mm( 21 
. 

Η τελευταία σχέση πρέπει να ισχύει για 

κάθε τιμή του x, άρα και για τη μέγιστη 

τιμή του που είναι το πλάτος Α. Άρα 

Α   
k

g)mm( 21 
  

  Ak  (m1+m2)gημθ. 

  
 

 

Είναι E = UE + UB   UE = E – UB    

UE = 
2

1
LI

2
 – 

2

1
Li

2
   UE = 

2

1
L(I

2
 –i

2
) 

                            και UE = 8 ∙ 10
-2

 (1 – i
2
) 

από τις οποίες βρίσκουμε  

2

1
L = 8 ∙ 10

-2
 L = 16 ∙ 10

-2
 Η 

και Ι = 1 Α. 

Επίσης Ε = 
2

1
LI

2
 = 

2

1
16 ∙ 10

-2
 ∙ 1

2
    

  Ε = 8 ∙ 10
-2

 J και 

Ε = 
2

1
CV

2
   8 ∙ 10

-2
  = 

2

1
C 40

2
    

C = 
 

2

2

1016

1016



 

F C = 10
-4

 F. 

Άρα Τ = 2π LC = 

2π
42 101016   s = 2π ∙ 4 ∙ 10

-3
 s   

  T = 8π ∙ 10
-3

 s 

----------------------------------------------------- 

Είναι UE = 
2

1

C

q
2

= 
2

1

C

Q
2

συν
2
ωt   

  UE = E συν
2
 (



2

12


)   

  UE = 8 ∙ 10
-2

 συν
2
(

6


)   

UE = 8 ∙ 10
-2

 
4

3
J   UE = 6 ∙ 10

-2
 J. 

----------------------------------------------------- 

ΑΛΛΙΩΣ: 

Το φορτίο του πυκνωτή είναι q = Qσυνωt, 

όπου Q = CV = 10
-4

 ∙ 40 C = 4 ∙ 10
-3

 C 

Τη χρονική στιγμή t = T/12 έχουμε: 

q = 4 ∙ 10
-3

 συν(


2

12


) = 4 ∙ 10

-3
 συν

6


 = 

= 4 ∙ 10
-3

 
2

3
 C  q = 2 3 ∙ 10

-3
 C. 

H ενέργεια του ηλεκτρικού πεδίου του 

πυκνωτή είναι  

UE = 
2

1

C

q
2

= 
2

1
 

4

23

10

)1032(






J   

UE = 6 ∙ 10
-2

 J. 



Γ4. Από τη διατήρηση της ενέργειας έχουμε UE + UB = E   

  
2

1

C

q
2

+ 
2

1
Li

2
 = E 

C

q
2

= 2E - Li
2
 q

2
 = 2EC - LCi

2
   

q
2
 = 2 ∙ 8 ∙ 10

-2
  ∙ 10

-4
 - 16 ∙ 10

-2
 ∙ 10

-4
 i

2
   

q
2
 = 16 ∙ 10

-6
 - 16 ∙ 10

-6
 i

2
 (S.I.) 

με 0   i
2
   1 A

2 

Για i =1 A είναι q2
 = 16 ∙ 10

-6
 C

2
. 

Για q
2
 = 0 είναι  

16 ∙ 10
-6

 - 16 ∙ 10
-6

 i
2
 = 0   i

2
 = 1 A

2
. 

Η γραφική παράσταση φαίνεται στο  

διπλανό σχήμα. 
 
 

                                                                                 Θέμα Δ 

 

Δ1. Στην τυχαία θέση του  

σχήματος, ο ΘΝΜ για τη  

μεταφορική κίνηση δίνει 

ΣFx = mα ⇒  
⇒ mgσυνφ – Τs = mα (1). 

Ο θεμελιώδης νόμος της  

στροφικής κίνησης δίνει 

Στ = Ι αγων ⇒ Τs r = 
5

2
mr²·αγων  

                α = αγων r   αγων 
r


       Τs  = 

5

2
mα (2). 

(1) + (2)  mgσυνφ = mα +
5

2
mα   gσυνφ = 

5

7
α   

  α = 
7

5
gσυνφ. 

(2)   Τs  = 
5

2
m

7

5
gσυνφ   Τs  = 

7

2
∙ 1,4 ∙ 10 συνφ   

  Τs  = 4 συνφ (S.I.). 
 

[ Στο σημείο Α είναι αδύνατο να έχουμε κύλιση χωρίς ολίσθηση, 

αφού η κάθετη δύναμη είναι μηδέν, άρα και η στατική τριβή 

θα είναι μηδέν. Γενικά στην αρχή της κίνησης χρειάζεται πολύ 

μεγάλη τιμή του συντελεστή τριβής για κύλιση χωρίς ολίσθηση.] 

 

Δ2. Εφαρμόζουμε το ΘΔΜΕ για τα σημεία Α και Γ, όπου φ = 30
ο 

(η στατική τριβή δεν παράγει συνολικά έργο, όπως και η κάθετη 

αντίδραση), θεωρώντας UΓ = 0. 

ΕΜ(Α) = ΕΜ(Γ)   ΚΑ + UA = ΚΓ + UΓ   

  0 + mgh = 
2

1
mυ

2
 + 

2

1
ΙCM ω

2
 + 0 

         ημφ = 
rR

h


  h = (R – r)ημφ         

         υ = ω r   ω = υ/r 

  mg(R – r)ημφ = 
2

1
mυ

2
 + 

2

1

5

2
mr

2
 

2

2

r


  

  g(R – r)ημφ = 
10

7
υ

2
   υ

2
 = 

7

)rR(g10 
  

   υ
2
 = 

7

30)2,06,1(1010 

2

2

s

m
  υ

2
 = 10

2

2

s

m
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

ψ 



Από το ΘΝΜ για την κυκλική κίνηση στο σημείο Γ βρίσκουμε: 

ΣFψ = 
rR

m
2




    

Ν – mgημφ = 
rR

m
2




  Ν = mgημφ + 

rR

m
2




  

  Ν = 1,4 ∙ 10 ∙ ½ + 
2,06,1

104,1




Ν Ν = (7 + 10) Ν Ν = 17 Ν. 

 

Δ3. Εφαρμόζουμε το  

ΘΔΜΕ για τα σημεία Δ  

και Ε, (η στατική τριβή  

δεν παράγει συνολικά  

έργο, όπως και η  

κάθετη αντίδραση),  

θεωρώντας UΔ = 0 στο  

κέντρο μάζας της σφαίρας. 

ΕΜ(Δ) = ΕΜ(Ε)    

ΚΔ + UΔ = ΚΔ + UΔ  

  
2

1
mυΔ

2
 + 

2

1
ΙCM ωΔ

2
 + 0 = 

2

1
mυΕ

2
 + 

2

1
ΙCM ωΕ

2
 + mg(R-r)   

  
2

1
mυΔ

2
 + 

2

1

5

2
mr

2
 

2

2

r

  = 
2

1
mυΕ

2
 + 

2

1

5

2
mr

2
 

2

2

E

r


+ mg(R-r) 


2

1
mυΔ

2
 + 

5

1
 mυΔ

2
 = 

2

1
mυΕ

2
 + 

5

1
 mυΕ

2 
+ mg(R-

8

R
)   


10

7
υΔ

2
 = 

10

7
υΕ

2 
+ g

8

R7
 

10

36
= 

10

1
υΕ

2 
+ 10

8

6,1
   

3,6 – 2 = 
10

1
υΕ

2   υΕ
2
 = 16   υΕ = 4 m/s.  

Από το σημείο Ε μέχρι το σημείο Ζ ασκείται μόνο το βάρος, που 

δεν ασκεί ροπή, οπότε ισχύει η Αρχή Διατήρησης της Στροφορμής 

και η γωνιακή ταχύτητα ωΕ δεν αλλάζει. 

Από το ΘΔΜΕ, με UΕ = 0, έχουμε: 

ΚΕ + UΕ = ΚΖ + UΖ  

  
2

1
mυΕ

2
 + 

2

1
ΙCM ωΕ

2
 + 0 = 0 + 

2

1
ΙCM ωΕ

2
 + mgh   

  
2

1
υΕ

2
 = gh 

2

1
4

2
 = 10 h h = 0,8 m. 

 

Δ4. Ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας είναι: 

dt

dK
= 

dt

W = ΣF · υE    


dt

dK
= - mg υE = - 1,4 ∙ 10 ∙ 4 

s

J
   


dt

dK
= - 56 

s

J
. 

 

Επειδή Στ = 0,  

ο ρυθμός μεταβολής της στροφορμής της σφαίρας είναι: 

dt

dL
= Στ = 0 . 

 

 

 Σταματώντας παραπάνω  

στο υ
2
 = 

7

)rR(g10 
έχουμε  

Ν = mgημφ + 
rR

m

 7

)rR(g10 
  

  Ν = mgημφ + 
7

10
mgημφ   

  Ν = 
7

17
mgημφ   

Ν = 
7

17
1,4 ∙ 10 ∙ ½ Ν Ν = 17 Ν. 

 

Εννοείται ότι κατά την «εκτόξευση» έχει 

και περιστροφή, έτσι ώστε υ = ωr, αλλιώς 

θα ολισθήσει αρχικά και θα υπάρξει 

απώλεια ενέργειας, οπότε απαιτείται και ο 

συντελεστής τριβής. 

(Άλλωστε, χωρίς να θεωρήσουμε ότι 

υπάρχει αρχικά περιστροφή, αποδεικνύεται 

ότι την αμέσως επόμενη στιγμή της 

εκτόξευσης, η ταχύτητα του κέντρου μάζας 

είναι 4,28 m/s, που σημαίνει ότι δεν θα 

φτάσει καν στο Ε, αφού η ελάχιστη που 

απαιτείται είναι 4,47 m/s) .  

 

 

 

 

Από το Ε στο Ζ η κινητική ενέργεια εκ 

περιστροφής παραμένει σταθερή και 

αλλάζει μόνο η κινητική εκ μεταφοράς 

μέχρι μηδενισμού της, αυξάνοντας ισόποσα 

τη δυναμική ενέργεια της σφαίρας 

(ουσιαστικά έχουμε κατακόρυφη βολή προς 

τα πάνω).  

Από το ΘΜΚΕ έχουμε Καρχ + Ww = Kτελ  


2

1
mυΕ

2
 + 

2

1
ΙCM ωΕ

2
 - mgh =  

= 0 + 
2

1
ΙCM ωΕ

2
 

2

1
υΕ

2
 = gh   


2

1
4

2
 = 10 h h = 0,8 m. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

υΔ 

ωΔ 

ωΕ 

υΕ 

r 

 

U = 0 


