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Β1. α)  ii.  
 
Β) Πριν από την κρούση, για τη συχνότητα που  

αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής είναι f1 = 
sυυ

υ
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Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για την πλαστική κρούση έχουμε: 
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p
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Μετά την κρούση, για τη συχνότητα που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής είναι  
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Για τον λόγο των συχνοτήτων, έχουμε:  
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Β2. α)  iii. 
β) Η πίεση στο σημείο Δ είναι:  
PΔ = Ρατμ + ρgh (1), ενώ ΡΓ = Ρατμ. 
Από την εξίσωση της συνέχειας στον οριζό- 
ντιο σωλήνα είναι:  ΠΔ = ΠΓ ⇒ A1υΔ = A2υΓ ⇒ 

⇒ 2A2υΔ = A2υΓ ⇒ υΔ = 
2

υ (2). 

Εφαρμόζουμε την εξίσωση Bernoulli για μια 
ρευματική γραμμή που περνάει από τα Δ και 
Γ, χρησιμοποιώντας ότι ΡΓ = Ρατμ. 
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Εφόσον η στάθμη του δοχείου παραμένει σταθερή, ο όγκος του νερού που εισέρχεται ανά μονάδα χρόνου 

(παροχή) είναι ίσος με αυτόν που εξέρχεται, δηλ. ΠΓ = ΠΖ ⇒ A2υΓ = A3υΖ ⇒ A2υΓ = 
2

A 2 υΓ ⇒ υΖ = 2υΓ (4). 

Από το θεώρημα Torricelli για το δοχείο είναι: υΖ = gH2 ⇒ υΖ2 = 2gH ⇒ H =
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υ (5). Για τον ζητούμενο λόγο, με διαίρεση κατά μέλη βρίσκουμε 
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Β3.  α) ii. 
Β) Για την ΚΙΝΗΣΗ ΥΠΟ ΤΗΝ ΕΠΙΔΡΑΣΗ ΤΗΣ F εφαρμόζουμε 
το θεώρημα μεταβολής κινητικής ενέργειας: WF = ΔΚ ⇒  

⇒ WF = Κτελ – Καρχ ⇒ τF ∙ φ = 
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Για την ΠΛΑΣΤΙΚΗ ΚΡΟΥΣΗ, από την Αρχή Διατήρησης της  
Στροφορμής (ισχύει Στεξ = 0) έχουμε: Lολ(αρχ) = Lολ(τελ) ⇒ Ιρ ω = (Ιρ + Ιm) ω΄ ⇒  
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      Για την ΚΙΝΗΣΗ ΡΑΒΔΟΥ – m, η οποία 
      είναι ομαλή στροφική, έχουμε: 

      θ = ω΄ Δt ⇒ 
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π
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1
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Γ1. Από τη συνθήκη ισορροπίας στη θέση 
ισορροπίας του Σ1 (Π.Θ.Ι.) έχουμε: 
ΣF = 0 ⇒ Fελ1 – w1 = 0 ⇒ k Δℓ = m1g ⇒ 

⇒ 0,05 k = 1 ∙ 10 ⇒ k = 200 
m

N
. 

Από τη συνθήκη ισορροπίας στη θέση 
ισορροπίας του συσσωματώματος  
(Ν.Θ.Ι.) έχουμε: ΣF = 0 ⇒ Fελ1 – w1 = 0 ⇒  
⇒ k x2 = (m1 + m2) g ⇒ 200 x2 = 2 ∙ 10 ⇒ 
⇒ x2 = 0,1 m. 
Επειδή το συσσωμάτωμα φτάνει μέχρι 
τη θέση του φυσικού μήκους, η 
παραμόρφωση x2 είναι ίση με το πλάτος 

της ταλάντωσης, δηλαδή Α = 0,1 m. 

----------------------------------------------- 
Γ2. Η θέση της κρούσης είναι τυχαία θέση 
(Μ) της ταλάντωσης, με x = x2 - Δℓ = 0,1 – 0,05 = 0,05 m.  
Από τη διατήρηση της ενέργειας της ταλάντωσης του συσσωματώματος έχουμε: 
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2
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2

1
kx² = 

2

1
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s

m 01


υ
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s

m
 ⇒ υ1 = 0,5 3

s

m
. 

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για την πλαστική κρούση βρίσκουμε: 
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Άρα η κινητική ενέργεια του Σ2 πριν την κρούση είναι: Κ2 = 
2

1
m2 υο2 ⇒ Κ2 = 

2

1
∙ 1 ∙ 

2

3 J ⇒ Κ2 = 1,5 J . 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Γ3. Η μεταβολή της ορμής του Σ2, με θετική φορά προς τα πάνω είναι:  
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⇒ Δp2 = m2υ1 - m2υο ⇒ Δp2 = 1 ∙ 0,5 3  - 1 ∙ 3  ⇒  

⇒ Δp2 = - 0,5 3  kg
s

m
 και το μέτρο είναι  |Δp2| = 0,5 3  kg

s

m
.  

Το αρνητικό πρόσημο σημαίνει ότι έχει κατεύθυνση προς τα κάτω. 
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Γ4. H εξίσωση της απομάκρυνσης του συσσωματώματος σε συνάρτηση με τον χρόνο είναι  

x = Aημ (ωt + φo) (1). Η περίοδος της ταλάντωσής του είναι Τ = 2π
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Για to = 0  είναι x = + 0,05 m, οπότε έχουμε (1) ⇒ 0,05 = 0,1ημφο ⇒ ημφο =
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Το συσσωμάτωμα όμως μετά την κρούση έχει τη θετική φορά, οπότε είναι υ > 0 και η δεκτή τιμή είναι  

φο = 
6

π
rad.      Τελικά έχουμε x = 0,1ημ (10t +

6

π
) (S.I.) . 

 

 

                                                                               

Δ1. Από την ισορροπία των σωμάτων έχουμε: 

Ισορροπία σώματος : ΣF = 0 ⇒ wΣ – Τ1 = 0 ⇒ 

⇒ Τ1 = ΜΣ g  ⇒ Τ1 = 2 ∙ 10 N ⇒ Τ1 = 20 N. 

Ισορροπία τροχαλίας: Στcm = 0 ⇒ T1 RT – T2 RT = 0 ⇒ 

⇒ T1 = T2 ⇒ T2 = 20 N.  

Ισορροπία κυλίνδρου:  

Στcm = 0 ⇒ T2 RK – Tσ RΚ = 0 ⇒ Tσ = T2 ⇒ Tσ = 20 N.  
ΣFx = 0 ⇒ T2 + Tσ – F – wKx = 0 ⇒ F = T2 + Tσ – MKgημφ ⇒ 

⇒ F = 20 + 20 – 2 ∙ 10 ∙ 
2

1
⇒ F = 30 Ν . 

------------------------------------------------------------------------- 

Δ2.  Από τον Θεμελιώδη Νόμο της Μηχανικής έχουμε: 

Για το σώμα: ΣF = MΣ α ⇒ wΣ – Τ3 = ΜΣ α (1) 

Για την τροχαλία: Στ = ΙΤ αγων ⇒ T3 RT – T4RT = 
2

1
MTRT

2

TR

α
⇒ 

⇒ T3 – T4 = 
2

1
MT α (2). 

Για τον κύλινδρο: 

ΣFx = MK αcm ⇒ T4 + Tσ΄ – wKx = ΜΚ αcm (3)  

και Στ = ΙΚ αγων΄ ⇒ T4 RΚ – Tσ΄ RK =
2

1
MΚRΚ2 

K

cm

R

α
 ⇒ T4 – Tσ΄ =

2

1
MΚ αcm (4). 

Με πρόσθεση κατά μέλη (3) + (4) ⇒ T4 + Tσ΄ – MKgημφ + T4 – Tσ΄ = ΜΚ αcm + 
2

1
MΚ αcm ⇒ 

ΘΕΜΑ Δ 

p2(αρχ) Δp 

p2(τελ) 

+ 

+ 

Νήμα μη αβαρές και εκτατό:  
Τ3΄ = Τ3 και Τ4΄ = Τ4. 

Τροχαλία: α = αγωνRT. 
Κύλινδρος: αcm = αγων΄ RΚ   

Νήμα μη αβαρές και εκτατό:  
Τ1΄ = Τ1 και Τ2΄ = Τ2. 

+ 

+ 

F 



⇒ 2 T4 – MKgημφ = 
2

3
MΚ αcm (5). 

Επειδή το νήμα είναι μη εκτατό, στα σημεία της περιφέρειας της τροχαλίας και του κυλίνδρου έχουμε 
ίδιο μέτρο επιτάχυνσης α. Στο ανώτερο σημείο του κυλίνδρου όμως είναι υ = 2 υcm ⇒ α = 2 αcm (6), 

οπότε από την (5) ⇒ 2 T4 – MKgημφ = 
2

3
MΚ 

2

α
⇒ T4 – 

2

gMK ημφ
= 

8

3
MΚ α (7). 

Με πρόσθεση κατά μέλη (1)+(2)+(7) ⇒ ΜΣg – Τ3 + T3 – T4 + T4 –
2

gMK ημφ
= ΜΣ α +

2

1
MT α +

8

3
MΚ α ⇒ 

⇒ 2 ∙ 10 + 
2

)2/1(102 
= (2 + 1 + 0,75) α ⇒ 15 =  3,75 α ⇒ α = 4 

2s

m
.  

Για την επιτάχυνση του κέντρου μάζας του κυλίνδρου βρίσκουμε (6) ⇒ αcm = 
2

α
= 

2

4
2s

m
⇒ αcm = 2

2s

m
. 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Δ3.  Τη χρονική στιγμή t1 o κύλινδρος έχει ταχύτητα: υ1 = αcm t1 ⇒ υ1 = 2 ∙ 0,5  
s

m
⇒ υ1 = 1 

s

m
. 

Εκείνη τη στιγμή κόβουμε το νήμα, οπότε ο κύλινδρος κάνει κύλιση χωρίς ολίσθηση επιβραδυνόμενος. 
Για τη μεταφορική του κίνηση από τον Θ.Ν.Μ. ΣFx = MK αcm΄ ⇒ T – wKx = ΜΚ αcm΄ (8)  

Για την στροφική του κίνηση από τον θεμελιώδη νόμο της στροφικής έχουμε: 

Στ = ΙΚ αγων΄΄ ⇒ – T RK =
2

1
MΚRΚ2 

K

cm

R

α
 ⇒ – T =

2

1
MΚ αxm΄ (9) . 

Με πρόσθεση κατά μέλη (8) + (9) ⇒ T – MKgημφ - Τ  = ΜΚ αcm΄ + 
2

1
MΚ αxm΄ ⇒ – MKgημφ = 

2

3
MΚ αxm΄ ⇒ 

⇒ αxm΄ = - 
3

2
gημφ ⇒ αxm΄ = - 

3

2
∙ 10 ∙ 

2

1
2s

m
⇒ αxm΄ = - 

3

10
2s

m
 και |αxm΄| = 

3

10
2s

m
. 

Για την επιβραδυνόμενη κίνηση είναι υ2 = υ1 – |αcm΄| Δt ⇒ 0 = 1 – 
3

10
 Δt ⇒ Δt = 0,3 s  και τελικά 

t2 = t1 + Δt ⇒ t2 = 0,5 + 0,3 ⇒ t2 = 0,8 s. 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Δ4.Για την επιταχυνόμενη κίνηση είναι s1 = 
2

1
αxm t12 ⇒ s1 = 

2

1
∙ 2 ∙ 0,52 m ⇒ s1 = 0,25 m. 

Για την επιβραδυνόμενη κίνηση είναι s2 = υ1 Δt -
2

1
|αxm| Δt2 ⇒ s2 = 1 ∙ 0,3 -

2

1
∙ 

3

10
∙ 0,32 ⇒ 

⇒ s2 = 0,3 – 0,15 ⇒ s2 = 0,15 m. Άρα sολ = s1 + s2 ⇒ sολ = 0,25 + 0,15 ⇒ sολ = 0,4 m. 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Δ5.  Θα βρούμε την απόσταση x από το σημείο Γ που  

πρέπει να βρίσκεται ο κύλινδρος, ώστε η σανίδα μόλις  

να ανατραπεί. Τότε θα είναι ΝΑ = 0 και στη σανίδα θα  

ασκούνται το βάρος της και η αντίδραση από τον  

κύλινδρο Ν΄ = Ν, με ΣFψ = 0 ⇒ Ν = ΜΚg συνφ. 

Για τη σανίδα έχουμε:  

Στ(Γ) = 0 ⇒ - wψ (
2


- ΒΓ) + Ν΄ x = 0 ⇒ 

⇒ ΜΚg συνφ x = Μg συνφ(2 – 1,5) ⇒ x = 0,5 m. 

Ο κύλινδρος σταματάει σε απόσταση sολ – (ΓΔ) = 0,4 – 0,2 = 0,2 m από το σημείο Γ.  

Επομένως, αφού x > 0,2 m (στα οποία σταματάει ο κύλινδρος), η σανίδα δε θα ανατραπεί. 

Αλλιώς: 

Από την ισορροπία της ράβδου έχουμε Στ(Γ) = 0 ⇒ ΝΑ συνφ (ΑΓ) + ΜΚg συνφ x - Μg συνφ(ΚΓ) = 0 ⇒ 

⇒ ΝΑ ∙ (4 - 1,5) + 20x – 20 ∙ (2 – 1,5) = 0 ⇒ 2,5 ΝΑ = 10 -20x ⇒ ΝΑ = 4 - 8x (S.I.) 

 

 

Κύλινδρος:  
αcm΄ = αγων΄΄ RΚ   

Για ΝΑ = 0 είναι 4 = 8x ⇒ x = 0,5 m 
και x > 0,2 m, άρα όχι ανατροπή. 

Για x = 0,4 – 0,2 = 0,2 m(στα οποία σταματάει ο κύλινδρος), 
είναι ΝΑ = 4 - 8x = 4 – 1,6 = 2,4 Ν > 0, υπάρχει επαφή. 


