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ΜΑΙΟ 2000 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΣΔΥΝΟΛΟΓΙΚΗ ΚΑΣΔΤΘΤΝΗ 

 

ΘΔΜΑ 2 

Α). Γίλεηαη ν κηγαδηθφο αξηζκφο 
5

 
2 3

i
z

i
 

      α). Να γξάςεηε ηνλ z ζηε κνξθή α + β i, α, β  R.                                                        Μνλάδεο 4 

      β). Να γξάςεηε ηνλ z ζηελ ηξηγσλνκεηξηθή ηνπ κνξθή.                                                Μνλάδεο 5 

      ηηο εξσηήζεηο γ), δ) λα γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηνλ αξηζκφ ηνπ ζέκαηνο θαη ηεο θάζε  

      εξψηεζεο θαη δίπια λα ζεκεηψζεηε ην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε. 

      γ). Αλ ζ = Argz, ηφηε ν κηγαδηθφο αξηζκφο i z έρεη φξηζκα: 

            [Α]. 
4

   [Β]. 
2

   [Γ]. 
2

  [Γ]. π + ζ                                          Μνλάδεο 3 

      δ).  Σν z
4
  είλαη ίζν κε: 

            [Α]. 4  [Β]. 4 i  [Γ].  4 i [Γ]. 4                                               Μνλάδεο 3 

 

Β). Να βξεζνχλ ηα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ, πνπ είλαη εηθφλεο ησλ κηγαδηθψλ z, γηα ηνπο νπνίνπο  

      ηζρχεη:  
1

1
z

z i
.                                                                                                         Μνλάδεο 10 

ΛΤΖ 

Α). α). 
5

 
2 3

i
z

i
= 

5 2 3
 

2 3 2 3

i i
z

i i
= 

13 13

13

i
 = 1 i .  

β). z = 1  i = 
2 2

2 2
2 2 4 4

i i .  

γ). i z = i (1  i) = 1 + i  Arg(i z) = π/4  [Β]   

δ). z
4
 = (1  i)

4
 = [(1  i)

2
]

2
 = ( 2 i)

2
 =  4   [Γ].  

 

Β). 
1

1
z

z i
  

1
1

z

z i
   |z  1| = |z  i|. 

Άξα ηα δεηνχκελα ζεκεία είλαη ηα ζεκεία ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ, κε Α 

(1, 0) θαη Β (0, 1), ε δηρνηφκνο ηεο γσλίαο xOy, κε εμίζσζε y = x. 

 

ΘΔΜΑ 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε:  

2

2 2 5

8 16                                         , 0 5 
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Α). Να βξεζνχλ ηα, 
  5

lim ( )
x

f x , 
    5

lim ( )
x

f x .                                                                       Μνλάδεο 6 

Β). Να βξεζνχλ ηα α, β  R, ψζηε ε ζπλάξηεζε f λα είλαη ζπλερήο ζην x0 = 5.               Μνλάδεο 10 

Γ). Γηα ηηο ηηκέο ησλ α, β ηνπ εξσηήκαηνο Β λα βξείηε ην lim ( )
x

f x .                                 Μνλάδεο 9  

ΛΤΖ 

A). 
5

lim
x

f(x) = 
5

lim
x

(x
2
  8 x + 16) = 1.   



1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ / ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΑΔΙΚΩΝ  
 

Επεξεπγαζία Κειμένος : Πολςσπονιάδηρ Νικόλαορ 

2 

5
lim
x

f(x) = 
5

lim
x

(α
2 
+ β

2
) ln(x  5 + e) + 2 (α + 1) e

5  x 
= α

2
+ β

2
+ 2α + 2.  

Β). Γηα λα είλαη ε ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην x0 = 5, πξέπεη 
5

lim
x

f(x) = 
5

lim
x

f(x) = f (5).  

δειαδή α
2
 + β

2
 + 2 α + 2 = 1  α

2
 + β

2
 + 2 α + 1 = 0  (α + 1 )

2
 + β

2
 = 0  {α + 1 = 0 θαη β = 0 } 

Άξα α = 1  θαη β = 0.   

 

Γ). Γηα α = 1  θαη β = 0, είλαη f (x) = 
2 8 16, 0 5

( )
ln( 5 ),  5

x x x
f x

x e x
. 

lim
x

f(x) = lim
x

ln(x  5 + e) = + , δηφηη  lim
x

(x  5 + e) = +  θαη  lim
x

lnx = + . 

 

 

ΘΔΜΑ 4  

Φάξκαθν ρνξεγείηαη ζε αζζελή γηα πξψηε θνξά. Έζησ f(t) ε ζπλάξηεζε πνπ  πεξηγξάθεη ηε 

ζπγθέληξσζε  ηνπ θαξκάθνπ ζηνλ νξγαληζκφ ηνπ αζζελνχο κεηά απφ ρξφλν t απφ ηε ρνξήγεζή 

ηνπ, φπνπ t  0 . Αλ ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο f(t) είλαη 
8

2
  1t

 

α). Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε  f(t).                                                                                         Μνλάδεο 6 

β). ε πνηα ρξνληθή ζηηγκή t, κεηά ηε ρνξήγεζε ηνπ θαξκάθνπ, ε ζπγθέληξσζή ηνπ ζηνλ  

      νξγαληζκφ γίλεηαη κέγηζηε;                                                                                            Μνλάδεο 6 

γ). Να δείμεηε φηη θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 8 ππάξρεη αθφκα επίδξαζε ηνπ θαξκάθνπ ζηνλ  

     νξγαληζκφ, ελψ πξηλ ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 10 ε επίδξαζή ηνπ ζηνλ νξγαληζκφ έρεη κεδεληζηεί.  

      (Γίλεηαη ln11  2,4).                                                                                                     Μνλάδεο 13 

ΛΤΖ 

α). f (t) = 
8

1t
   2 = 8

1

1t
  2 = [8 ln(t + 1)  2 t] . άξα f (t) = 8 ln(t + 1)  2 t + c.  

Δίλαη f (0) = 0, άξα c = 0. Δπνκέλσο f (t) = 8 ln(t + 1)  2 t, t > 0. 

β). f (t) = 
8

1t
  2 = 

6 2

1

t

t
, t  0. 

H ζπγθέληξσζή ηνπ ζηνλ νξγαληζκφ 

γίλεηαη κέγηζηε φηαλ t = 3.   
 

γ). f (8) = 8 ln(8 + 1)  2 8 = 8 ln9  16 = 8 ln3
2
  16 = 16 ln3  16 = 16 (ln3  1) > 0,  

δηφηη ln3 > 1. 

f(10) = 8 ln(10 + 1)  2 10 = 8 ln11  20 = 8 2,4  20 = 19,2  20 < 0.  

Άξα ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 8,  ππάξρεη αθφκα επίδξαζε ηνπ θαξκάθνπ ζηνλ νξγαληζκφ, ελψ πξηλ  

ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 10,  ε επίδξαζή ηνπ ζηνλ νξγαληζκφ έρεη κεδεληζηεί. 
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ΙΟΤΝΙΟ 2000 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΘΔΣΙΚΗ ΚΑΣΔΤΘΤΝΗ 

 

ΘΔΜΑ 1 

 

A1). Aλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζ‘ έλα ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, λα γξαθεί ε  

        εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α (x0, f(x0)). 

 

Α2). Να απνδείμεηε φηη, αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζ' έλα ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ  

        νξηζκνχ ηεο ,ηφηε είλαη θαη ζπλερήο ζην ζεκείν απηφ.                                              

Β1). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηελ έλδεημε  

        σζηφ ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

        α). Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0, ηφηε ε f΄ είλαη πάληνηε ζπλερήο ζην x0. 

        β). Αλ ε f δελ είλαη ζπλερήο ζην x0,ηφηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0. 

        γ). Αλ ε f έρεη δεχηεξε παξάγσγν ζην x0,ηφηε ε f΄ είλαη ζπλερήο ζην x0.                 

Β2). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ην γξάκκα ηεο ζηήιεο Α θαη δίπια ηνλ αξηζκφ ηεο ζηήιεο Β πνπ  

        αληηζηνηρεί ζηελ εθαπηνκέλε ηεο θάζε ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν x0. 

 

ηήιε Α 

ζπλαξηήζεηο 

ηήιε Β 

εθαπηφκελεο 

Α). f(x) = 3 x
3
,   x0 = 1 1). y = − 2 x + π 

Β). f(x) = εκ(2 x),  x0 = 
2

 2). y = 
1

4
x + 1 

Γ). f(x) = 3 x ,   x0 = 0 3). y = 9 x − 6 

Γ). f(x) = x ,    x0 = 4 4). y = − 9 x +5 

 5). δελ ππάξρεη 
 

ΛΤΖ 

Α1). y  f (x0) = f (x0) (x  x0).  

A2). Θέκα Θεσξίαο. 

Β1). α). σζηφ,    β). Λάζνο, γ). σζηφ. 

Β2). α  3,  β  1,  γ  5, δ  2. 

 

ΘΔΜΑ 3 

Ζ ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην θιεηζηφ δηάζηεκα [0, 1] θαη ηζρχεη f (x) > 0, γηα θάζε  

x (0, 1). Aλ f(0) = 2 θαη f(1) = 4, λα δείμεηε φηη: 

α). ε επζεία y = 3 ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ζ‘ έλα αθξηβψο ζεκείν κε ηεηκεκέλε  

      x0  (0, 1).                                                                                                                        

β). ππάξρεη x1  (0, 1), ηέηνην ψζηε  f(x1) = 

1 2 3 4

5 5 5 5

4

f f f f

.    

γ).Τπάξρεη x2  (0, 1), ψζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Μ(x2,f(x2))  

    λα είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία y = 2 x + 2000.                                            

ΛΤΖ 

α. Αξθεί λα δείμνπκε φηη ε εμίζσζε f (x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην (0, 1). 

1
νο

 ηξφπνο 

 ε f είλαη ζπλερήο ζην [0 , 1]  

2
νο

 ηξφπνο  

Έζησ ε ζπλάξηεζε g, κε g(x) = f(x)  3. 
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 f (0) < 3 < f (1) 

απφ Θ. ελδηακέζσλ ηηκψλ ππάξρεη έλα 

ηνπιάρηζηνλ x0  (0, 1), ηέηνην ψζηε  f(x0) = 3.  
 

 

 ε g είλαη ζπλερήο ζην [0, 1], σο δηαθνξά 

ζπλερψλ. 

 g(0) = f(0)  3 = 2  3 = 1 < 0.  

     g(1) = f(1)  3 = 4  3 = 1 > 0 

απφ Θ. Bolzano, ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

x0  (0, 1), ηέηνην ψζηε g(x0) = 0 ή f(x0)  3 = 0 

ή f(x0) = 3. 

Δίλαη f (x) > 0, γηα θάζε x  (0, 1), άξα ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην (0, 1), άξα ε εμίζσζε  

f(x) = 0, έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην (0, 1), δειαδή ε επζεία y = 3 ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  

ζ‘ έλα αθξηβψο ζεκείν κε ηεηκεκέλε x0  (0, 1).  

β). Δίλαη f (x) > 0, γηα θάζε x  (0, 1), άξα ε f είλαη γλ. αχμνπζα ζην (0, 1). 

1 1 1
0 1 0 1 2 4

5 5 5
f f f f    (1) 

2 2 2
0 1 0 1 2 4

5 5 5
f f f f    (2) 

3 3 3
0 1 0 1 2 4

5 5 5
f f f f     (3) 

4 4 4
0 1 0 1 2 4

5 5 5
f f f f    (4) 

(1), (2), (3), (4) 
1 2 3 4

8 16
5 5 5 5

f f f f    

 

1 2 3 4

5 5 5 5
2 4

4

f f f f

  

1 2 3 4

5 5 5 5
0 1

4

f f f f

f f .  

θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην [0, 1], απφ Θ. ελδηακέζσλ ηηκψλ, ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  

x1  (0, 1), ηέηνην ψζηε f(x1) = 

1 2 3 4

5 5 5 5

4

f f f f

. 

 

γ). 1
νο

 ηξφπνο  

 ε f είλαη ζπλερήο ζην [0, 1].    

 ε f είλαη παξ/κε ζην (0, 1), απφ Θ.Μ.Σ. 

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x2  (0, 1), ηέηνην 

ψζηε f (x2) = 
1 0

2
1 0

f f
.  

2
νο

 ηξφπνο  

Έζησ ε ζπλάξηεζε g, κε g(x) = f (x)  2 x. 

 ε g είλαη ζπλερήο ζην [0, 1], σο δηαθνξά  

     πλερψλ.  

 ε g είλαη παξ/κε ζην (0, 1), κε  

     g (x) = f (x)  2.  

 g (0) = f (0)  0 = 2.  

     g(1) = f (1)  2 = 4  2 = 2, απφ Θ. Rolle, 

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x2  (0, 1), ηέηνην 

ψζηε g (x2) = 0 ή  f (x2)  2 = 0 ή f (x2) = 2. 

Άξα ππάξρεη x2  (0, 1), ψζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν  

M(x2, f(x2)) λα είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία y = 2 x + 2000. 
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ΘΔΜΑ 4 

Σε ρξνληθή ζηηγκή t = 0 ρνξεγείηαη ζ' έλαλ αζζελή  έλα θάξκαθν. Ζ ζπγθέληξσζε ηνπ θαξκάθνπ 

ζην αίκα ηνπ αζζελνχο δίλεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε f(t) =
2

1

t

t
, t  0, φπνπ α θαη β είλαη 

ζηαζεξνί ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί θαη ν ρξφλνο t κεηξάηαη ζε ψξεο. Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο 

ζπγθέληξσζεο είλαη ίζε κε 15 κνλάδεο θαη επηηπγράλεηαη 6 ψξεο κεηά ηε ρνξήγεζε ηνπ θαξκάθνπ. 

α). Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ ζηαζεξψλ α θαη β.   

β). Με δεδνκέλν φηη ε δξάζε ηνπ θαξκάθνπ είλαη απνηειεζκαηηθή, φηαλ ε ηηκή ηεο ζπγθέληξσζεο  

     είλαη ηνπιάρηζηνλ ίζε κε 12 κνλάδεο, λα βξείηε ην ρξνληθφ δηάζηεκα πνπ ην θάξκαθν δξα  

     απνηειεζκαηηθά.   

ΛΤΖ 

α). Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [0 , + ) θαη παξαγσγίζηκε ζην [0, + ) κε  

f(t) =
2

1

t

t
 = 

2

2
1

t

t
= 

2 2

2

t

t
= 

2

2 2

t

t
, άξα  

f (t) = 

'
2

2 2

t

t
 = 

2 2 2 2 2 2

2
2 2

' 't t t t

t
 = 

2 2 2 2

2
2 2

2t t t

t
   

 f (t) = 
4 2 2 2 2

2
2 2

2t t

t
  f (t) = 

4 2 2

2
2 2

t

t
.  

Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο ζπγθέληξσζεο f είλαη ίζε κε 15 κνλάδεο θαη επηηπγράλεηαη φηαλ t = 6, άξα  

f(6) = 15 θαη f (6) = 0 (Θ. Fermat). 

f (6) = 0  
4 2 2

2
2 2

6

t
 = 0  α β

4
  α β

2
6

2
 = 0  α β

2
(β

2
  36) = 0  β

2
  36 = 0  

 β
2
 = 36  β = 6.  

f (6) = 15  
2

2 2

6
15

6
  

2

2 2

6 6
15

6
  3 α = 15  α = 5.  

 

β). Ζ δξάζε ηνπ θαξκάθνπ είλαη απνηειεζκαηηθή, φηαλ ε ηηκή ηεο ζπγθέληξσζεο είλαη 

ηνπιάρηζηνλ ίζε κε 12 κνλάδεο, άξα f (t)  12. 

f (t) = 
2

180

36

t

t
     

f(t)  12   
2

180

36

t

t
 12  

2

15

36

t

t
  1  15 t  36 + t

2
  t

2
  15 t + 36  0.  

 
Άξα ην θάξκαθν δξα απνηειεζκαηηθά απφ 3 ψξεο κέρξη θαη  12 ψξεο. 
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ΘΔΜΑ 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηχπν f(x) = 
2 3 2x x

x
, φπνπ α πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

α). Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ α, ψζηε ε ζπλάξηεζε f λα έρεη θαηαθφξπθε  

      αζχκπησηε ηελ επζεία x = 4.                                                                                           

β). Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ α, ψζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο  

     ηεο f ζην ζεκείν Μ(1,0) λα δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν Α( 2, 3).                                     

γ). Αλ α > 2, λα δείμεηε φηη ππάξρεη αξηζκφο x0
  (1,2) ηέηνηνο, ψζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο  

     παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε x0 λα είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα x x. 

ΛΤΖ 

α). Df  = ( , α) (α , + ) θαη 4  Df  άξα α = 4.  

Β). Πξέπεη ιεθαπ. = ιΑΜ = f (1). 

f (x) = 

' 2 22

2

3 2 ' 3 2 '3 2 x x x x x xx x

x x
=  

 = 

2 2 2 2

2 2 2

2 3 3 2 2 2 3 3 3 2 2 3 2x x x x x x x x x x x

x x x
.  

2 2

11 2 3 2 1
' 1

1 11 1
1

10 3 3
1

1 2 3

f

  α = 0.    

 

Γ). Αξθεί λα δείμνπκε φηη ππάξρεη x0, ηέηνην ψζηε f (x0) = 0. 

f (x) = 0  
2

0 0

2

0

2 3 2
0

x x

x
  x0

2
  2 α x0 + 3 α  2 = 0.  

Πξέπεη Γ  0  ( 2 α)
2
  4 1 (3 α  2)  0  4 α

2
  12 α + 8 > 0  α

2
  3 α + 2  0  

 (α  1) (α  2)  0, πνπ ηζρχεη δηφηη α  2. 
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ΘΔΜΑ 4 

ε έλα δηαγσληζκφ ελφο Οξγαληζκνχ γηα ηελ πξφζιεςε πξνζσπηθνχ, ζπγθεληξψζεθαλ 1.000 

γξαπηά ππνςεθίσλ. Κάζε γξαπηφ δηνξζψλεηαη απφ δχν δηαθνξεηηθνχο βαζκνινγεηέο. Κάζε 

βαζκνινγεηήο δηνξζψλεη 4 θαθέινπο ησλ 25 γξαπηψλ ηελ εκέξα. Γηα ηε δηφξζσζε θάζε γξαπηνχ ν 

βαζκνινγεηήο ακείβεηαη κε 200 δξαρκέο. Σε δηφξζσζε ζπληνλίδνπλ δχν επφπηεο πνπ ακείβνληαη 

κε 4.000 δξαρκέο ηελ εκέξα. ην ηέινο ηεο δηφξζσζεο φισλ ησλ γξαπηψλ, θάζε βαζκνινγεηήο 

παίξλεη επί πιένλ σο επίδνκα 10.000 δξαρκέο αλεμάξηεηα απφ ηνλ αξηζκφ ησλ εκεξψλ πνπ 

απαζρνιήζεθε. 

α). Να απνδείμεηε φηη ην θφζηνο Κ(x) ζε ρηιηάδεο δξαρκέο γηα ηε δηφξζσζε φισλ ησλ γξαπηψλ,  

     δίλεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε: Κ(x) = 10 (x + 
16

x
 + 40), φπνπ x ν αξηζκφο ησλ βαζκνινγεηψλ πνπ  

     απαζρνινχληαη.                                                                                                               

β). Πφζνη πξέπεη λα είλαη νη βαζκνινγεηέο, ψζηε ην θφζηνο ηεο δηφξζσζεο λα είλαη ειάρηζην; 

                                                                                                                                                

γ). Να βξείηε ην ειάρηζην θφζηνο ηνπ β. εξσηήκαηνο θαη ηνλ αξηζκφ ησλ εκεξψλ πνπ  

      απαζρνιήζεθαλ νη βαζκνινγεηέο γηα ηε δηφξζσζε ησλ γξαπηψλ.                                . 

ΛΤΖ 

α). (1000 γξαπηά) x (2 θνξέο) = 2.000 βαζκνινγήζεηο θάζε παθέην έρεη 4 θαθέινπο  

25 γξαπηά = 100 γξαπηά 2000: 100 = 20 παθέηα βαζκνιφγεζεο.   

Κφζηνο βαζκνιφγεζεο = 20 2000 δξρ. = 40.000 δξρ = 40 ρηι. δξρ. (1)  

Δπίδνκα = 10000  x βαζκνινγεηέο = 10.000 x  δξρ. = 10 x ρηι. δξρ. (2) 

Ζ δηφξζσζε ζα δηαξθέζεη 
20

x
= 

20

x
 κέξεο (3) 

Οη δχν επφπηεο ζα πάξνπλ : 
20 160.000 160

2 4.000 . .
x x x

 ρηι.δξρ. (4) 

Απφ (1) , (2) θαη (4) έρνπκε :  

Κ(x) = 400 + 10 x + 
160

x
 = 10 (40 + x + 

16

x
)  ζε ρηι. δξρ., x > 0 

 

β). Κ (x) = 10 (40 + x + 
16

x
)  = 10

2

2 2

16 16
1 10

x

x x
, x > 0.  

x 0                                         4                                           +  

K (x)  + 

K(x)   

 

Διάρηζην θφζηνο γηα x = 4 βαζκνινγεηέο.  

 

γ). Διάρηζην θφζηνο = Κ(4) = 480 ρηι. δξρ. 

Απφ ηε ζρέζε (3), γηα x = 4 έρνπκε φηη ε δηφξζσζε ησλ γξαπηψλ ζα γίλεη ζε 
20

4
 = 5 κέξεο. 
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ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΘΔΣΙΚΗ ΚΑΣΔΤΘΤΝΗ 

ΔΠΣΔΜΒΡΙΟ 2000 

 

ΘΔΜΑ 1 

A). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f, ε νπνία είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ.  

      α). Να απνδείμεηε φηη αλ f΄(x) 0 ζε θάζε εζσηεξηθφ ζεκείν x ηνπ Γ, ηφηε ε f είλαη γλεζίσο  

           αχμνπζα ζε φιν ην δηάζηεκα Γ.                                                                                 

      β). Αλ f (x)  0 ζε θάζε εζσηεξηθφ ζεκείν x ηνπ Γ, ηη ζπκπεξαίλεηε γηα ηε κνλνηνλία ηεο  

            ζπλάξηεζεο f ;                                                                                                         

 

Β1). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηελ έλδεημε  

        σζηφ ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

       α). Ζ ζπλάξηεζε f(x) = e
1 x

 είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

       β). Ζ ζπλάξηεζε f κε f (x) = -2εκx+
2

1

x
 + 3, φπνπ x

π

2
,π) είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  

            δηάζηεκα απηφ.                                                                                                        

       γ). Αλ f (x) = g (x) + 3 γηα θάζε x  Γ, ηφηε ε ζπλάξηεζε h(x) = f(x)  g(x) είλαη γλεζίσο  

            θζίλνπζα ζην Γ.                                                                                                      

ΛΤΖ 

Α). α). ζέκα ζεσξίαο.   β). Ζ f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην Γ. 

Β). α). Λ, β). ,      γ). Λ. 

 

ΘΔΜΑ 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f, ζπλερήο ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, γηα ηελ νπνία ηζρχεη:   

 
2

0

  ( ) 1
lim

2

x

x

f x e

x
= 5.    

α). Να βξείηε ην f(0).                                                                                                             

β). Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν x0 = 0.  

γ). Αλ ( )xh x e f x , λα δείμεηε φηη νη εθαπηφκελεο ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ησλ  

     ζπλαξηήζεσλ f θαη h ζηα ζεκεία Α(0,f(0)) θαη Β(0,h(0)) αληίζηνηρα είλαη παξάιιειεο.  

ΛΤΖ 

α). Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g, κε g(x) = 
2  ( ) 1

2

xf x e

x
, x  k π/2  κε θ  Ε. 

Δίλαη f(x) = e
2 x

  1 + g(x) εκ2x  θαη 
0

lim
x

g(x) = 5. 

Ζ f είλαη ζπλερήο ζην x0 = 0, άξα f(0) = 
0

lim
x

f(x) = 
0

lim
x

[e
2 x

  1 + g(x) εκ2x]  =  

= 
0

lim
x

(e
2 x

  1) + 
0

lim
x

g(x)  
0

lim
x

εκ2x = 0 + 5 0 = 0.  

 

β). 

2 2

0 0 0

0 1 2 1 2
lim lim lim

0

x x

x x x

f x f e g x x e x
g x

x x x x
 = 

 = 
2

0 0 0

1 2
lim lim lim

x

x x x

e x
g x

x x
 = 2 + 5 2 = 12.   

δηφηη 

0

2 20

0 0

1 2
lim lim 2

1

x x

x DLH x

e e

x
  θαη 

0 0

2 2
lim 2 lim 2

2x x

x x

x x
. Άξα f (0) = 12.  
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γ). 
0 0 0

0 0
lim lim lim

0

x

x

x x x

h x h e f x f x
e

x x x
 = 

0 0
lim limx

x x

f x
e

x
 = 1 f (0) = f (0).    

άξα h (0) = f (0). 

Δπνκέλσο νη εθαπηφκελεο ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη h ζηα ζεκεία  

Α (0, f(0)) θαη Β(0, h(0)) αληίζηνηρα είλαη παξάιιειεο. 

 

ΘΔΜΑ 4 

Ζ ηηκή Ρ (ζε ρηιηάδεο δξαρκέο) ελφο πξντφληνο, t κήλεο κεηά ηελ εηζαγσγή ηνπ ζηελ αγνξά, δίλεηαη 

απφ ηνλ ηχπν P(t) = 4 + 
2

6

25
 

4

t

t

. 

α). Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ πξντφληνο ηε ζηηγκή ηεο εηζαγσγήο ηνπ ζηελ αγνξά.               

β). Να βξείηε ην ρξνληθφ δηάζηεκα, ζην νπνίν ε ηηκή ηνπ πξντφληνο ζπλερψο απμάλεηαη.  

γ). Να βξείηε ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ε ηηκή ηνπ πξντφληνο γίλεηαη κέγηζηε.    

δ). Να δείμεηε φηη ε ηηκή ηνπ πξντφληνο κεηά απφ θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή ζπλερψο κεηψλεηαη, ρσξίο  

     φκσο λα κπνξεί λα γίλεη κηθξφηεξε απφ ηελ ηηκή ηνπ πξντφληνο ηε ζηηγκή ηεο εηζαγσγήο ηνπ  

     ζηελ αγνξά.                                                                                                                     

ΛΤΖ 

α). Ρ(0) = 4 + 
6 24 76

4
25 25 25

4

. 

β). Ρ (t) = 

''
2 2

2
2

2

25 25
6 '  6  

6 4 4
4

25 25  
4 4

t t t t
t

t t

 = 

2

2

2

25
 2 6

4

25
 

4

t t t

t

 =  

 = 

2 2 2

2 2

2 2

25 25
 2 12 12

4 4

25 25
  

4 4

t t t t t

t t

.  Ρ (t) > 0  

2

2

2

25
12

4

25
 

4

t t

t

 > 0   t
2
 + 12 t + 4 > 0.   

Γ = 12  4 ( 1) 25 = 169 θαη t = 
12 13

2
  t = 

25

2
  θαη t =  

1

2
 απνξξίπηεηαη.  

H ηηκή ηνπ πξντφληνο απμάλεηαη φηαλ 0 < t < 
25

2
. 

t 0                                  25/2                                          +  

P (t) +  

P(t)   

γ). Ζ ηηκή ηνπ πξντφληνο γίλεηαη κέγηζηε ηε ρξνληθή ζηηγκή t0 = 
25

2
. 

δ). H ηηκή ηνπ πξντφληνο κεηψλεηαη φηαλ t > 
25

2
. 

lim
x

Ρ(t) = 
2

6
lim 4

25

4

x

t

t

 = 4 + 
2

6
lim

25

4

x

t

t

 = 4 + 
2

lim
x

t

t
 = 4 +

1
lim
x t

 = P (0).  
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ΘΔΜΑΣΑ ΠΑΝΔΛΛΑΓΙΚΩΝ ΔΞΔΣΑΔΩΝ    2001 

 

ΙΟΤΝΙΟ 2001 

 

ΘΔΜΑ 1 

A1). Γίλνληαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί z1, z2. Να απνδείμεηε φηη: z1 z2 = z1 z2 .             

Α2). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηελ έλδεημε  

        σζηφ ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

        Γηα θάζε κηγαδηθφ αξηζκφ z ηζρχεη: 

        α). 
2

 z z z                β).  
2 2z z           γ).  z z         

        δ).  z z                 ε).  i z z                                                                             

Β1). Αλ z1 = 3 +4 i   θαη  z2 = 1  3 i, λα γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηνπο αξηζκνχο ηεο ηήιεο Α  

         θαη δίπια ζε θάζε αξηζκφ ην γξάκκα ηεο ηήιεο Β έηζη, ψζηε λα πξνθχπηεη ηζφηεηα. 

ηήιε Α ηήιε Β 

1. 
1 2z z  α. 4 

2. 
2

1z  β. 2 

3. 
2

2z  γ. 25 

4. 
1z  δ. –5 

5. 
2i z  ε. –2 

 ζη.  5 

 δ. 10 
 

Β2). Αλ γηα ην κηγαδηθφ αξηζκφ z ηζρχεη z  = 1 λα δείμεηε φηη 
1

z
z

.                              

ΛΤΖ 

Α1). Θέκα Θεσξίαο.  

Α2). α  σζηφ, β  Λάζνο,      γ  Λάζνο,       δ  σζηφ,      ε  σζηφ. 

Β1). 1  δ,        2  γ, 3  α,           4  δ,       5  β. 

 

ΘΔΜΑ 2 

Έζησ f κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε ηχπν: 

2

-3

,      3     

( )    1
,     3 

3

x

x x

f x e
x

x

 

α). Αλ ε f είλαη ζπλερήο, λα απνδείμεηε φηη α = –1/9.                                                            

β). Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο  Cf  ηεο ζπλάξηεζεο f ζην  

      ζεκείν Α(4,  f(4)).                                                                                                            

γ). Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή  

      παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f, ηνλ άμνλα x΄x θαη ηηο επζείεο x = 1 θαη x = 2.                 

ΛΤΖ 

α). Ζ f είλαη ζπλερήο, άξα είλαη θαη ζπλερήο ζην x0 = 3, άξα  
3

lim
x

f(x) = 
3

lim
x

f(x) = f(3).  

Δίλαη : 
3

lim
x

f(x) = 
3

lim
x

(α x
2
) = 9 α. επίζεο :

3
lim
x

f(x) = 

0

3 30

3 3

1
lim lim 1

3 1

x x

DLHx x

e e

x
. Καη f(3) = 9 α   
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Άξα 9 α =  1  α = 1/9. 

β). f (4) = 
4 31

1
4 3

e
e .  Γηα x > 3 : f (x) = 

' 3 33

2

1 ' 3 1 3 '1

3 3

x xx e x e xe

x x
   

 f (x) = 

3 3

2

3 1

3

x xe x e

x
  f (x) = 

3 3

2

3 1

3

x xe x e

x
.  

f (4) = 

4 3 4 3

2

4 3 1 1
1

14 3

e e e e
.  

(ε) : y  f (4) = f (4) (x  4)  (ε) : y  (1  e) = 1 (x  4)   (ε) : y  1 + e = x + 4   

 (ε) : y = x + 5  e. 

 

γ). Γηα x  [1, 2] είλαη f (x) = 
1

9
x

2
 < 0, άξα  

E = 

22 2 2 3
2 2

1 1 1 1

1 1 1 7

9 9 9 3 27

x
f x dx x dx x dx   η.κ. 

 

ΘΔΜΑ 3 

Γηα κηα ζπλάξηεζε f, πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ R, ηζρχεη φηη: 

f 
3
(x) + β f 

2
(x) + γ f(x) = x

3
 – 2 x

2
 + 6 x –1, γηα θάζε x  ΗR, φπνπ β, γ πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε  

β
2
 < 3γ. 

α). Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε f δελ έρεη αθξφηαηα.                                                          

β). Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα.                                                   

γ). Να δείμεηε φηη ππάξρεη κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο f(x) = 0 ζην αλνηθηφ δηάζηεκα (0,1). 

ΛΤΖ 

α). 1
νο

 ηξφπνο :  

Έζησ φηη ε παξαγσγίζηκε f παξνπζηάδεη αθξφηαην ζην x0. Απφ Θ. Fermat είλαη f (x0) = 0. 

[f 
3
(x) + β f 

2
(x) + γ f (x)]  = (x

3
  2 x

2
 + 6 x  1)    

 3 f 
2
(x) f (x) + 2 β f(x) f (x) + γ f (x) = 3 x

2
  4 x + 6.  θαη γηα x = x0 είλαη :  

3 f 
2
(x0) f (x0) + 2 β f(x0) f (x0) + γ f (x0) = 3 x0

2
  4 x0 + 6  0 = 3 x0

2
  4 x0 + 6.  

Άηνπν δηφηη ην ηξηψλπκν 3 x0
2
  4 x0 + 6 έρεη Γ =  56 < 0. 

Άξα ε ζπλάξηεζε f δελ έρεη αθξφηαηα.  

 

β). Ζ ιχζε απηή απνηειεί θαη 2
ν
 ηξφπν γηα ην α εξψηεκα. 

[f 
3
(x) + β f 

2
(x) + γ f(x)]  = (x

3
  2 x

2
 + 6x   1)    

 3 f 
2
(x) f (x) + 2 β f(x) f (x) + γ f (x) = 3 x

2
  4 x + 6   

 [3 f 
2
(x) + 2 β f(x) + γ] f (x) = 3 x

2
  4 x + 6.  

 Δίλαη 3 f 
2
(x) + 2 β f(x) + γ > 0, γηα θάζε x  R, δηφηη είλαη ηξηψλπκν σο πξνο f (x).  

κε Γ = (2 β)
2
  4 3 γ = 4 β

2
  12 γ = 4 (β

2
  3 γ) < 0, αθνχ β

2
 < 3 γ. 

 Δίλαη 3 x
2
  4 x + 6 > 0, γηα θάζε x  R, δηφηη είλαη ηξηψλπκν σο πξνο x κε Γ = 56 < 0. 

Άξα f (x) = 
2

2

3 4 6

3 2

x x

f x f x
 > 0, δειαδή ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα. 

(άξα ε f δελ παξνπζηάδεη αθξφηαηα, γηα ην α εξψηεκα) 

 

γ). Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g, κε g(x) = x
3
  2 x

2
 + 6 x  1. 

 ε g είλαη ζπλερήο ζην [0, 1], σο πνιπσλπκηθή. 

 g(0) = 1 < 0 θαη g(1) = 4 > 0. 



1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ / ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΑΔΙΚΩΝ  
 

Επεξεπγαζία Κειμένος : Πολςσπονιάδηρ Νικόλαορ 

12 

Απφ Θ. Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0  (0, 1), ψζηε g(x0) = 0. 

Δίλαη f 
3
(x) + β f

2
(x) + γ f(x) = g (x) θαη γηα x = x0 

f 
3
(x0) + β f 

2
(x0) + f(x0) = g(x0)  f(x0) [f(x0) + β f(x0) + γ] = 0    

Σν f 
2
(x0) + β f(x0) + γ είλαη ηξηψλπκν κε Γ = β

2
  4 γ < 0. 

[ Δίλαη 0 < β < 3 γ, άξα γ > 0.  Άξα β
2
 < 3 γ < 4 γ  β

2
  4 γ < 0 ] 

 { f(x0) = 0  ή  f 
2
(x0) + β f(x0) + γ = 0 }.  

Άξα f 
2
(x0 ) + β f(x0) + γ > 0, γηα θάζε x0  R. Δπνκέλσο f(x0) = 0. 

θαη επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ην x0 είλαη κνλαδηθφ. 

Άξα ππάξρεη κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο f(x) = 0 ζην δηάζηεκα (0, 1). 

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε f, ζπλερήο ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ R, γηα ηελ 

νπνία ηζρχoπλ νη ζρέζεηο: 

i). f(x)  0,  γηα θάζε  x  R      ii). f(x) =
 1

2 2

 0
1 2 ( )  x t f x t dt , γηα θάζε x  R. 

Έζησ αθφκε g ε ζπλάξηεζε πνπ νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν
21

( )
( )

g x x
f x

, γηα θάζε x  R. 

α). Να δείμεηε φηη ηζρχεη  2'( ) 2 ( )f x x f x                                                                  

β). Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε g είλαη ζηαζεξή.                                                                 

γ). Να δείμεηε φηη ν ηχπνο ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη: 
2

1
( )

1
f x

x
.                                     

δ). Να βξείηε ην φξην   lim
x

 (x f(x) εκ(2 x)).                                                                        

ΛΤΖ 

α). f(x) = 1  2 x
2

1

2

0

t f x t dt .  [ Θέησ x t = u  du = x dt , γηα t = 0  u =0, t = 1  u = x } 

 f(x) = 1  2

1

2

0

x t f x t x dt   f(x) = 1  2 2

0

x

u f u du .   

f (x) =  

'

2 2

0

1 2 2

x

u f u du x f x .  

 

β). g (x) = 

'
2

2

2 2

' 21
2 2

f x x f x
x x x

f x f x f x
 = 2 x = 2 x  2 x = 0.  

άξα ε g είλαη ζηαζεξή ζην R. 

 

γ). f (0) = 1  2

0

2

0

u f u du  = 1  2 0 = 1.  

g (0) =  
1

0f
  0

2
 = 1  0 = 1, θαη επεηδή ε g είλαη ζηαζεξή είλαη g(x) = 1 , γηα θάζε x  R.  

Άξα : 
1

f x
  x

2
 = 1, γηα θάζε x  R  

1

f x
 = x

2
 + 1  f(x) = 

2

1

1x
, γηα θάζε x  R.  

 

δ). Δίλαη x f (x) εκ2x = 
2 1

x

x
εκ2x.  
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1  εκ2 x  1  
2 1

x

x
  

2 1

x

x
εκ2 x  

2 1

x

x
.  

2 2

1
lim lim lim 0

1x x x

x x

x x x
,  θαη 

2 2

1
lim lim lim 0

1x x x

x x

x x x
.  

Απφ θξηηήξην παξεκβνιήο   
2

lim 2 0
1x

x
x

x
,  άξα  lim 2 0

x
x f x x . 
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ΔΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΔ ΙΟΤΛΙΟΤ 2001 

 

ΘΔΜΑ 1 

A1). Έζησ f κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αλ F είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Γ,  

        ηφηε 

        → φιεο νη ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο: G(x) = F(x) + c, c  R, είλαη παξάγνπζεο ηεο f ζην Γ θαη 

        → θάζε άιιε παξάγνπζα G ηεο f ζην Γ παίξλεη ηε κνξθή: G(x) = F(x) + c, c  R 

                                                                                                                                             

 

Α2). Να ζπκπιεξψζεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηηο παξαθάησ ζρέζεηο ψζηε λα πξνθχςνπλ γλσζηέο  

        ηδηφηεηεο ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο. 

        α). ( )f x dx  = .....       β). ( ) ( )f x g x dx .....   γ). ( ) ( )f x g x dx= .....  

        φπνπ ι, κ  R θαη f, g ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ζην [α, β].                                              

 

Β1). Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε f, γηα ηελ νπνία ηζρχεη f (x) = 6 x + 4, x  R θαη ε γξαθηθή ηεο  

        παξάζηαζε ζην ζεκείν ηεο Α(0, 3) έρεη θιίζε 2.                                                       

Β2). Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάησ νινθιεξψκαηα 

 (α). 

1

0

xe x dx                                                                                                        

            (β). 
4 2

1

3x
dx

x
                                                                                                             

            (γ). 
2

0

2 3x x dx                                                                                      

ΛΤΖ 

Α1). ζέκα ζεσξίαο  

Α2). α).  = ( )f x dx ,    β). = ( ) ( )f x dx g x dx ,   γ). ( ) ( )f x dx g x dx . 

Β1). f (x) = 3 x
2
 + 4 x + c1 = 2  f (x) = 3 x

2
 + 4 x + 2.                [f (0) = 2  c1 = 2] 

f(x) = x
3
 + 2 x

2
 + 2 x + c2, Άξα f(x) = x

3
 + 2 x

2
 + 2 x + 3.          [ Α(0, 3)  Cf,  f(0) = 3  c2 = 3] 

 

Β2). α). 

1

0

xe x dx  = 

1
2

0

1

2 2

x x
e e .  

        β). 

4 2

1

3x
dx

x
 = 

4
5 4

54 41 3 22
2 2

1 1
1

1

2 186
3 3 3 3

5 5 5

2

x x
x dx x dx .  

        γ). 
2

0

2 3x x dx  = 2
0

2 3 5x x .  
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ΘΔΜΑ 2 

α). Να βξείηε ηνλ γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ εηθφλσλ ησλ κηγαδηθψλ z γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη: 

   16 4 1z z                                                                                 

β). Να βξείηε ηνλ γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ εηθφλσλ ησλ κηγαδηθψλ z γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη: 

    1z z i                                                                                    

γ). Να ηξέςεηε ζε ηξηγσλνκεηξηθή κνξθή ηνπο κηγαδηθνχο πνπ επαιεζεχνπλ ζπγρξφλσο ηηο ζρέζεηο  

     ησλ εξσηεκάησλ (α) θαη (β).   

ΛΤΖ 

α). z + 16  = 4 z + 1   z + 16
2

 = 16 z + 1
2
  (z + 16) ( z  + 16) = 16 (z + 1 ) ( z  + 1)  

 z  z  + 16 z + 16  z  + 256 = 16 z  z  + 16 z + 16  z  + 16  15 z  z  = 240  z  z  = 16  

 z
2
 = 16  z  = 4.  άξα ν δεηνχκελνο γεσκεηξηθφο ηφπνο είλαη ν θχθινο κε θέληξν ηελ αξρή 

ησλ αμφλσλ θαη αθηίλα ξ = 4.  

 

β). Άξα ηα δεηνχκελα ζεκεία είλαη ηα ζεκεία ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ, κε 

Α(1, 0) θαη Β (0, 1), ε δηρνηφκνο ηεο γσλίαο xΟy κε εμίζσζε y = x. 

 

ΘΔΜΑ 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
1

, 1
( )

1 ln( 1), 1, 2x

x x
f x

e x x
, φπνπ α R.  

α). Να ππνινγίζεηε ην φξην  
1

1

1
lim

1

x

x

e

x
,                                                     

β). Να βξείηε ην α  R ψζηε ε ζπλάξηεζε f λα είλαη ζπλερήο ζην x0 = 1.                          

 

γ). Γηα α = 1 λα δείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ (1,2) ηέηνην, ψζηε ε εθαπηνκέλε ηεο  

      γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην Α(μ,f(μ)) λα είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα x x.      

ΛΤΖ 

α). 
1

1

1
lim

1

x

x

e

x
 

0

10

1
lim 1

1

x

DLH x

e
.  

β). 
1 1

lim lim 1
x x

f x x .  

     

0 2
1

0
1

1 1
1 1 1 1 1

1 2
1

1
1ln 1 1lim lim 1 ln 1 lim lim lim

1 1

1 1

x

x

x xDLHx x x x x

x
x

ex xf x e x
e x e

e e

 =  

    = 
1 1

1 1
1 1

1 1
lim lim 1 0 0

x x

x x
x x

e e

e e
.  

Γηα λα είλαη ε f ζπλερήο ζην x0 = 1  πξέπεη 1 + α = 0  α = 1. 

γ).  Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [1, 2]  

      Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (1, 2) σο γηλφκελν παξαγσγηζίκσλ  

      f(1) = 1 + α = 0  

          f(2) = (1  e
1
) ln1 = 0.  

Απφ Θ. Rolle ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (1, 2), ηέηνην ψζηε f (μ) = 0, δειαδή ε εθαπηνκέλε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην Α (μ , f(μ)) λα είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα x x.  
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ΘΔΜΑ 4  

Έζησ κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε f, ζπλερήο ζην (0,+∞) γηα ηελ νπνία ηζρχεη: 

α). Να δείμεηε φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0,+∞).
2

1

1
x t f t

f x dt
x x

, κε x > 0. 

β). Να δείμεηε φηη ν ηχπνο ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη: 
1 ln

( ) , 0
x

f x x
x

.                   

γ). Να βξείηε ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο f.                                                                                     

δ). Να βξείηε ηηο αζχκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f.                                            

ε). Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

      ζπλάξηεζεο f, ηνλ άμνλα x΄x θαη ηηο επζείεο x = 1, x = e.                                               

ΛΤΖ 

α). f(x) = 
2 2

1 1

1 1 1
x xt f t

dt t f t dt
x x x x

, κε x > 0    (1). 

Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε σο πξάμεηο ησλ παξαγσγίζηκσλ  f1(x) = 
1

x
, f2(x) = 

2

1

x
 θαη  

f3(x) =  
1

x

t f t dt .  

β). (1)  x
2

f(x) = x + 
1

x

t f t dt . Παξαγσγίδνληαο θαηά κέιε έρνπκε : 

 [ x
2

f(x)]  = (x)  + 

'

1

x

t f t dt   2 x f(x) + x
2

f (x) = 1 + x f(x)   

 x f(x) + x
2

f (x) = 1  f(x) + x f (x) = 
1

x
  [x f(x)]  = (lnx)   x f(x) = lnx + c   

x f(x) = lnx + c  f(x) = 
ln x c

x
 , κε x > 0                                          [Απφ ζπλέπεηεο Θ.Μ.Σ. ] 

Γηα x = 1  είλαη f(1) = c = 1, άξα f(x) = 
ln 1x

x
,  κε x > 0. 

 

γ). f (x) = 

'

2 2 2

ln 1 ' ln 1 'ln 1 1 ln 1 lnx x x xx x x

x x x x
.  

x                                                     1                                                  +  

f (x) +  

f(x)     

 Οι.κέγ. 

Οιηθφ κέγηζην f(1) = 
ln1 1

1
1

    (1).  
0 0

ln 1
lim lim
x x

x
f x

x
  (2) 

ln 1 1
lim lim lim 0
x x DLH x

x
f x

x x
    (3)  Άξα απφ ηηο (1), (2), (3) έρνπκε : f(Α) = (  , 1].  

 

δ). Απφ (2) θαη (3) ε Cf  έρεη αζχκπησηεο ηνπο άμνλεο x x θαη y y. 

 

ε). Ζ ζπλάξηεζε f, είλαη f(x) > 0 , γηα θάζε x  [1, e], επνκέλσο έρνπκε : 
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Δ  = 
1 1

ln 1
e e

x
f x dx dx

x
= 

11 2

0 0

1 3
1 1 0

2 2 2

u
u du u  η.κ. 

 [ζέηνπκε u = lnx θαη du = 
1

x
dx , γηα x = 1  u = 0 θαη γηα x = e  u = 1].  
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ΘΔΜΑΣΑ ΠΑΝΔΛΛΑΓΙΚΩΝ ΔΞΔΣΑΔΩΝ    2002 

 

ΜΑЇΟ 2002 

 

ΘΔΜΑ 1 

A).Έζησ f κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ' έλα δηάζηεκα [α, β]. Αλ G  είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f  ζην  

     [α, β], ηφηε λα δείμεηε φηη 
 

 
( ) ( ) ( )f t dt G G                                                    

 

Β.1.Έζησ ε ζπλάξηεζε f(x) = εκx. Να δείμεηε φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη ηζρχεη 

       f (x) = ζπλx .                                                                                                                  

 

Β.2.Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηελ έλδεημε 

σζηφ ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

α). Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη νξηζκέλε ζην [α, β] θαη ζπλερήο ζην (α, β], ηφηε ε f παίξλεη πάληνηε  

     ζην [α, β] κία κέγηζηε ηηκή.                                                                                              β). Κάζε 

ζπλάξηεζε, πνπ είλαη 1-1 ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο, είλαη γλεζίσο κνλφηνλε.          

γ). Αλ ππάξρεη ην φξην ηεο ζπλάξηεζεο f ζην x0 θαη 
0

lim 0
x x

f x ηφηε  
0

lim 0
x x

f x        

δ). Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ΗR , ηφηε ( ) ( ) '( )  . f x dx x f x x f x dx   

ε). Αλ 
0

lim 0
x x

f x , ηφηε f(x) > 0 θνληά ζην  x0 .                                                                  

ΛΤΖ 

Α). Θέκα Θεσξίαο. 

Β1).Θέκα Θεσξίαο. 

Β2). α). Λάζνο, β). Λάζνο,      γ). σζηφ,      δ). σζηφ,      ε). σζηφ. 

 

ΘΔΜΑ 2 

Έζησ z έλαο κηγαδηθφο αξηζκφο  θαη  f(λ) = i
λ

z,  λ  IN*. 

α). Να δείμεηε φηη f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = 0.                                                                  

β). Αλ z = ξ θαη Arg(z) = ζ,  λα δείμεηε φηη   f(13) = 
2 2

i .       

γ). Αλ z = 2 θαη Arg(z) = 
3

, λα βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ κε θνξπθέο ηα ζεκεία ηνπ  

     κηγαδηθνχ επηπέδνπ πνπ είλαη εηθφλεο ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ 0,  z θαη  f(13).             

ΛΤΖ 

α). f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = i
3

z + i
8

z + i
13

z + i
18

z =  i z + z + i z  z = 0.  

 

β). f(13) = i
13

z = i z = i i   = 1i  = 1 i  =  

= 
2 2

i .       

 

γ). Σν ζεκείν Ο(0, 0), είλαη εηθφλα ηνπ κηγαδηθνχ z0 = 0 = 0 + i 0.  

O κηγαδηθφο z = 2 (ζπλ(π/3) + i εκ(π/3)) = 
1 3

2 1 3
2 2

i i , άξα Μ(z) = (1, 3 ).   
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O κηγαδηθφο f(13) = 2
2 3 2 3

i  = 
3 1

2 2
3 3 2 2

i i  

Δπνκέλσο ν κηγαδηθφο  f(13) =  3 i  θαη N(f(13)) = N( 3,1).  

To εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ (ΟΜΝ) = 
1 31 1 1

det , 1 3 2
2 2 23 1

 
 η.κ. 

 

ΘΔΜΑ 3 

Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f, g κε πεδίν νξηζκνχ ην ΗR . Γίλεηαη φηη ε ζπλάξηεζε ηεο ζχλζεζεο fog  

είλαη 1-1. 

α). Να δείμεηε φηη ε g είλαη 1 − 1.                                                                                         

β). Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε:  g(f(x) + x
3
 − x) = g(f(x) + 2 x −1) έρεη αθξηβψο δχν ζεηηθέο θαη κία  

     αξλεηηθή ξίδα.                                                                                                                 

ΛΤΖ 

α). g(x1) = g(x2)  f(g(x1)) = f(g(x2)) θαη επεηδή ε fog είλαη «1  1», είλαη x1 = x2. 

 

β). g(f(x) + x
3
  x) = g(f(x) + 2x  1) θαη ε g είλαη «1  1», άξα f(x) + x

3
  x = f(x) + 2 x  1   

 x
3
  x  2 x + 1 = 0  x

3
  3 x + 1 = 0. 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε h, κε h (x) = x
3
  3 x + 1. 

h (x) = (x
3
  3 x + 1)  = 3 x

2
  3.    

x                        1                                           1                         +  

h (x) +  + 

h(x)       

 

 Γ1 = ( , 1) :  φπνπ h γλεζίσο αχμνπζα.  

     lim
x

h(x) = lim
x

(x
3
  3 x + 1) =  .  

     
1

lim
x

h(x) = 
1

lim
x

 (x
3
  3 x + 1) = 3.  άξα  h(Γ1) = ( , 3)  

      0  h(Γ1), άξα ε h(x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ξ1 ζην Γ1 = ( , 1) θαη ξ1 < 0.  

 Γ2 = [ 1 , 1]. Όπνπ h  γλεζίσο θζίλνπζα.   

     h( 1) = 3  

     h(1) = 1.  άξα h(Γ2) = [ 1, 3]. 0  h(Γ2) άξα ε h (x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ξ2  ζην Γ2 = [ 1, 1] 

 Γ3 = (1, + ). Ζ h είλαη γλεζίσο αχμνπζα.  

     
1

lim
x

h(x) =  
1

lim
x

(x
3
  3 x + 1) = 1.  

         lim
x

h(x) = lim
x

(x
3
  3 x + 1) = + . Άξα h(Γ3) = ( 1 , + ).  

       0  h(Γ3) άξα ε h (x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ξ3 ζην Γ3 = (1, + ) θαη ξ3 > 0.  

Αξθεί λα δείμνπκε φηη ξ2 > 0. 

 Ζ  h είλαη ζπλερήο ζην [0, 1].  

 h(0) = 1 θαη h(1) = 1. Απφ Θ. Bolzano ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (0 , 1) θαη  

επεηδή ξ1 < 0 θαη ξ3 > 1  ζα είλαη ξ2  (0 , 1). 
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ΘΔΜΑ 4 

α). Έζησ δχν ζπλαξηήζεηο h, g ζπλερείο ζην [α, β].                                                              

     Να απνδείμεηε φηη αλ h(x) > g(x) γηα θάζε x  [α, β], ηφηε θαη     
  

  
( ) ( )    h x dx g x dx . 

β). Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζην ΗR ζπλάξηεζε f, πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζρέζεηο:  

 f(x) − e
−f(X)

 = x − 1, x  R  θαη   f(0) = 0 . 

i). Να εθθξαζηεί ε f  σο ζπλάξηεζε ηεο f.                                                                           

ii). Να δείμεηε φηη '
2

x
f x x f x  , γηα θάζε  x > 0.                                                   

iii) Αλ Δ είλαη ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ νξίδεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f, ηηο επζείεο  

      x = 0,  x = 1 θαη ηνλ άμνλα x΄x, λα δείμεηε φηη  
1 1

1
4 2

f  .                                  

ΛΤΖ 

α). h(x) > g(x)  h(x)  g(x) > 0 άξα  0h x g x dx    0h x dx g x dx    

 h x dx g x dx .  

 

β). i). [f (x)  e 
f(x)

]  = (x  1)   f (x) + e 
f
 
(x)

f (x) = 1  f (x) [1 + e
f(x)

] = 1   

 f (x) = 
1

1
f x

e
  f (x) = 

1

f x

f x

e

e
.  

 

ii). 1
oο

 ηξφπνο  

Θα δείμσ  
2

x
 < f (x) < x f (x)  

1
'

2

f x
f x

x
  

01
'

2 0

f x f
f x

x
.  

 ε f είλαη ζπλερήο ζην [0, x].  

 ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0 , x). Απφ Θ.Μ.Σ.  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (0, x), ηέηνην 

ψζηε f (μ) = 
0

0

f x f

x
.  

f (0) = 

0 0

00

1

1 21

f

f

e e

ee
.  

Άξα αξθεί λα δείμνπκε f (0) < f (μ) < f (x),  κε 0 < μ < x.  

Γειαδή αξθεί λα δείμνπκε φηη ε f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα.  

f (x) = 

'

2

' 1 1 '

1 1

f x f x f x f x
f x

f x
f x

e e e ee

e e

 = 
2

' 1 '

1

f x f x f x f x

f x

e f x e e e f x

e

    

 = 
2

'
0

1

f x

f x

e f x

e

, δηφηη f (x) > 0, άξα ε f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα. 

 

2
νο

 ηξφπνο 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g, κε g(x) = f (x)  
2

x
. 
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g (x) = f (x)  
1

2
 = 

1 1
0

21 2 1

f x f x

f x f x

e e

e e
,  γηα  x > 0.  

δηφηη x > 0  f(x) > f(0)  f (x) > 0  e
f(x)

 > e
0
  e

f
 
(x)

  1 > 0.  [επεηδή f γλεζίσο αχμνπζα] 

άξα ε g είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην [0 , + ).  

x > 0   g(x) > g(0)  f(x)  
2

x
 > 0  f(x) > 

2

x
   (1). 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε h, κε h (x) = f (x)  x f (x)  h (x) = f (x)  f (x)  x f (x) = x f (x). 

θαη  f (x) = 

'

2

' 1 1 '

1 1

f x f x f x f x
f x

f x
f x

e e e ee

e e

 =  

= 
2

' 1 '

1

f x f x f x f x

f x

e f x e e e f x

e

 = 
2

'
0

1

f x

f x

e f x

e

. 

δηφηη f (x) > 0. Άξα h (x) < 0, γηα x > 0, δειαδή ε h είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην [0 , + ).  

x > 0  h(x) < h (0)  f(x)  x f (x) < 0  f(x) < x f (x)   (2).  

Απφ (1) θαη (2) έρνπκε :  
2

x
 < f (x) < x f (x),  γηα θάζε x > 0. 

 

iii). Δίλαη 
2

x
   f(x)  x f (x), γηα θάζε x  0.  άξα f(x)  0, γηα θάζε x  0 θαη E = 

1

0

f x dx . 

  
2

x
 < f (x)   

1 1

0 0
2

x
dx f x dx   

1
2

0
4

x
< E   

1

4
 < E     (3) 

 f (x) < x f (x)  

1 1

0 0

'f x dx x f x dx   E < 

1
1

0
0

x f x f x dx    

  E < f (1)   E  2 E < f(1)  E < 
1

2
f(1)  (4) 

Απφ (3) θαη (4) έρνπκε  4 < E < 
1

2
f (1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ / ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΑΔΙΚΩΝ  
 

Επεξεπγαζία Κειμένος : Πολςσπονιάδηρ Νικόλαορ 

22 

ΔΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΔ  ΙΟΤΛΙΟΤ  2002 

 

ΘΔΜΑ 1 

A). Αλ z1 = ξ1 (ζπλζ1 + i εκζ1) θαη z2 = ξ2 (ζπλζ2 + i εκζ2) είλαη δχν κηγαδηθνί ζε ηξηγσλνκεηξηθή  

      κνξθή, ηφηε λα απνδείμεηε φηη: z1 z2 = ξ1 ξ2 [ζπλ(ζ1 + ζ2) + i εκ(ζ1 + ζ2)].                  

 

Β). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηελ ιέμε σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

      α). Αλ 0f x dx , ηφηε θαη‘ αλάγθε ζα είλαη f(x)  0 γηα θάζε x [α, β].               

      β). Ζ εηθφλα f(Γ) ελφο δηαζηήκαηνο Γ κέζσ κηαο ζπλερνχο θαη κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f είλαη   

           δηάζηεκα.                                                                                                                    

      γ). Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη δελ είλαη αληηζηξέςηκε, ηφηε ππάξρεη  

           θιεηζηφ δηάζηεκα [α, β] , ζην νπνίν ε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle. 

                                                                                                                                               

      δ). Έζησ ζπλάξηεζε f νξηζκέλε θαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα [α, β] θαη ζεκείν  x0  [α, β]  

           ζην νπνίν ε f παξνπζηάδεη ηνπηθφ κέγηζην. Σφηε πάληα ηζρχεη φηη f (x0) = 0.           

     ε). Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α, β] θαη ππάξρεη  x0  (α, β) ηέηνην ψζηε   

           f(x0) = 0, ηφηε θαη‘ αλάγθε ζα ηζρχεη  f(α) f(β) < 0.                                                   

ΛΤΖ 

Α). Θέκα ζεσξίαο.  

Β). α). Λ,    β). ,    γ). ,    δ). Λ,    ε). Λ. 

 

ΘΔΜΑ 2  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
1

( )
1

x

x

e
f x

e
, x  R. 

α). Να δείμεηε φηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε f 
1
.        

β). Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε  f 
1 
(x) = 0  έρεη κνλαδηθή ξίδα ην κεδέλ.                             

γ). Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξσκα 

1

2
1

1

2

f x dx .                                                           

ΛΤΖ 

α). 

'

2 2

1 ' 1 1 1 '1 2
'( ) 0

1 1 1

x x x xx x

x x x

e e e ee e
f x

e e e
,  γηα θάζε x  R. 

Ζ f είλαη γλ. αχμνπζα ζην R, άξα θαη «1  1» , δειαδή αληηζηξέςηκε. 

y =
1

1

x

x

e

e
  y e

x
 + y = e

x
  1  y + 1 = e

x
  y e

x
  y + 1 = e

x
(1  y)  e

x
 = 

1

1

y

y
.  

πεξηνξηζκνί : y  1 θαη  
1

1

y

y
  > 0  y  ( 1, 1).   

Άξα e
x
 = 

1

1

y

y
  x = ln

1

1

y

y
 , y  ( 1, 1). Καη ηειηθά f 

1
(y) = ln

1

1

y

y
 , y  ( 1, 1). 

Άξα ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε είλαη  :  f 
1
(x) = ln

1

1

x

x
 , x  ( 1, 1). 
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β). f 
1
(x) = 0   ln

1

1

x

x
 = 0  

1

1

x

x
 = 1  1 + x = 1  x   x = 0. 

 

γ). I = 

1 1

2 2
1

1 1

2 2

1
ln

1

x
f x dx dx

x
.   

[ζέηνπκε : u = x  du =  dx, γηα x = 
1

2
  u =  

1

2
 θαη x = 

1

2
  u = 

1

2
]  

=  

1

2

1

2

1
ln

1

u
du

u
 = 

1

2

1

2

1
ln

1

u
du

u
 = 

1

2

1

2

1
ln

1

x
dx

x
  Ι =  I   2 I = 0  I = 0.  

 

ΘΔΜΑ 3  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f, νξηζκέλε ζην R, κε ηχπν 

22

22

x z x z
f x

x z
.   

φπνπ  z  ζπγθεθξηκέλνο κηγαδηθφο αξηζκφο z = α + β i,  α, β  R, κε α  0. 

α). Να βξείηε ηα φξηα lim
x

f x  , lim
x

f x .                                                                     

β). Να βξείηε ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο f,  εάλ z + 1 > z  1 .                                 

γ). Να βξείηε ην ζχλνιν ηηκψλ θαη ην πιήζνο ησλ ξηδψλ ηεο f.                                            

ΛΤΖ 

α). 

22

22

x z x z
f x

x z
 = 

22

x z x z x z x z

x z
 =  

 = 
2 2

22

x z x z x z z x z x z x z z

x z
 = 

2 22 2

2 4Rez z x z x

x z x z
.  

 

lim
x

f(x ) = 
2 22

4Re 4Re 4Re
lim lim lim 0
x x x

z x z x z

x xx z
.  

lim
x

f(x ) = 
2 22

4Re 4Re 4Re
lim lim lim 0
x x x

z x z x z

x xx z
.  

β). z + 1  > z  1    z + 1
2
 > z  1

2
  (z + 1) ( z  + 1) > (z  1) ( z   1)   

 z z  + z + z  + 1 > z z   z  z  + 1  2 (z + z ) > 0  4 Re(z) > 0.  

 

f (x) = 4 Re(z)

'

22

x

x z
 =  4 Re(z)

2 2

2
22

z x

x z

 = 4 Re(z)  

2 2

2
22

z x

x z

.  

x                                  z                                            z                                             +  

f (x) +  + 

f(x)       
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ηνπ. κέγηζην f ( z ) = 
2 22

4Re 4 Re 2 Re

2

z z z z z

zzz z
.  

ηνπ. ειάρηζην f( z ) =  
2 2 2

4Re 4 Re 2 Re

2

z z z z z

zz z z
.  

 

γ). Γ1 = (  , z ) κε f γλεζίσο αχμνπζα.  

     lim
x

f(x) = 
22

4Re
lim 0
x

z x

x z
  θαη  lim

x z
f(x) = 

2 Re z
f z

z
.  

Άξα : 0  f(Γ1),  άξα ε f δελ έρεη ξίδεο ζην Γ1.  

 

 Γ2 = [ z , z ]  κε f γλεζίσο θζίλνπζα.  

     f( z ) = 
2 Re z

z
 θαη  f(z) = 

2 Re z

z
.  Άξα f(Γ2) = 

2Re 2Re
,

z z

z z
 

     0  f(Γ1), άξα ε f έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην Γ2.   
 Γ3 = ( z  , + ). κε f γλεζίσο αχμνπζα.  

      
2 Re

lim
x z

z
f x f z

z
 θαη lim

x
f(x) = 

22

4Re
lim 0
x

z x

x z
.    

      Άξα f(Γ3) = 
2Re

,0
z

z
, θαη 0  f(Γ3), άξα ε  f δελ έρεη ξίδεο ζην Γ3.  

Δπνκέλσο f (A ) = f (Γ1) f(Γ2) f(Γ3) = 
2Re 2Re

,
z z

z z
, θαη ε f (x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα 

ζην R. 

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ ε ζπλάξηεζε f, νξηζκέλε ζην ΗR.  κε  δεχηεξε ζπλερή παξάγσγν, πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζρέζεηο: 

f (x) f(x) + [f (x )]
2
 = f(x) f (x) , x  R, θαη f(0) = 2 f (0) = 1. 

α). Να πξνζδηνξίζεηε ηε ζπλάξηεζε f.                                                                               

β). Αλ g είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνχ θαη ζχλνιν ηηκψλ ην δηάζηεκα [0,1], λα  

      δείμεηε φηη ε εμίζσζε  
2

0

2 1
1

x g t
x dt

f t
,  έρεη κία κνλαδηθή ιχζε ζην δηάζηεκα [0,1]. 

ΛΤΖ 

α). f (x) f(x) + (f (x))
2
 = f(x) f (x)  [f (x) f(x)]  = f (x) f(x)  

Απφ εθαξκνγή ζρνιηθνχ βηβιίνπ   f (x) f(x) = c1 e
x
  θαη γηα x = 0 έρνπκε f (0) f(0) = c1 = 2. 

Άξα f (x) f(x) = 2 e
x
  2 f(x) f (x) = e

x
  [f 

2
(x)]  = (e

x
) .  

Απφ ζπλέπεηεο Θ.Μ.Σ. έρνπκε f 
2
(x) = e

x
 + c2 θαη γηα x = 0 έρνπκε f 

2
(0) = 1 + c2 = 1  c2 = 0. 

Δπνκέλσο f 
2
(x) = e

x
. 

Απφ ηελ ηειεπηαία ζρέζε πξνθχπηεη φηη ε f δελ έρεη ξίδεο, άξα απφ ζπλέπεηεο ηνπ Θ. Bolzano ε f ζα 

δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν ζην R θαη επεηδή f(0) = 1 > 0 ζα είλαη f(x) > 0, γηα θάζε x  R. 

Δπνκέλσο f(x) = xe . 

 

β). Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε h, κε h(x) = 2 x  
2

0

1
1

x g t
dt

f t
.  
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Δίλαη h(x) = 2 x  1  
0
1

x

t

g t
dt

e
.  

Ζ h είλαη ζπλερήο ζην [0, 1] σο πξάμεηο ζπλερψλ.   

 h(0) =  1 < 0 θαη h(1) = 1  
1

0
1 t

g t
dt

e
 > 0   δηφηη :  

     0  g(t)  1    (1)  

     0  t  1  e
0
  e

t
  1 + e

t
  1 + e  

1 1 1

1 1 2te e
     (2) 

Απφ (1), (2)  0  
1

1 2t

g t

e
    (3) 

Άξα  
1

0
2 1 t

g t

e
  θαη 

1

0

1
0

2 1 t

g t
dt

e
  

1 1

0 0

1
0

2 1 t

g t
dt dt

e
  

1

0

1

2 1 t

g t
dt

e
   

 

1

0

1
1 1

1 2t

g t
dt

e
  

1
1 0

2
h .  

άξα απφ Θ. Bolzano ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο ή ζην (0, 1). 

h (x) = 

' '
1 1

0 0

2 1 2 2
1 1 1t t x

g t g t g x
x dt dt

e e e
.  

Απφ ηελ (3) έρνπκε : 
1

0
1 2x

g x

e
  2  2  

1 x

g x

e
  2  

1

2
  2  h (x)  

3

2
  h (x) > 0, 

γηα θάζε x  [0, 1].  

Άξα ε ή είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην [0, 1], θαη ε h(x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην [0, 1]. 
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ΘΔΜΑΣΑ ΠΑΝΔΛΛΑΓΙΚΩΝ ΔΞΔΣΑΔΩΝ    2003 

 

ΜΑΪΟ 2003 

 

ΘΔΜΑ 1 

Α). Να απνδείμεηε φηη, αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζ‘ έλα ζεκείν x0, ηφηε είλαη θαη  

      ζπλερήο ζην ζεκείν απηφ.                                                                                               

Β). Ση ζεκαίλεη γεσκεηξηθά ην Θεψξεκα Μέζεο Σηκήο ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ;          

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

      α). Αλ z έλαο κηγάδηθνο αξηζκφο θαη z  ν ζπδπγήο ηνπ, ηφηε ηζρχεη z z z .             

      β). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  

           εζσηεξηθφ ηνπ Γ. Αλ f (x) > 0 γηα θάζε εζσηεξηθφ ζεκείν x ηνπ Γ, ηφηε ε f είλαη θπξηή ζην  

Γ). γ). Γηα θάζε ζπλάξηεζε f, παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ, ηζρχεη:      

           f x dx f x c , c  R.                                                                                     

     δ). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή ζε έλα δηάζηεκα Γ, ηφηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο  

          παξάζηαζε ηεο f ζε θάζε ζεκείν ηνπ Γ βξίζθεηαη «πάλσ» απφ ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

     ε). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη x0 έλα εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ Γ. 

          Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0 θαη f (x) = 0 ηφηε ε f παξνπζηάδεη ππνρξεσηηθά ηνπηθφ  

          αθξφηαην ζην x0.                                                                                                                                                               

ΛΤΖ 

Α). Θέκα Θεσξίαο.  

Β). Θέκα Θεσξίαο.  

ΓΓ). α. σζηφ        β. σζηφ         γ. σζηφ          δ. Λάζνο                ε. Λάζνο 

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλνληαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί z = α + i β, φπνπ α, β  R θαη 3 4w z i z , φπνπ z  είλαη ν  

ζπδπγήο ηνπ z.  

α). Να απνδείμεηε φηη Re(w) = 3 α  β + 4,  Im(w) = 3 β  α                                               

β). Να απνδείμεηε φηη, αλ νη εηθφλεο ηνπ w ζην κηγαδηθφ επίπεδν θηλνχληαη ζηελ επζεία κε εμίζσζε  

     12y x , ηφηε νη εηθφλεο ηνπ z θηλνχληαη ζηελ επζεία κε εμίζσζε 2y x .              

γ). Να βξείηε πνηνο απφ ηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο z, νη εηθφλεο ησλ νπνίσλ θηλνχληαη ζηελ επζεία  

     κε εμίζσζε 2y x , έρεη ην ειάρηζην κέηξν. 

ΛΤΖ 

α). 3 4 3 4w z i z i i i . Άξα 3 4 3w i , νπφηε 

Re 3 4w  = x θαη 3m w  = y. 

β). Αθνχ νη εηθφλεο ηνπ w ζην κηγαδηθφ επίπεδν θηλνχληαη ζηελ 

επζεία κε εμίζσζε y = x  12. ηζρχεη : Re 12m w w  δειαδή 

3 3 4 12  ή 4 4 8  δειαδή 2 , νπφηε νη 

εηθφλεο ηνπ z θηλνχληαη ζηελ επζεία κε εμίζσζε 2y x . 

 

 
γ). Ο κηγαδηθφο z ηνπ νπνίνπ ε εηθφλα θηλείηαη ζηελ 2y x  θαη έρεη ειάρηζην κέηξν είλαη απηφο 

πνπ έρεη εηθφλα ην ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηψλ 2y x  θαη ηεο θάζεηεο y x  ζε απηή, πνπ 
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πεξλάεη απφ ηελ αξρή  ησλ αμφλσλ, δειαδή ηεο y x . Λχλνληαο ην ζχζηεκα 2y x  θαη 

y x  βξίζθνπκε x = 1, y = -1. Άξα z0 = 1  i. 

 

ΘΔΜΑ 3  

Έζησ ε ζπλάξηεζε f(x) = x
5
 + x

3
 + x.   

α). Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα θνίια θαη λα απνδείμεηε φηη ε f έρεη  

      αληίζηξνθε ζπλάξηεζε.                                                                                                      

β). Να απνδείμεηε φηη f(e
x
)  f(1 + x), γηα θάζε x  R.                                                          

γ). Να απνδείμεηε φηη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν (0, 0) είλαη ν  

     άμνλαο ζπκκεηξίαο ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ηεο f θαη ηεο f 
1
.               

δ). Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f 
1
,  

     ηνλ άμνλα ησλ x θαη ηελ επζεία κε εμίζσζε x = 3.  

ΛΤΖ 

Ζ ζπλάξηεζε f: 5 3f x x x x , είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R σο πνιπσλπκηθή κε :  

'
5 3 4 25 3 1 0f x x x x x x , γηα θάζε x  R.  

πλεπψο ε f  γλεζίσο αχμνπζα γηα θάζε x  R. 
4 2 35 3 1 ' 20 6f x x x x x  

3 20 20 6 0 2 10 3 0 0f x x x x x x   

δηφηη 210 3 0x  γηα θάζε x  R.  
20 2 10 3 0 2 0 0f x x x x x  

 

x                            0                                +  

f (x)  + 

f(x)   
 

Καηαζθεπάδσ πίλαθα πξνζήκσλ γηα ηελ f (x).  

Γηα x  ( , 0] ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ, θνίιε 

Γηα x  [0, + ) ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ, θπξηή. 

Δπεηδή ε f είλαη γλεζίσο κνλφηνλε ηφηε είλαη «1  1». πλεπψο έρεη αληίζηξνθε. 

 

β). Έζησ ε ζπλάξηεζε g(x) = e
x 
– x – 1 ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ζην R σο άζξνηζκα  

παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ. 

Με g´(x) = e
x 
– 1.  

( ) 0 1 0 1 0

( ) 0 1 0 1 0

x x

x x

g x e e x

g x e e x
  

Καηαζθεπάδσ πίλαθα ηεο g´(x) θαη κνλνηνλίαο 

ηεο g(x).  

 

x                                 0                                +  

g (x)  + 

g(x)   
 

 

Άξα ε g(x) ζην ζεκείν x = 0 παξνπζηάδεη νιηθφ ειάρηζην ην g(0) = 0.  

Άξα ηζρχεη ( ) (0) 0g x g , γηα θάζε x  R. πλεπψο 1 0 1x xe x e x .  

Δπεηδή f γλεζίσο αχμνπζα ( ) ( 1)xf e f x . 

 

γ). Ζ εθαπηνκέλε ηεο Cf  ζην ζεκείν O(0, 0) (ε) είλαη : y  f(0) = f (0) x, φπνπ f(0) = 0 θαη f´(0) = 1 

     Άξα y = x. 

     Απφ ζεσξία γλσξίδνπκε φηη : Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο δχν αληίζηξνθσλ ζπλαξηήζεσλ f, f 
1
    

     είλαη σο πξνο ηελ επζεία y = x.  
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δ). Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο f, f 
1
 είλαη αληίζηξνθεο, 

είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ y = x ηφηε : 

Σν ζεκείν ηνκήο ηεο x = 3 κε ηελ y = x είλαη ην  

(3, 3). Γειαδή y = 3. Αλαδεηψ ην ζεκείν ηνκήο ηεο 

Cf κε ηελ y = 3. Γειαδή 
5 3 5 3( ) 3 3 3 0f x x x x x x x  

4 3 2( 1)( 2 2 3) 0 1x x x x x x .  

Σν νπνίν είλαη κνλαδηθφ αθνχ ε f γλεζίσο αχμνπζα. 

Απφ ην δεηνχκελν εκβαδφ είλαη ην:  

 

 
1

0

(3 ( ))E f x dx

11̀ 6 4 2
5 3

0 0

25
3 3

6 4 2 12

x x x
x x x dx x . 

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζ‘ έλα δηάζηεκα [α, β] πνπ έρεη ζπλερή δεχηεξε παξάγσγν ζην  

(α, β). Αλ ηζρχεη f(α) = f(β) = 0  θαη ππάξρνπλ αξηζκνί ,  , , , έηζη ψζηε  

f(γ) f(δ) < 0, λα απνδείμεηε φηη :  

α). Τπάξρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο εμίζσζεο f(x) = 0 ζην δηάζηεκα (α, β).                  

β). Τπάξρνπλ ζεκεία μ1, μ2  (α, β) ηέηνηα ψζηε f (μ1) < 0 θαη f (μ2) > 0.                      

γ). Τπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f.  

ΛΤΖ 

Σξφπνο 1  

α). Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β] θαη ζπλεπψο ζην ππνζχλνιφ ηνπ [γ, δ]   (Έζησ γ < δ ρσξίο 

βιάβε ηεο γεληθφηεηαο) έρνπκε φηη : ( ) ( ) 0f f . Απφ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano, 

ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα  ξ  (γ, δ) ηέηνην ψζηε f(ξ) = 0.  

Γειαδή ε f(x) = 0 έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην (α, β). 

 

β). Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [α, ξ] θαη παξαγσγίζηκε ζην (α, ξ) κε f(α) = f(ξ) = 0. (Δξψηεκα α). 

πλεπψο απφ ζεψξεκα Rolle ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ξ1  (α, ξ) ηέηνην ψζηε: f (ξ1) = 0  (Η) 

Όκνηα ε f είλαη ζπλερήο ζην [ξ, β] θαη παξαγσγίζηκε ζην (ξ, β) κε f(β) = f(ξ) = 0. (Δξψηεκα α). 

πλεπψο απφ ζεψξεκα Rolle ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ξ2  (ξ, β) ηέηνην ψζηε: f (ξ2) = 0   (ΗΗ) 

Έζησ ε f  δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν ζην (α, β). Σφηε ε f (x) ζα είλαη γλεζίσο κνλφηνλε. Άηνπν 

δηφηη απφ ηηο (Η) θαη (ΗΗ) ε f (x) έρεη ηνπιάρηζηνλ 2 ξίδεο, ηηο ξ1, ξ2, ζην (α, β). 

ηελ πεξίπησζε φπνπ f (x) = 0 γηα θάζε x  (α, β) ηφηε ε ζπλάξηεζε f (x) ζα ήηαλ ζηαζεξή θαη 

ίζε κε ην κεδέλ. (Αθνχ ππάξρνπλ ξ1, ξ2  (α, β) : f (ξ1) = f (ξ2) = 0. Άξα ε f ζηαζεξή. Άηνπν δηφηη 

δελ ζα ίζρπε 0f f  γηα γ, δ  (α, β). 

Άξα ππάξρνπλ μ1, μ2  (α, β): 1 0f θαη 2 0f . 

 

γ). Ζ f (x) είλαη ζπλερήο ζην [μ1, μ2] κε 1 2( ) 0f f  (απφ εξψηεκα β). Σφηε απφ εθαξκνγή 

ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano ζην (μ1, μ2) ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα μ ηέηνην ψζηε: f (μ) = 0. Έζησ φηη ε 

f (x) δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν ζε θάζε πεξηνρή γχξσ απφ ην μ. Άξα θαη ζην (α, β). Άηνπν. Άξα 

ππάξρεη πεξηνρή γχξσ απφ ην μ ζην νπνίν ε f (x) λα αιιάδεη πξφζεκν. Σν νπνίν απνδεηθλχεη φηη ε 

f έρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν θακπήο, δεδνκέλνπ φηη ε f (x) είλαη ζπλερήο ζην (α, β) θαη ε f 

παξαγσγίζηκε ζην (α, β). 
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ηξφπνο 2 

α). Δίλαη γ  δ, δηφηη αλ γ = δ ηφηε f (γ) = f (δ) θαη f(γ) f(δ) = [f(γ)]
2
 ≥ 0. (άηνπν δηφηη f(γ) f(δ) < 0).   

Έζησ γ < δ,  ηφηε :   

 f ζπλερήο ζην [γ , δ]  [α , β].  

 f(γ) f(δ) < 0. Απφ Θ . Bolzano, ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0  (γ, δ), ηέηνην ψζηε f(x0) = 0.       

Τπάξρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο εμίζσζεο f(x) = 0 ζην δηάζηεκα (α, β). 

 

β). Έζησ φηη f(γ) > 0 θαη f(δ) < 0. 

 f ζπλερήο ζην [α, γ].  

 f παξαγσγίζηκε ζην (α, γ). 

Απφ Θ.Μ.Σ. ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ε1  (α, γ), ηέηνην ψζηε  f (ε1) = 
f f

 > 0   (1) 

 f ζπλερήο ζην [γ, x0].  

 f παξαγσγίζηκε ζην (γ, x0).  

Απφ Θ.Μ.Σ. ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ε2  (γ, x0), ηέηνην ψζηε f (ε2) = 
0

0

f x f

x
 < 0   (2) 

 f ζπλερήο ζην [x0, δ].  

 f παξαγσγίζηκε ζην (x0, δ).  

Απφ Θ.Μ.Σ. ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ε3  (x0, δ), ηέηνην ψζηε f (ε3) = 
0

0

f f x

x
 < 0  (3) 

 f ζπλερήο ζην [δ , β]. 

 f παξαγσγίζηκε ζην (δ, β).  

Απφ Θ.Μ.Σ. ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ε4  (δ, β), ηέηνην ψζηε f (ε4) = 
f f

 > 0  (4) 

 f  ζπλερήο ζην [ε1, ε2]. 

 f  παξαγσγίζηκε ζην (ε1, ε2). 

Απφ Θ.Μ.Σ. ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ1  (ε1, ε2) ηέηνην ψζηε f (μ1) = 
2 1

2 1

f f
 < 0  

απφ (1) θαη (2)  

 f  ζπλερήο ζην [ε3 , ε4].  

 f  παξαγσγίζηκε ζην (ε3 , ε4). 

Απφ Θ.Μ.Σ. ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ2  (ε3, ε4) ηέηνην ψζηε f (μ2) = 
4 3

4 3

f f
 > 0  

απφ (3) θαη (4)      

 

γ).  f  ζπλερήο ζην [μ1, μ2].  

 f (μ1) < 0 θαη f (μ2) > 0 απφ (β) εξψηεκα Απφ Θ. Bolzano ε f (x) = 0, έρεη κία ηνπιάρηζηνλ 

ξίδα μ, πνπ είλαη ζέζε πηζαλνχ ζεκείνπ θακπήο. 

  

ΥΟΛΗΟ : Σν φηη δεηήζεθε λα απνδεηρζεί φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν θακπήο ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, είλαη ιαλζαζκέλν δηφηη δελ κπνξνχκε λα εμαζθαιίζνπκε φηη ε f  

αιιάδεη πξφζεκν εθαηέξσζελ ηνπ μ. Ζ δηαηχπσζε έπξεπε λα είλαη :  

« γ). Τπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ πηζαλφ ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f. ». 
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γ) Δπιζήμανζη 1
η
 Σα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο δελ επαξθνχλ γηα ηελ απφδεημε ηεο χπαξμεο  

ηνπιάρηζηνλ ελφο ζεκείνπ θακπήο ηεο f , φπσο απαηηεί ην ζρεηηθφ εξψηεκα. Γηα 

ηνπ «ιφγνπ ην αιεζέο» παξαζέηνπκε (αληη)παξάδεηγκα ζπλαξηήζεσο πνπ πιεξνί 

φια ηα επηηάγκαηα ηνπ πξνβιήκαηνο θαη δελ παξνπζηάδεη ζεκείν θακπήο.  

 

   Ανηιπαράδειγμα :   

                         ,0

                     ,π <2π

         , 2 3

4                       ,3π 4

x x

x x
f x

x x

x x

 

Δπιζήμανζη 2
η
 Ζ απφδεημε ηεο χπαξμεο ζεκείνπ θακπήο ηεο  f (πνπ είλαη άιισζηε θαη ε απαίηεζε 

ηνπ γ. εξσηήκαηνο ) θαζίζηαηαη επηηπρήο ππφ ηελ επηπιένλ πξνυπφζεζε ηεο 

κνλνηνλίαο ηεο f  ζην δηάζηεκα 
1 2, (ή ζην 

2 1, ) ή αθφκα αζζελέζηεξα ζην 

, .   

Δπιζήμανζη 3
η
  Με βάζε ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο, απηφ πνπ είλαη εθηθηφ λα απνδεηρζεί, 

είλαη ε αζζελέζηεξε ζπλζήθε ηεο χπαξμεο ηνπιάρηζηνλ ελφο πιθανού ζεκείνπ 

θακπήο ηεο f. 
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ΔΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΔ ΙΟΤΛΙΟΤ 2003 

 

ΘΔΜΑ 1 

A). Έζησ f κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αλ F είλαη κία παξάγνπζα ηεο f ζην Γ,  λα  

      απνδείμεηε φηη: 

      α). φιεο νη ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο  G(x) = F(x) + c,  c  R  είλαη παξάγνπζεο ηεο f ζην Γ θαη 

      β). θάζε άιιε παξάγνπζα G ηεο f ζην Γ παίξλεη ηε κνξθή G(x) = F(x) + c,  c  R. 

Β). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

      α). Αλ  z1, z2  είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί, ηφηε ηζρχεη πάληα 1 2 1 2 1 2 z z z z z z . 

      β). Έζησ κία ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζ' έλα δηάζηεκα (α, β), κε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεκείν  

           ηνπ x0, ζην νπνίν φκσο ε f είλαη ζπλερήο. Aλ f (x) > 0 ζην (α, x0) θαη f (x) < 0 ζην (x0, β),  

           ηφηε ην f (x0) είλαη ηνπηθφ ειάρηζην ηεο f .                                                                 

      γ). Μία ζπλάξηεζε  f : Α → R είλαη ζπλάξηεζε 1  1, αλ θαη κφλν αλ γηα νπνηαδήπνηε  

           x1, x2  A ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή: αλ x1 = x2, ηφηε f(x1) = f(x2).                                 

     δ). Αλ f, g  είλαη δχν ζπλαξηήζεηο κε ζπλερή πξψηε παξάγσγν, ηφηε ηζρχεη: 

 ( ) '( ) ( ) ( ) '( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx .                                                     

Γ). Πφηε κία επζεία x = x0 ιέγεηαη θαηαθφξπθε αζχκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο  

      ζπλάξηεζεο f ;    

ΛΤΖ 

Α). Θέκα Θεσξίαο. 

Β). α). σζηφ, β). Λάζνο,      γ). Λάζνο,       δ). σζηφ.    

Γ). Θέκα Θεσξία.    

 

ΘΔΜΑ 2  

α). Να πεξηγξάςεηε γεσκεηξηθά ην ζχλνιν () ησλ εηθφλσλ ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ z πνπ  

      ηθαλνπνηνχλ ηηο ζρέζεηο: 2z  θαη  Ηm(z)  0 .                                                          

β). Να απνδείμεηε φηη, αλ ε εηθφλα ηνπ κηγαδηθνχ αξηζκνχ z θηλείηαη ζην ζχλνιν (), ηφηε ε εηθφλα  

      ηνπ κηγαδηθνχ αξηζκνχ 
1 4

2
w z

z
,  θηλείηαη ζε επζχγξακκν ηκήκα ην νπνίν βξίζθεηαη ζηνλ  

      άμνλα x x .                                                                                                                      

ΛΤΖ 

α) Δίλαη ηα ζεκεία ηνπ θχθινπ κε θέληξν Ο (0, 0) θαη αθηίλα 2 

πνπ βξίζθνληαη ζηνλ άμνλα x x  ή πάλσ απφ ηνλ άμνλα x x.  

 

β). z  = 2  z
2
 = 4  z z  = 4  

1
z

z
 

w = 
1 4 1

Re
2 2

z z z z
z

.  
 

Όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα ην πξαγκαηηθφ κέξνο ηνπ z, άξα θαη ε εηθφλα ηνπ w θηλείηαη πάλσ ζην 

επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ . 
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ΘΔΜΑ 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 2( )   1f x x x . 

α). Να απνδείμεηε φηη lim ( ) 0
x

f x .                                                                                    

β). Να βξείηε ηελ πιάγηα αζχκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f, φηαλ ην x ηείλεη ζην  . 

                                                                                                                                               

γ). Να απνδείμεηε φηη 2 '( ) 1 ( ) 0f x x f x  .                                                                

 

δ). Να απνδείμεηε φηη 

1

2
0

1
ln 2 1

  1
dx

x
.                                                              

ΛΤΖ 

2 2

2

2

  1   1
lim ( ) lim   1 lim

  1x x x

x x x x
f x x x

x x
 = 

2 2

2

  1
lim

  1x

x x

x x
 =  

= 
2

 1
lim 0

  1x x x
. 

 

β). 
2 2 2

1 1
 1  1

( )   1
lim lim lim lim 2
x x x x

x x x x
f x x x x x

x x x x
. 

2 2lim ( ) lim   1 2 lim   1
x x x

f x x x x x x x  = 

 = 

2 2

2

  1   1
lim

  1x

x x x x

x x
  = 

2 2

2 2

  1 1
lim lim 0

  1   1x x

x x

x x x x
 = β.  

Άξα ε πιάγηα αζχκπησηε ηεο Cf, φηαλ ην x ηείλεη ζην , είλαη ε y = 2 x. 

 

γ). f (x ) = 
2

2

2 2 2

2 1
1 ' 1

2 1 1 1

f xx x x
x x

x x x
.  

άξα f (x) 2 1x  + f (x) =  2

2
1

1

f x
x

x
 + f (x) = f (x) + f (x) = 0. 

 

δ). Απφ (γ) εξψηεκα έρνπκε : 
2

'1

1

f x

f xx
. 

1 1 1
1

02
0 0 0

'1
ln ' ln

1

f x
dx dx f x dx f x

f xx
 = ln 1 ln 0f f  = 

1

ln 2 1 ln 2 1  = 
1

ln ln 2 1
2 1

.  
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ΘΔΜΑ 4 

Γίλεηαη κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζην IR κε ζπλερή πξψηε παξάγσγν, γηα ηελ νπνία ηζρχνπλ  νη 

ζρέζεηο: f(x) =  f(2  x) θαη  f (x)  0 γηα θάζε x  R. 

α). Να απνδείμεηε φηη ε f είλαη γλεζίσο κνλφηνλε.                                                               

β). Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε f(x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα.                                              

γ). Έζησ ε ζπλάξηεζε 
( )

( )
'( )

f x
g x

f x
. 

     Να απνδείμεηε φηη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g ζην ζεκείν ζην νπνίν απηή  

     ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x, ζρεκαηίδεη κε απηφλ γσλία 45
ν
.                                                    

ΛΤΖ 

α).  Ζ f  είλαη ζπλερήο ζην R θαη f (x)  0, γηα θάζε x  R. 

Απφ ζπλέπεηεο Θ. Bolzano ε f  δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν ζην R. 

Δπνκέλσο ε f είλαη γλεζίσο κνλφηνλε.  

 

β). Δίλαη f(x) = f (2  x), γηα θάζε x  R.  

Γηα x = 1  έρνπκε f(1) = f(1)  2 f(1) = 0  f(1) = 0. Άξα ην x0 = 1  είλαη ξίδα ηεο f(x) = 0 θαη 

επεηδή ε f είλαη γλεζίσο κνλφηνλε, ε ξίδα απηή είλαη κνλαδηθή. Δπνκέλσο ε εμίζσζε f(x) = 0 έρεη 

κνλαδηθή ξίδα ηε x0 = 1. 

 

γ). Έζησ φηη ε Cg ηέκλεη ηνλ άμνλα x x ζην ζεκείν Α(x0, 0). 

Πξέπεη g(x0) = 0  
0

0

'f x

f x
 = 0  f(x0) = 0, άξα Α(1, 0).  

1 1 1 1

0
1 ' 1

lim lim lim lim
1 1 ' 1 ' 1x x x x

f x

g x g f x f x f x

x x f x x f x x
 = 

1 1

1
lim lim

' 1x x

f x

f x x
 =  

 =  
1

' 1 1
' 1

f
f

.  

Γηφηη : 
1 1

0
lim lim ' 1

1 1x x

f x f x f
f

x x
  θαη 

1

1

1 1 1
lim

' lim ' ' 1x

x
f x f x f

.  

άξα g (1) = 1 = εθ45
ν
, επνκέλσο ε εθαπηνκέλε ηεο Cg ζην ζεκείν Α(1, 0), ζην νπνίν απηή 

ηέκλεη ηνλ άμνλα x x, ζρεκαηίδεη κε απηφλ γσλία 45
ν
. 
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ΘΔΜΑΣΑ ΠΑΝΔΛΛΑΓΙΚΩΝ ΔΞΔΣΑΔΩΝ    2004 

 

ΜΑΪΟ 2004 

 

ΘΔΜΑ 1 

A). Έζησ µηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζ‘ έλα δηάζηεκα Γ θαη x0 έλα εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ Γ. Αλ ε f  

      Παξνπζηάδεη ηνπηθφ αθξφηαην ζην x0 θαη είλαη παξαγσγίζηµε ζην ζεκείν απηφ, λα απνδείμεηε  

      φηη f (x0) = 0.                                                                                                               Μνλάδεο 10 

Β). Πφηε κηα ζπλάξηεζε f  ιέκε φηη είλαη παξαγσγίζηµε ζε έλα ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο ; 

Μνλάδεο 5 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε σζηφ ή  

     Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

     α). Ζ δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ αζξνίζκαηνο δχν κηγαδηθψλ αξηζκψλ είλαη ην άζξνηζκα ησλ 

          δηαλπζκαηηθψλ αθηίλσλ ηνπο.                                                                                      

     β). 
0

lim
x x

f x  ,  αλ θαη µφλν αλ 
0 0

lim lim
x x x x

f x f x                                            

     γ). Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηµεο ζην x0, ηφηε ε ζπλάξηεζε f g είλαη   

          παξαγσγίζηµε ζην x0 θαη ηζρχεη:  (f g) (x0) = f (x0) g (x0).                                        

     δ). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f, ε νπνία είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα ∆. Αλ f (x) > 0 ζε θάζε  

          εζσηεξηθφ ζεκείν x ηνπ Γ, ηφηε ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε φιν ην ∆.                 

     ε). Έζησ f κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ‘ έλα δηάζηεκα [α, β]. Αλ G είλαη µηα παξάγνπζα ηεο f ζην  

          [α, β], ηφηε  f x dx G G                                                                       

ΛΤΖ 

Α). Θέκα Θεσξίαο.  

Β). Θέκα Θεσξίαο. 

Γ). α). ΩΣΟ,        β). ΩΣΟ,        γ). ΛΑΘΟ,     δ). ΛΑΘΟ,     ε). ΩΣΟ 

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f µε ηχπν f(x) = x
2

lnx.  

α). Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο f, λα κειεηήζεηε ηελ κνλνηνλία ηεο θαη λα βξείηε  

      ηα αθξφηαηα.                                                                                                                  

β). Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ θπξηφηεηα θαη λα βξείηε ηα ζεκεία θακπήο.             

γ). Να βξείηε ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο f.                                                                                     

ΛΤΖ 

α). Πξέπεη x > 0, άξα Df = (0, + ).  

f (x) = (x
2

lnx)  = (x
2
) lnx + x

2
(lnx)  = 2 x lnx + x

2 1

x
 = 2 x lnx + x = x (2 lnx + 1).  

f (x) = 0  x (2 lnx + 1) = 0  2 lnx + 1 = 0  lnx =  
1

2
  x = 

1

2
1

e
e

.  

x 
0                                   1

e
                              +  

f (x)  + 

f(x)   

 

Οιηθφ ειάρηζην f

2 1

2
1 1 1 1 1 1 1

ln ln
2 2

e
e e ee e e

.  
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β). f (x) = [x (2 lnx + 1)]   = (x) (2 lnx + 1) + x (2 lnx + 1)  = 2 lnx + 3.  

f (x) = 0  2 lnx +3 = 0  lnx =  
3

2
  x = e

3/2
 = 

1

e e
.  

x 
0                                     1

e e

                       +  

f (x)  + 

f(x)   

 

άξα έρεη ζεκείν θακπήο Α
3

1 3
,

2ee e
.    

γ).  ην δηάζηεκα  Γ1 = 
1

0,
e

, ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα  

0
lim
x

f(x) = 
0

lim
x

(x
2

lnx) = 

0

0

0 0

2 3

1

ln
lim lim 0

1 2DLHx x

x x

x x

 θαη f
1 1

2ee
. Άξα f(Γ1) = 

1
,0

2e
 

 ην δηάζηεκα Γ2 = 
1

,
e

 ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αχμνπζα 

lim
x

f(x) = lim
x

(x
2

lnx) = lim
x

x
2

lim
x

lnx = +   θαη  f 
1 1

2ee
. Άξα f(Γ2) = 

1
,

2e
  

Δπνκέλσο f(A) = f(Γ1) f(Γ2) = 
1

,
2e

. 

 

 

ΘΔΜΑ 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g(x) = e
x

f(x), φπνπ f ζπλάξηεζε παξαγσγίζηµε ζην R θαη f(0) = f
3

2
 = 0.  

α). Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζην μ  
3

0,
2

, ηέηνην ψζηε f (μ) = −f(μ).       

β). Δάλ f(x) = 2 x
2
 − 3 x, λα ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  I(α) = 

0

g x dx ,  α  R.       

γ). Να βξείηε ην φξην lim
x

I                                                                                            

ΛΤΖ 

α). g (x) = (e
x

f(x))  = (e
x
) f(x) + e

x
f (x) = e

x
(f(x) + f (x))  

 ε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην [0, 3/2].  

 g (0) = g (3/2) = 0.  

Απφ Θ. Rolle πξνθχπηεη φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (0, 3/2) ηέηνην ψζηε g (μ) = 0  

 e
μ

(f(μ) + f (μ)) = 0  f(μ) + f (μ) = 0  f (μ ) =  f(μ).  

 

β). Η(α) = 

0 0 0

22 3x xg x dx e f x dx e x x dx  = 

0

2' 2 3xe x x dx  =  
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 = 
0

0
2 22 3 2 3 'x xe x x e x x dx  = 

0

20 2 3 4 3xe e x dx       (1) 

= 
0 0 0

0

4 3 ' 4 3 4 3 4 3 'x x x xe x dx e x dx e x e x dx  =  

 =  
0

3 4 3 4 xe e dx  = 
0

3 4 3 4 xe e  =  3  e
α

(4 α  3)  4 + 4 e
α
      (2) 

Απφ (1) θαη (2) έρνπκε : Η(α) = e
α

(2 α
2
  3 α) + 3  + e

α
(4 α  3) + 4  4 e

α
 =  

= e
α

( 2 α
2
 + 3 α + 4 α  3  4) + 4 + 3 = e

α
( 2 α

2
 + 7 α  7) + 7.  

γ). lim [e
α

( 2 α
2
 + 7 α  7) = 

22 7 7
lim

e

22 7 7 '
lim

'DLH e
  

4 7
lim

DLH e
 =  

 = 
4

lim 4 lim 0e
e

. 

Άξα  lim Η(α) = 7 + lim [e
α

( 2 α
2
 + 7 α  7)] = 7 + 0 = 7.  

 

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f:  R →  R ηέηνηα ψζηε f(1) = 1. Αλ γηα θάζε x  R, ηζρχεη  

g(x) = 

3

1

1
3 1 0

x

z f t dt z x
z

, φπνπ z = α + β i  C, µε α, β  R*, ηφηε: 

α). Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηµε ζην R θαη λα βξείηε ηε g .         

β). Να απνδείμεηε φηη  
1

z z
z

                                                                                         

γ). Με δεδνκέλε ηε ζρέζε ηνπ εξσηήκαηνο β λα απνδείμεηε φηη Re(z
2
) = − 

1

2
                   

δ). Αλ επηπιένλ f(2) = α > 0,  f(3) = β θαη  α > β, λα απνδείμεηε φηη ππάξρεη x0  (2, 3) ηέηνην ψζηε  

    f(x0) = 0.                                                                                                                          

ΛΤΖ  

α). g(x) = 

3

1

1
3 1

x

z f t dt z x
z

.  

Ζ ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην R. Ζ h(x) = z
1

x

f t dt , είλαη παξαγσγίζηκε ζην R.   

Ζ t(x) = x
3
 είλαη παξαγσγίζηκε ζην R. Ζ θ(x) = z

3

1

x

f t dt , είλαη παξ/κε ζην R σο ζχλζεζε 

ησλ h θαη t.  Ζ S(x) = 3
1

z
z

(x  1), είλαη παξαγσγίζηκε ζην R σο πνιπσλπκηθή Άξα ε g είλαη 

παξ/κε ζην R σο δηαθνξά ησλ παξ/κσλ θ θαη S. 

g (x) = 

3

1

1
3 1

x

z f t dt z x
z

 = 

3 '

1

1
3 1 '

x

z f t dt z x
z

 =  

 = 
3 2 1

3 3z f x x z
z

 = 
2 3 1

3 3x z f x z
z
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β). Παξαηεξνχκε φηη g(x) = 

3

1

1
3 1 0 1

x

z f t dt z x g
z

,  γηα θάζε x  R. 

Άξα ε g παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην x0 = 1 θαη επεηδή ηθαλνπνηνχληαη νη πξνυπνζέζεηο ηνπ  

Θ. Fermat, πξνθχπηεη φηη g (1) = 0. 

g (1) = 0  3 z f(1)  3
1

z
z

 = 0  
1

z z
z

.  

 

γ). z
2
 = 

2
1

z
z

  3 z z  = 
1 1

z z
z z

  z z  = z z  + 
1z z

zz z z
   

0 = 
1z z

zz z z
  z

2
 + z 2

 + 1 = 0  2 2 1z z   2 Re(z
2
) =  

1

2
.  

 

δ). Θα δείμνπκε φηη β < 0. Δίλαη α
2
  β

2
 =  

1

2
 <  0  (α  β) (α + β) < 0. 

Όκσο α  β > 0 δηφηη α > β, άξα α + β < 0  β <  α < 0. 

 Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [2, 3]. 

 f(2) = α > 0 θαη f(3) = β < 0.  

Απφ Θ. Bolzano γηα ηελ ί ζην δηάζηεκα [2, 3] πξνθχπηεη φηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0  (2, 3), 

ηέηνην ψζηε f(x0) = 0. 
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ΔΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΔ ΙΟΤΛΙΟΤ 2004 

 

ΘΔΜΑ 1 

A). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αλ 

       → ε f είλαη ζπλερήο ζην ∆ θαη 

       → f (x) = 0 γηα θάζε εζσηεξηθφ ζεκείν x ηνπ Γ, ηφηε λα απνδείμεηε φηη ε f είλαη ζηαζεξή ζε  

            φιν ην δηάζηεκα ∆.                                                                                                    

Β). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

      α). Αλ µία ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζ‘ έλα ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, ηφηε είλαη θαη  

           παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηφ.                                                                                 

      β). Σν κέηξν ηεο δηαθνξάο δχν κηγαδηθψλ είλαη ίζν µε ηελ απφζηαζε ησλ εηθφλσλ ηνπο. 

      γ). Αλ f, g είλαη δχν ζπλαξηήζεηο µε πεδίν νξηζκνχ R θαη νξίδνληαη νη ζπλζέζεηο fog θαη gof,  

           ηφηε απηέο νη ζπλζέζεηο είλαη ππνρξεσηηθά ίζεο.                                                      

      δ). Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο C θαη C  ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη f 
–1

 είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο  

            ηελ επζεία y = x πνπ δηρνηνκεί ηηο γσλίεο xOy θαη x Oy .                                        

      ε). Αλ ππάξρεη ην φξην ηεο f ζην x0, ηφηε  
0 0

lim ( ) lim ( )k
k

x x x x
f x f x , εθφζνλ f(x) ≥ 0 θνληά ζην 

           x0, µε k  Ν θαη k ≥ 2.                                                                                               

ΛΤΖ 

Α). Θέκα Θεσξίαο. 

Β). α). Λάζνο             β). σζηφ             γ). Λάζνο,             δ). σζηφ           ε). σζηφ. 

Γ). Θέκα Θεσξίαο.  

 

ΘΔΜΑ 2 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε f : R → R µε f(x) = 2
x
 + m

x
 – 4

x
 – 5

x
, φπνπ m  R , m > 0. 

α). Να βξείηε ηνλ m ψζηε f(x) ≥ 0 γηα θάζε x  R.                                                             

β). Αλ m = 10, λα ππνινγηζζεί ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή  

     παξάζηαζε ηεο f, ηνλ άμνλα x x θαη ηηο επζείεο x = 0 θαη x = 1.                                   

ΛΤΖ 

α). Δίλαη f(x)  0  f(x)  f(0). Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R, κε  

f (x) = (2
x
 + lnx  4

x
  5

x
)  = 2

x
ln2 + m

x
lnm  4

x
ln4  5

x
ln5.  

Ζ f παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην x0 = 0. 

Απφ Θ.Fermat, f (0) = 0  ln2 + lnm  ln4  ln5 = 0  ln2 + lnm = ln4 + ln5   

 ln2m = ln20  2 m = 20  m = 10.  

 

β). Γηα m = 10, είλαη f(x) = 2
x
 + 10

x
  4

x
  5

x
. 

Δ = 

1 1 1

0 0 0

2 10 4 5x x x xf x dx f x dx dx  =  

1

0

2 10 4 5

ln 2 ln10 ln 4 ln5

x x x x

 =  

= 
1 9 3 4

ln 2 ln10 ln 4 ln 5
 η.κ.  
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ΘΔΜΑ 3  

Γίλεηαη κηα ζπλάξηεζε f: [α, β] → R ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α, β] µε f(x)  0 γηα θάζε x  [α, β] 

θαη κηγαδηθφο αξηζκφο z µε Re(z)  0, Ηm(z)  0 θαη Re(z)  > Im(z) . 

Αλ 
1

( )z f
z

 θαη 2 2

2

1
( )z f

z
, λα απνδείμεηε φηη: 

α). z  = 1.                                                                                                                           

β). f 
2
(β) < f 

2
(α).                                                                                                                    

γ). ε εμίζσζε x
3
f(α) + f(β) = 0 έρεη ηνπιάρηζηνλ µία ξίδα ζην δηάζηεκα (–1, 1).                

ΛΤΖ 

α). 
1

z
z

 = f(α)  R, άξα 
1 1

z z
z z

  
1 1

z z
zz

  
2 2z z z z z z    

 2 2 0z z z z z z   0z z z z z z   1 0z z z z    

 1 ,z z z z   1 ,z z z .  

 

β). 
1

z
z

 = f(α) 

2
1

z
z

 = f 
2
(α)  

2

2

1
2z

z
 = f 

2
(α)  f 

2
(β) + 2 = f 

2
(α),  άξα f 

2
(β) < f 

2
(α).  

 

γ). Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g, κε g(x) = x
3

f(α) + f(β). 

 ε g είλαη ζπλερήο ζην [ 1, 1] σο πνιπσλπκηθή. 

 g( 1) = f(α) + f(β) 

     g(1) = f(α) + f(β) 

     g( 1) g(1) = [ f(α) + f(β)] [f(α) + f(β)] = f 
2
(β)  f 

2
(α) < 0 απφ (β) απφ Θ. Bolzano ε g(x) = 0  

     έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην δηάζηεκα ( 1, 1). 

 

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην [0, + ∞) →  R ηέηνηα, ψζηε 
12

2

0
( ) 2 (2 )

2

x
f x x f x t dt . 

α). Να απνδείμεηε φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0, +∞).                                                  

β). Να απνδείμεηε φηη f(x) = e
x
 – (x + 1).                                                                               

γ). Να απνδείμεηε φηη ε f(x) έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην [0, +∞).                                               

δ). Να βξείηε ηα φξηα lim ( )
x

f x    θαη   lim ( )
x

f x .                                                                

ΛΤΖ 

α). ζηελ f(x) = 
12

2

0
2 (2 )

2

x
x f x t dt  = 

2

0

( )
2

x
x

f u du .  

Θέηνπκε : 2 x t = u.  Δίλαη : 2 x dt = du. Όηαλ t = 0  u = 0  θαη φηαλ t = 
1

2
  u = x. 

άξα ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0 , + ), σο άζξνηζκα παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

β). f (x) = 

'
2

0
2

x
x

f u du x f x   f (x)  f(x) = x  f (x) e
x
  f(x) e

x
 = x e

x
  

 [f(x) e
x
]   = x e

x
. 

Άξα f(x) e
x
 = 

xx e dx  = 'xx e dx  = x e
x
  ' xx e dx  = x e

x
 + 

xe dx  =  
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 =  x e
x
  e

x
 + c  θαη  f(x) = 

x x

x

xe e c

e
  f(x) =  x  1 + c e

x
       (1) 

Γηα x = 0 είλαη f(0) = 
02

0

0

2
f u du  = 0.  

(1)  f(0) =  0  1 + c e
0
  0 = c  1  c = 1.  

(1)  f(x) = x  1 + e
x
  f(x) = e

x
   (x + 1).  

 

γ). f (x) = e
x
  1 > 0, γηα x > 0, άξα ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην [0, + ).  

άξα ε f έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην [0, + ) ηελ x = 0. 

 

δ). lim
x

f(x) = lim
x

(e
x
  x  1) = 

1
lim 1x

xx

x
e

e
 = + , δηφηη lim x

x
e  = +  θαη   

1 1
lim lim 0

x xx DLH x

x

e e
.  

 ην lim
x

f(x) είλαη θαθψο νξηζκέλν δηφηη δελ ππάξρεη δηάζηεκα ηεο κνξθήο ( , α), κε α  R, 

πνπ λα νξίδεηαη ε f, αθνχ Df = [0 , + ). 

 

ΥΟΛΗΟ : Σν φηη δεηήζεθε λα ππνινγηζηεί έλα φξην πνπ ήηαλ θαθψο νξηζκέλν ήηαλ «πεξίεξγν». 

Ίζσο αγλνήζεθε φηη Df = [0 , + ). 
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ΘΔΜΑΣΑ ΠΑΝΔΛΛΑΓΙΚΩΝ ΔΞΔΣΑΔΩΝ    2005 

 

ΜΑΪΟ 2005 

ΘΔΜΑ 1 

A1) .Έζησ κηα ζπλάξηεζε f, ε νπνία είλαη νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηφ δηάζηεκα [α, β], Αλ  

       • ε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β] θαη  

       • f(α) ≠ f(β), δείμηε φηη γηα θάζε αξηζκφ n  κεηαμχ ησλ f(α) θαη f(β) ππάξρεη έλαο, ηνπιάρηζηνλ  

         x0  (α, β) ηέηνηνο, ψζηε f(x0) = n .                                                                             

Α2).  Πφηε ε επζεία y = ι x + β ιέγεηαη αζχκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο f  

         ζην +                                                                                                                           

B). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε.  

      α). Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β] κε f(α) < 0 θαη ππάξρεη μ  (α, β) ψζηε f(μ) = 0, ηφηε θαη‘  

           αλάγθε f(β) > 0. Μνλάδεο 2  

      β). Αλ ππάξρεη ην
0

lim
x x

f x g x , ηφηε θαη‘ αλάγθε ππάξρνπλ ηα 
0

lim
x x

f x  θαη 
0

lim
x x

g x .   

      γ). Αλ ε f έρεη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε f 
−1

 θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη θνηλφ ζεκείν Α  

          κε ηελ επζεία y = x, ηφηε ην ζεκείν Α αλήθεη θαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f
−1

.   

      δ). Αλ 
0

lim
x x

f x  = 0 θαη f(x) > 0 θνληά ζην x0, ηφηε 
0

1
lim
x x f x

.                          

      ε). Αλ ε f είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη α είλαη έλα ζεκείν ηνπ Γ, ηφηε  

           ηζρχεη  

'
x

f t dt f x f , γηα θάζε x  Γ.                                               

      ζη). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη δε κεδελίδεηαη ζ‘ απηφ, ηφηε  

             απηή ή είλαη ζεηηθή γηα θάζε x  Γ ή είλαη αξλεηηθή γηα θάζε x  Γ, δειαδή δηαηεξεί  

             πξφζεκν ζην δηάζηεκα Γ.                                                                                        

ΛΤΖ 

A1). Θέκα Θεσξίαο  

Α2). Θέκα Θεσξίαο.   

Β). α). ΛΑΘΟ,       β). ΛΑΘΟ,      γ). ΩΣΟ,     δ). ΩΣΟ,  ε). ΛΑΘΟ ,  ζη). ΩΣΟ 

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλνληαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί z1, z2, z3 κε z1  = z2 = z3 = 3.  

α). Γείμηε φηη: 1

1

9
z

z
.                                                                                                            

β). Γείμηε φηη ν αξηζκφο 1 2

2 1

z z

z z
  είλαη πξαγκαηηθφο  

γ). Γείμηε φηη: z1 + z2 + z3  = 
1

3
z1· z2 + z2·z3 + z3·z1                                                      

ΛΤΖ 

α). z1  = 3  z1  = 9  z1 1z   = 9  1

1

1
z

z
.  

β). 1
νο

 ηξφπνο   

1 2
1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2 2

2 1 2 2 1 1 2 1

2Re

9 9 9 9

z zz z z z z z z z z z z z z z z z z z
R

z z z z z z z z
.  
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2
νο

 ηξφπνο  

1 2 1 1 1 1 1 12

2 1 2 2 2 2 22
1

1

9

2 Re
9

z z z z z z z zz
R

z z z z z z zzz
z

. 

 

3
νο

 ηξφπνο 

w = w   w  w  = 0  2 Im(w) = 0  w  R.  

1 2 1 1 1 21 2

2 1 2 12 2

2 1

9 9

9 9

z z z z z zz z

z z z zz z

z z

, άξα 1 2

2 1

z z

z z
  R.  

  -     -     - 99       9 

γ). z1 + z2 + z3  = 

1 2 2 3 3 11 2 2 3 3 1
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

9 9 9
9 9

z z z z z zz z z z z z
z z z z z z

z z z z z z z z z
 =  

 = 
1 2 2 3 3 1

1 2 3

9
z z z z z z

z z z
. 

 

ΘΔΜΑ 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηχπν f(x) = e
ι x

, ι > 0.  

α). Γείμηε φηη ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα .                                                                            

β). Γείμηε φηη ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, ε νπνία δηέξρεηαη απφ  

     ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, είλαη ε y = ι e x. Βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ επαθήο Μ.  

γ). Γείμηε φηη ην εκβαδφλ Δ(ι) ηνπ ρσξίνπ, ην νπνίν πεξηθιείεηαη κεηαμχ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο  

     ηεο f, ηεο εθαπηνκέλεο ηεο ζην ζεκείν Μ θαη ηνπ άμνλα y y, είλαη Δ(ι) = 
2

2

e
.          

δ). Τπνινγίζηε ην 

2

lim
2

                                                                                         

ΛΤΖ 

α). f (x) = (e
ι x

)  = e
ι x

(ι x)  = ι e
ι x

 > 0, άξα ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην R.  

 

β). Ζ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο Cf ζην ζεκείν ηεο Μ (x0, f x0) είλαη  

(ε) : y  f (x0) = f (x0) (x   x0)    (1). 

Ο(0, 0)  (ε) άξα f(x0) = f (x0) x0   e
ι x

 =  ι x0 e
ι x

  x0 =  
1

.  

(1)  y  f
1

 = f 
1 1

x   y  e = ι e
1

x   y = ι e x, ζεκείν επαθήο  

M
1 1

, f   M
1

,e .  
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γ). 1
νο

 ηξφπνο   

Απφ ην δηπιαλφ ζρήκα βιέπνπκε φηη ε Cf,  

βξίζθεηαη πάλσ απφ ηελ εθαπηνκέλε (ε) άξα 

E(ι) = 

1 1
2

0 0
2

x
x e x

e e x dx e  =  

 = 
1 2

2 2

e e e
.   

 
 

 

2
νο

 ηξφπνο  

f (x) = (ι e
ι x

)  = ι e
ι x

(ι x)  = ι
2

e
ι x

 > 0. άξα ε f είλαη θπξηή ζην R. 

Δπνκέλσο νπνηαδήπνηε εθαπηφκελε ηεο Cf βξίζθεηαη ―θάησ‖ απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f. 

Γειαδή f(x)  e ι x, γηα θάζε x  R.  

E(ι) = 

1 1
2

0 0

1 2

2 2 2

x
x e x e e e

e e x dx e . 

 

δ). 

2
2

2

22lim lim lim
2 2 2 2

e

e
, δηφηη : 

 είλαη e > 2, άξα 
2

0
2

e
.  

  1  εκι  1  1  2 + εκι  3  1  
1 1

2 3
  

1

3 2
.     [ι > 0] 

lim
3

, άξα lim
2

.  

 

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην R ηέηνηα, ψζηε λα ηζρχεη ε ζρέζε 2 f (x) = e
x − f(x)

, γηα 

θάζε x  R θαη f(0) = 0.  

α). Να δεηρζεί φηη: f(x) = ln
1

2

xe
                                                                                     

β). Nα βξεζεί ην: 0

0
lim

x

x

f x t dt

x
                                                                                     

γ). Γίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο: h(x) = 
2005

x

x

t f t dt  θαη g(x) = 
2.007

2.007

x
.  

     Γείμηε φηη h(x) = g(x) γηα θάζε x  R .                                                                            

δ). Γείμηε φηη ε εμίζσζε 
2005

x

x

t f t dt  = 
1

2.008
, έρεη αθξηβψο κία ιχζε ζην (0, 1).        

ΛΤΖ 

α). 2 f (x) = e
x  f(x)

  2 e
f(x)

f (x) = e
x
  [2 e

f(x)
]  = [e

x
]   άξα 2 e

f(x)
 = e

x
 + c    (1) 

(1)  2 e
f(0)

 = e
0
 + c  2 = 1 + c  c = 1.  

O 

M 

1/λ 

Cf 

(ε) 
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(1)  2 e
f(x)

 = e
x
 + 1  e

f(x)
 = 

1

2

xe
,  άξα f(x) = ln

1

2

xe
.   

β). 

'
0

0

0
00 0

00 0 0 0
0

lim lim lim lim
'

xx x

u x t
dt du

x

t u xx x x x
t x u

f u duf x t dt f u du f u du

x x x x
=  

      = 
0

0 0
lim 0

0 1

f

x

f x f

x
.  

 

(*) Ζ ζπλάξηεζε Q(x) = 
0

x

f u du , είλαη ζπλερήο σο παξαγσγίζηκε κε  

Q (x) = 

'

0

x

f u du f x .  

 

γ). h(x) = 2005 2005 2005

0 0

x x x

x

t f t dt t f t dt t f t dt .   

h (x) = 

' ' '

2005 2005 2005 2005

0 0 0 0

x x x x

t f t dt t f t dt t f t dt t f t dt  =  

 = x
2005

f(x)  ( x)
2005

f( x) ( x)  = x
2005

[f(x)  f( x)] = x
2005 1 1

ln ln
2 2

x xe e
  

 = x
2005

1

2ln
1

2

x

x

e

e
 = x

2005 1
ln

1
1

x

x

e

e

 = x
2005 1

ln
1

x

x

x

e

e

e

 = x
2005

lne
x
 = x x

2005
  = x

2006
. 

g (x) = 

'
2007

2007

x
 = x

2006
, επνκέλσο   h (x) = g (x), άξα h(x) = g(x) + c θαη επεηδή h(0) = g(0) = 0 

ηφηε c = 0.  Άξα  h(x) = g(x). 

 

δ). Απφ ην (γ) εξψηεκα ε εμίζσζε είλαη ηζνδχλακε κε ηελ  g(x) = 
1

2008
.  

1
νο

 ηξφπνο 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε θ, κε θ(x) = g(x)  
1

2008
.   

 θ ζπλερήο ζην [0, 1] σο δηαθνξά ζπλερψλ 

 θ(0) = g (0)  
1

2008
 =  

1

2008
< 0 θαη   θ(1) = g(1)  

1

2008
 = = 

1 1
0

2007 2008
  

Άξα θ(0) θ(1) < 0. απφ Θ. Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0  (0, 1), ηέηνην ψζηε θ(x0) = 0.  (2) 

θ (x) = g (x) = x
2006

 > 0 ζην (0, 1) άξα ε θ(x) = 0 έρεη ην πνιχ κηα ιχζε ζην (0, 1) (3)  

Απφ (2) θαη (3) ε εμίζσζε θ(x) = 0 έρεη αθξηβψο κηα ιχζε ζην (0, 1). 

 

2
νο

 ηξφπνο 

 g ζπλερήο ζην [0, 1] σο δηαθνξά ζπλερψλ  
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 g(0) = 0, g(1) = 
1

2007
 θαη g(0) = 0 < 

1 1
1

2008 2007
g .   (1) 

απφ Θ. ελδηακέζσλ ηηκψλ ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0  (0, 1), ηέηνην ψζηε  g(x0) = 
1

2008
    (4) 

g (x) = x
2006

 > 0 ζην (0, 1). άξα ε  g(x) = 
1

2008
, έρεη ην πνιχ κηα ιχζε ζην (0, 1)       (5) 

Απφ (4) , (5) ε εμίζσζε  g(x) = 
1

2008
, έρεη αθξηβψο κηα ιχζε ζην (0, 1).  
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ΔΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΔ ΙΟΤΛΙΟΤ 2005 

 

ΘΔΜΑ 1 

A1). Έζησ ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = x . Να απνδείμεηε φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0, + ∞) θαη  

        ηζρχεη: f (x) = 
1

2 x
.                                                                                                      

Α2). Πφηε κηα ζπλάξηεζε f : A → R  ιέγεηαη ―1  1‖;                                                         

B). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε.  

      α). Σα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο ∆, ζηα νπνία ε f δελ παξαγσγίδεηαη ή ε παξάγσγφο  

            ηεο είλαη ίζε κε ην 0, ιέγνληαη θξίζηκα ζεκεία ηεο f ζην δηάζηεκα ∆.                     

      β). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζ‘ έλα δηάζηεκα (α, β) κε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεκείν    

            ηνπ x0. Αλ ε f είλαη θπξηή ζην (α, x0) θαη θνίιε ζην (x0, β) ή αληηζηξφθσο, ηφηε ην ζεκείν     

            Α(x0, f(x0)) είλαη ππνρξεσηηθά ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f.    

      γ). Σν κέηξν ηεο δηαθνξάο δχν κηγαδηθψλ αξηζκψλ είλαη ίζν κε ηελ απφζηαζε ησλ εηθφλσλ  

           ηνπο.                                                                                                                            

      δ). Αλ γηα δχν ζπλαξηήζεηο f, g νξίδνληαη νη fog θαη gof, ηφηε είλαη ππνρξεσηηθά fog  gof. 

      ε). Οη εηθφλεο δχν ζπδπγψλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ z, z  είλαη ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ  

            άμνλα x x.                                                                                                                   

     ζη). Αλ ε ζπλάξηεζε f έρεη παξάγνπζα ζε έλα δηάζηεκα ∆ θαη ι  R
*
, ηφηε ηζρχεη: 

ΛΤΖ 

Α1). Θέκα Θεσξίαο.  

Α2) Θέκα Θεσξίαο. 

Β). α). σζηφ,    β). Λάζνο,   γ). σζηφ,     δ). Λάζνο,    ε). σζηφ,     ζη). σζηφ. 

 

ΘΔΜΑ 2 

α). Αλ z1, z2 είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη z1 +z2 = 4 + 4 i  θαη 2 z1  
2z  = 5 + 5 i, 

      λα βξείηε ηνπο z1, z2.                                                                                                      

β). Αλ γηα ηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο z, w  ηζρχνπλ z  1  3 i   2   θαη  w  3  i   2 : 

      i). λα δείμεηε φηη ππάξρνπλ κνλαδηθνί κηγαδηθνί αξηζκνί z, w έηζη, ψζηε z = w θαη     

      ii).λα βξείηε ηε κέγηζηε ηηκή ηνπ  z  w .                                                                     

ΛΤΖ 

α). Έζησ z1 = x + y i θαη z2 = α + β i. Σφηε z1 + z2 = 4 + 4 i  (x + α) + (y + β) i = 4 + 4 i  

 
14

24

x

y
 

2 z1  z  = 5 + 5 i  (2 x  α) + (2 y + β) i = 5 + 5 i   
32 5

42 5

x

y
.  

Απφ (1) , (3)  {x = 3 , α = 1} θαη απφ (2) , (4)  {y = 1 , β = 3 }.  

Άξα z1 = 3 + i  θαη z2 = 1 + 3 i.  
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β). i). Ζ εηθφλα ηνπ κηγαδηθνχ z βξίζθεηαη ζηνλ θπθιηθφ 

δίζθν κε θέληξν Κ (1, 3) θαη αθηίλα  

ξ = 2 ,  ελψ ε εηθφλα ηνπ κηγαδηθνχ w βξίζθεηαη ζηνλ 

θπθιηθφ δίζθν κε θέληξν Λ(3, 1) θαη αθηίλα R = 2 .  

(ΚΛ) = 
2 2

3 1 1 3 2 2  = R + ξ, άξα νη 

θπθιηθνί δίζθνη εθάπηνληαη εμσηεξηθά, δειαδή 

ππάξρνπλ κνλαδηθνί κηγαδηθνί αξηζκνί z, w, έηζη ψζηε z 

= w. 

(ζην ζρήκα ε εηθφλα ηνπο είλαη ην θνηλφ ζεκείν ησλ 

θπθιηθψλ δίζθσλ). 
 

ii). H κέγηζηε ηηκή ηνπ z  w  είλαη ε απφζηαζε (ΑΒ), φπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλφ ζρήκα θαη είλαη 

ίζε κε 2 R + 2 ξ = 4 2 . 

 

 

ΘΔΜΑ 3  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f, ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ζην R κε f (x)  0 γηα θάζε x  R. 

α). Να δείμεηε φηη ε f είλαη ―1  1‖.                                                                                       

β). Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε  Cf  ηεο f δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Α(1, 2005) θαη Β( 2, 1), λα ιχζεηε  

      ηελ εμίζσζε f 
1
( 2004 + f(x

2
  8)) = 2.                                                                       

γ). Να δείμεηε φηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν Μ ηεο Cf, ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε ηεο Cf είλαη  

     θάζεηε ζηελ επζεία (ε): y = 
1

668
x + 2005.                                                                   

ΛΤΖ 

α). Έζησ φηη ε f δελ είλαη ―1  1‖. Σφηε ππάξρνπλ α, β  R, κε α < β θαη f (α) = f (β).  

Απφ Θ. Rolle ζην [α , β], ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (α, β) ηέηνην ψζηε f (μ) = 0.  

Άηνπν δηφηη f (x)  0, γηα θάζε x  R. Άξα ε ε f είλαη ―1  1‖. 

 

β). Σα ζεκεία Α(1, 2005) θαη Β( 2, 1) είλαη ζεκεία ηεο Cf άξα f (1) = 2005 θαη f ( 2) = 1. 

f 
1
( 2004 + f (x

2
  8)) = 2 άξα f(f

1
( 2004 + f(x

2
  8))) = f( 2)   2004 + f (x

2
  8) = 1   

 f(x
2
  8) = 2005  f(x

2
  8) = f(1) θαη επεηδή ε f είλαη ―1  1‖ ζα είλαη   x

2
  8 = 1  x

2
 = 9   

 x = ± 3. 

 

γ). Ζ f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζην [ 2, 1]. Απφ Θ. Μέζεο ηηκήο ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

x0  ( 2, 1), ηέηνην ψζηε f (x0) = 
1 2 2005 1 2004

668
2 2 1 2 3

f f
 θαη ιε =  

1

668
, άξα 

ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν Μ (x0, f(x0)) ηεο Cf, ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε ηεο Cf είλαη θάζεηε 

ζηελ επζεία (ε). 
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ΘΔΜΑ 4 

Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f: R → R, γηα ηελ νπνία ηζρχεη 
20

lim
x

f x x

x
 = 2005.  

α). Να δείμεηε φηη:  

     i). f(0) = 0                                                                                                                         

     ii).f (0) = 1.                                                                                                                      

β). Να βξείηε ην ι  R έηζη, ψζηε: 

22

220
lim

2x

x f x

x f x
 = 3.                                                

γ). Αλ επηπιένλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε κε ζπλερή παξάγσγν ζην R θαη f (x) > f(x), γηα θάζε x  R    

     λα δείμεηε φηη: 

     i). x f(x) > 0,  γηα θάζε x  0.                                                                                            

     ii). 

1

0

1f x dx f .                                                                                                       

ΛΤΖ 

α). i). Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g, κε  g(x) = 
2

f x x

x
, x  0.  

Δίλαη f(x) = x
2

g(x) + x, θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην R, ζα είλαη  

f (0) =  
0

lim
x

f(x) = 
0

lim
x

[x
2

g(x) + x] = 0.  

ii). f (0) = 

2

0 0 0

0
lim lim lim 1

0x x x

f x f x g x x
x g x

x x
 =  

     = 
0

lim
x

x
0

lim
x

g(x) + 1 = 0 2005 + 1 = 1.  

 

β). 

2
2

22
2 2

2 220 0 2

2 2

lim 3 lim 3
2

2

x x

f xx
x f x x x

x f x f xx

x x

  
0

2

0

1 lim

3

2 lim

x

x

f x

x

f x

x

   

 = 
2

2

1 1 1
3 3

2 1 3
 ι + 1 = 9  ι = 8.  

 

γ). i). Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g, κε g(x) = f(x) e
x
. 

Δίλαη  g(x) = (f (x)  f(x)) e
x
 > 0, δηφηη f (x) > f(x), γηα θάζε x  R. Άξα ε g είλαη γλεζίσο 

αχμνπζα ζην R. 

 x < 0  g (x) < g (0)  f(x) e
x
 < 0, άξα f(x) < 0 θαη x f(x) > 0.  

 x > 0  g(x) > g(0)  f(x) e
x
 > 0, άξα f(x) > 0 θαη x f(x) > 0. Άξα x f(x) > 0, γηα θάζε x  0. 

 

ii). Δίλαη  f (x)  f (x) > 0, γηα θάζε x  R. 

Άξα  

1

0

' 0f x f x dx   

1 1

0 0

' 0f x dx f x dx   

1
1

0
0

0f x f x dx    

 

1

0

1 0f f f x dx   

1

0

1f x dx f . 

 

 



1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ / ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΑΔΙΚΩΝ  
 

Επεξεπγαζία Κειμένος : Πολςσπονιάδηρ Νικόλαορ 

49 

 

ΘΔΜΑΣΑ ΠΑΝΔΛΛΑΓΙΚΩΝ ΔΞΔΣΑΔΩΝ    2006 

 

ΜΑΪΟ 2006 

 

ΘΔΜΑ 1 

A1). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f, ε νπνία είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ. Να απνδείμεηε φηη:  

        → Aλ f (x) > 0 ζε θάζε εζσηεξηθφ ζεκείν x ηνπ Γ, ηφηε ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζε φιν  

             ην Γ.  

        →  Αλ f (x) < 0 ζε θάζε εζσηεξηθφ ζεκείν x ηνπ Γ, ηφηε ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε φιν  

              ην Γ.                                                                                                                       

Α2). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζ‘ έλα δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίζηκε ζην εζσηεξηθφ ηνπ Γ.     

        Πφηε ιέκε φηη ε f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ ή είλαη θπξηή ζην Γ;                        

 

B). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

      α). Γηα θάζε κηγαδηθφ αξηζκφ z ηζρχεη z
2
 = z

2
.                                                            

      β). Αλ ππάξρεη ην 
0

lim
x x

f x  > 0 , ηφηε f(x) > 0 θνληά ζην x0.                                       

      γ). H εηθφλα f(Γ) ελφο δηαζηήκαηνο Γ κέζσ κηαο ζπλερνχο θαη κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f είλαη  

           δηάζηεκα.                                                                                                                    

      δ). Ηζρχεη ν ηχπνο  (3
x
)΄= x 3

x-1
 , γηα θάζε x  R.                                                            

      ε). Ηζρχεη ε ζρέζε   ' 'f x g x dx f x g x f x g x dx , φπνπ f , g  είλαη  

           ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ζην [α, β].                                                                                

ΛΤΖ 

A1). Θέκα Θεσξίαο  

Α2). Θέκα Θεσξίαο.  

Β). α). ΛΑΘΟ,   β). ΩΣΟ,  γ). ΩΣΟ,  δ). ΛΑΘΟ,   ε). ΩΣΟ.   

 

ΘΔΜΑ 2 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε f(x) = 2 + (x  2)
2
, κε  x ≥ 2.  

α). Να απνδείμεηε φηη ε f είλαη 1  1.                                                                                    

β). Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε f
-1

 ηεο f θαη λα βξείηε ηνλ ηχπν ηεο.  

                                                                                                                                                

γ). i). Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη f 
1 
κε ηελ  

         επζεία y = x.                                                                                                                   

     ii).Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ  

         ζπλαξηήζεσλ f θαη f 
1
.                                                                                                  

ΛΤΖ 

α). 1
νο

 ηξφπνο 

f (x) = 2 (x  2),  x  2. Δίλαη f (x) > 0 γηα x > 2, άξα ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην [2, + ).  

Δπνκέλσο ε f είλαη «1  1». 

 

2
νο

 ηξφπνο 

f(x1) = f(x2)  2 + (x1  2)
2
 = 2 + (x2  2)

2
  (x1  2)

2
 = (x2  2)

2
  x1  2  = x2  2  θαη   

x1 > 2, x2 > 2 άξα x1  2 = x2  2  x1 = x2. Δπνκέλσο ε f  είλαη «1  1». 
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β). Ζ f  είλαη «1  1» άξα ε f είλαη αληηζηξέςηκε. y = 2 + (x  2)
2
  y  2 = (x  2)

2
.  

πξέπεη  y  2,  x  2 = 2y   x = 2 + 2y .  Άξα   f 
1
(x) = 2 + 2y , x   2.  

 

γ). i). Γηα λα βξνχκε ηα θνηλά ζεκεία ησλ Cf θαη y = x ιχλνπκε ηελ εμίζσζε f(x) = x  

 2 + (x  2)
2
 = x  x

2
  5 x + 6 = 0  { x = 2 ή x = 3 }.  

Άξα ηα θνηλά ζεκεία ησλ Cf θαη y = x είλαη ηα Α(2, 2) θαη Β(3, 3).  

Γηα λα βξνχκε ηα θνηλά ζεκεία ησλ Cf 1  θαη y = x ιχλνπκε ηελ εμίζσζε  

f 
1
(x) = x   2 + 2x  = x  2x  2 = x  2  x  2 = x

2
  4 x + 4  x

2
  5 x + 6 = 0  

 { x = 2 ή  x = 3}. Άξα ηα θνηλά ζεκεία ησλ Cf
1
  θαη y = x είλαη ηα Α(2, 2) θαη Β(3, 3).  

 

ii). Οη f θαη f 
1
 είλαη ζπλερείο ζην [2,  3].  

Αλαδεηνχκε ην πξφζεκν ηεο Γ(x) = f(x)  f 
1
(x) = (x  2)

2
  2x . 

 

1
νο

 ηξφπνο 

Γ(x)  0  (x  2)
2
  2x  > 0  (x  2)

2
   2x   (x  2)

4
  x  2  (x  2)

4
   (x  2)  0 

 (x  2) [(x  2)
3
  1]  0  (x  2)

3
  1   0  (x  2)

3
   1  x  2    x  3.  

Άξα Γ(x)  0, ζην [2 , 3].  

 

2
νο

 ηξφπνο 

Απφ πξνεγνχκελν εξψηεκα έρνπκε φηη νη Cf , Cf
1
 ηέκλνληαη ζηα Α(2, 2) θαη Β(3, 3), άξα ε Γ(x) 

έρεη κνλαδηθέο ξίδεο ηηο 2 θαη 3. ην δηάζηεκα (2, 3) ε ζπλερήο Γ(x) δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν. 
2

15 5 5 5 5 1 1
2 2 2 0

2 2 2 2 2 4 2
f f .  

Γ       = f        - f 1       = 2 +      - 2    - 2 -.Η— - 2 =    -1 — < 0 

Άξα Γ(x)  0, ζην [2, 3].  

E =  
3 3 3 3

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2x dx x x dx x dx x dx  =  

 = 

3 3
2

2 2

2 2x dx x dx  = 

3
33

3

2
2

22 2 1 1
2

3 3 3 3 3

x
x  η.κ. 

 

ΘΔΜΑ 3 

Γίλνληαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί  z1, z2, z3 κε z1  = z2  = z3  = 1 θαη  z1+ z2 + z3 = 0.  

α). Να απνδείμεηε φηη :   

      i). z1  z2  = z3  z1  = z2  z3 .                                                                                  

     ii). z1  z2
2
 ≤ 4 θαη Re(

1 1z z ) ≥ 1.                                                                                

β). Να βξείηε ην γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ εηθφλσλ ησλ z1,z2,z3 ζην κηγαδηθφ επίπεδν, θαζψο θαη ην  

     είδνο ηνπ ηξηγψλνπ πνπ απηέο ζρεκαηίδνπλ.        

ΛΤΖ 

1
ε
 ιχζε 

α). i). Θα δείμνπκε φηη z1  z2  = z3  z1 . Δίλαη z1 + z2 + z3 = 0  z1 =  z2  z3.  

z1  z2  = z3  z1   z2  z3  z2  = z3 + z2 + z3   2 z2 + z3  = 2 z3 + z2    

 2 z2 + z3
2
 = 2 z3 + z2

2
  (2 z2 + z3) (2 z 2 + z 3) = (2 z3 + z2) (2 z 3 + z 2)   

 4 z2 z 2 + 2 z2 z 3 + 2 z 2 z3 + z3 z 3  = 4 z3 z 3 + 2 z2 z 3 + 2 z z3 + z2 z 2   

 3 z2 z 2  = 3 z3 z 3  3 z2  = 3 z3   3 = 3 πνπ ηζρχεη.  

Οκνίσο δείρλνπκε φηη  z3  z1  = z2  z3 .  
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ii). z1  z2   z1  + z2  = 1 + 1 = 2,  άξα z1  z2
2
 ≤ 4  (z1  z2) ( z 1  z 2) ≤  4  

 z1 z 1 z1 z 2  z 1 z2 + z2 z 2 ≤ 4  z1
2
  (z1 z 2  z1 z 2)  + z2

2
  4   

 1  2 Re(z1 z2) + 1 ≤   4  2 Re(z1 z 2)  ≤ 2  Re(z1 z 2) ≥ 1.   

 

2
ε
 ιχζε  

α). i). Δίλαη z1 + z2 + z3 = 0  z1 + z2 =  z3.  

z1 + z2  = z3   z1 + z2
2
 = z3

2
   (z1 + z2) ( z 1 + z 2) = 1   

 z1 z 1 + z1 z 2 + z 1 z2 + z2 z 2 = 1  |z1  + (z1 z 2 + z 1 z2) + z2
2
 = 1   

 1 + 2 Re(z1 z 2 ) + 1 = 1   2 Re(z1 z 2 ) = 1   Re( z1 z 2 ) =  
1

2
    (1) 

z1  z2
2
 = (z1  z2) ( z 1  z 2) = z1 z 1  z1 z 2  z 1 z2 + z2 z2 =  

 = z1
2
  (z1 z 2 + z 1 z2) + z2

2
 = 1  2 Re(z1 z 2 ) + 1 = 3. άξα z1  z2  = 3 .    

Οκνίσο δείρλνπκε φηη   |z3  z1| = |z2  z3| = 3 .  

 

ii) Δίλαη  z1  z2
2
 = 

2

3  = 3 ≤ 4   θαη  Re(z1 z 2) =  
1

2
   1.  

 

α). i). Απνδεηθλχσ φηη  z1 + z2
2
 + z1  z2

2
 = 2 z1

2
 + 2 z2

2
.  

Δίλαη z1 + z2 + z3 = 0  z1 + z2 =  z3  

Άξα  z3  + z1  z2  = 2 z1  + 2 z2   1 + z1  z2
2
 = 2 + 2   

z1  z2  = 3  z1  z2  = 3 . Οκνίσο  z3  z1  = z2  z3  = 3 , άξα  

z1  z2  = z3  z1  = z2  z3 .  

 

ii). Δίλαη  z1  z2
2
 = ( 3 )   = 3 ≤ 4  θαη z1  z2

2 
= 3  (z1  z2) ( z 1  z 2) = 3  

 z1 z 1  z1 z 2  z 1 z2 + z2 z 2 = 3  z1
2
  (z1 z 2  z2 z 2) + z2

2
 = 3   

 1  2 Re(z1 z 2) + 1   = 3    2 Re(z1 z 2 ) = 1  Re(z1 z 2 ) =  
1

2
  1.  

 

β). Οη εηθφλεο ησλ z1, z2, z3 είλαη ζεκεία ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ θαη επεηδή z1  z2  = z2  z3  = 

z3  z1  ζρεκαηίδνπλ ηζφπιεπξν ηξίγσλν. 

 

ΘΔΜΑ 4                                                               

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
1

1

x

x
  lnx  

α). Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνχ θαη ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο f.                             

β). Nα απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη αθξηβψο 2 ξίδεο ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο.       

γ). Αλ ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο g(x) = lnx ζην ζεκείν Α(α, lnα)  

     κε α > 0 θαη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο h(x) = e
x 
ζην ζεκείν  

     Β(β, e
β
) κε β  R ηαπηίδνληαη, ηφηε λα δείμεηε φηη ν αξηζκφο α είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο f(x) = 0.  

δ). Να αηηηνινγήζεηε φηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ g θαη h έρνπλ αθξηβψο δχν  

     θνηλέο εθαπηφκελεο.                                                                                                         

ΛΤΖ 

α). Πξέπεη x  1 θαη x > 0. Άξα Df = (0, 1) (1, + ).   

f (x) = 
2 2

1 ' 1 1 1 ' 1 2 1
0

1 1

x x x x

x xx x
, γηα  x  Df.  

Άξα f γλεζίσο θζίλνπζα ζε θαζέλα απφ ηα (0, 1) θαη (1, + ). 
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 ην Γ1 = (0, 1) ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα  

     
0

lim
x

f(x) = 
0

1
lim ln

1x

x
x

x
 = + ,  

1
lim
x

f(x) = 
1

1
lim ln

1x

x
x

x
 = . άξα f(Γ1) = R 

 ην Γ2 = (1, + ) ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα.  

1
lim
x

f(x) = 
1

1
lim ln

1x

x
x

x
 = + ,  lim

x
f(x) = 

1
lim ln

1x

x
x

x
 = . Άξα f(Γ2) = R.  

Δπνκέλσο ην ζχλνιν ηηκψλ είλαη f (Γ1) f(Γ2) = R.  

 

β).  0  f(Γ1) θαη f γλεζίσο θζίλνπζα ζην Γ1. Άξα ε f(x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην Γ1 

 0  f(Γ2) θαη f γλεζίσο θζίλνπζα ζην Γ2. 

Άξα ε f(x) = 0, έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην Γ2. 

Δπνκέλσο ε f(x) = 0 έρεη αθξηβψο 2 ξίδεο ζην Df.  

 

γ). 1
νο

 ηξφπνο  

g (x) = 
1

x
, x > 0 θαη h (x) = e

x
, x  R. Βξίζθνπκε ηελ εθαπηφκελε (ε) ηεο Cg ζην Α (α, lnα)  

(ε) : y  g(α) = g (α) (x  α)  (ε) : y  lnα = (x  α) 

Ζ  (ε) είλαη θαη εθαπηνκέλε ηεο Ch ζην Β.  

Άξα ιε = g (α) = h (β) άξα 
1

 = e
β
  ή  β = lnα   (1)  

Β  (ε) άξα  e
β
  lnα = 

1
(β  α)   lnα = 

1
( lnα  α)  1  α lnα = lnα  α    

 α + 1 = (α  1 ) lnα   
1

ln 0
1

  f(α) = 0, άξα ε α είλαη ξίδα ηεο f(x) = 0.  

ρφιην: Αλ α = 1  ηφηε ε εθαπηνκέλε ηεο Cg ζην Α (1 , 0) είλαη
 
ε y = x + 1, θαη δελ ηαπηίδνληαη. 

Άξα α   1.  

 

2
νο

 ηξφπνο 

g (x) = 
1

x
, x > 0 θαη h (x) = e

x
, x  R. Βξίζθνπκε ηελ εθαπηφκελε (ε1) ηεο Cg ζην Α (α, lnα) 

(ε1) : y  g (α) = g (α) (x  α)  (ε) : y = 
1

x  1 + lnα  

Βξίζθνπκε θαη ηελ εθαπηφκελε (ε2) ηεο Ch ζην Β (β, e
β
).  (ε2) : y  h(β) = h (β) (x  β)  

 (ε2) : y = e
β

x  β e
β
 + e

β
. Γηα λα ηαπηίδνληαη νη (ε1) θαη (ε2) πξέπεη : 

1
1

2
1 ln

e

e e

. Απφ (1) θαη (2) έρνπκε :   1 + lnα = ln
1 1

  
1

ln
1

   

 
1

ln 0
1

  f(α) = 0  άξα ην α είλαη ξίδα ηεο f (x) = 0. 

 

Αλ α = 1  ηφηε ε εθαπηνκέλε ηεο Cg  ζην Α(1, 0) είλαη ε y = x  1, ελψ ε εθαπηνκέλε ηεο Ch 

ζην Β (0, 1) είλαη ε y = x + 1  θαη δελ ηαπηίδνληαη. Άξα α  1.  

     

δ). Απφ ην (γ) εξψηεκα πξνθχπηεη φηη ην πιήζνο ησλ θνηλψλ εθαπηφκελσλ ησλ Cg θαη Ch ηζνχηαη 

κε ην πιήζνο ησλ ξηδψλ ηεο εμίζσζεο f(x) = 0. Απφ ην (β) εξψηεκα ε f(x) = 0 έρεη αθξηβψο 2 ξίδεο 

άξα νη Cg θαη Ch έρνπλ αθξηβψο δχν θνηλέο εθαπηφκελεο. 

 



1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ / ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΑΔΙΚΩΝ  
 

Επεξεπγαζία Κειμένος : Πολςσπονιάδηρ Νικόλαορ 

53 

ΔΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΔ ΙΟΤΛΙΟΤ 2006 

 

ΘΔΜΑ 1 

A1). Να απνδείμεηε φηη: (ζπλx)  =  εκx, x  R.                                                                

Α2). Έζησ f κία ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα ∆. Ση νλνκάδνπκε αξρηθή ζπλάξηεζε ή  

         παξάγνπζα ηεο f ζην ∆;                                                                                              

B). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε.  

      α). Αλ zη, z2 είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί, ηφηε ηζρχεη: z1   z2   z1 + z2 .                  

      β). Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην x0 θαη g(x0)  0, ηφηε ε ζπλάξηεζε 
f

g
 είλαη  

            παξαγσγίζηκε ζην x0 θαη ηζρχεη: 

'

0 0 0 0

0 2

0

' 'f x g x f x g xf
x

g g x
.     

      γ). Γηα θάζε x  0 ηζρχεη [lnx]  = 
1

x
.                                                                            

 

      δ). Μηα ζπλάξηεζε f : Α → R είλαη 1  1, αλ θαη κφλν αλ γηα θάζε ζηνηρείν y ηνπ ζπλφινπ  

           ηηκψλ ηεο ε εμίζσζε f(x) = y έρεη αθξηβψο κία ιχζε σο πξνο x .                           

      ε). Έζησ f κία ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα [α, β]. Αλ G είλαη  κία  παξάγνπζα  ηεο f  

           ζην  [α, β], ηφηε  f x dx G G .                                                         

ΛΤΖ 

A1). Θέκα Θεσξίαο  Θεσξία, ζειίδα 23 

Β). α). ΩΣΟ,   β). ΛΑΘΟ,  γ). ΩΣΟ,  δ). ΩΣΟ,   ε). ΛΑΘΟ.  

 

ΘΔΜΑ 2  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
1

1

1

x

x

e

e
,  x  R. 

α). Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο ζην R.                                  

β). Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα 
1

dx
f x

.                                                                 

γ). Γηα θάζε x < 0 λα απνδείμεηε φηη: f(5
x
) + f(7

x
) < f(6

x
) + f(8

x
).                                        

ΛΤΖ 

f (x) = 

' 1 1

21 1

1 ' 1 1 1 '1

1 1

x x x xx

x x

e e e ee

e e
 

1 1

2
1

1 1
.

1

x x x x

x

e e e e

e
 =  

 = 
2 1 1 2

2
1

1

1

x x x x

x

e e e e

e
 = 

2
1

1
0

1

x

x

e e

e
.  

άξα ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R. 

 

β). 
1

dx
f x

 = 
11 1

1 1

x x x x

x x

e e e e e
dx dx

e e
 = 

11

1 1

xx

x x

e ee
dx dx

e e
 =  

 = 1 1
1

x

x

e
dx e dx

e
 = x + (e  1) ln(1 + e

x
) + c.  
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γ). Δίλαη 0 < 
5

6
 < 1, άξα γηα x < 0 είλαη  

0
5 5 5

1
6 6 6

x x

x
  5

x
 > 6

x
  θαη επεηδή ε f είλαη γλ. 

θζίλνπζα  f (5
x
) < f (6

x
)    (1) 

Όκνηα 0 < 
7

8
 < 1  άξα γηα x < 0 είλαη :  

0
7 7 7

1
8 8 8

x x

x
   7

x
 > 8

x
  θαη επεηδή ε f είλαη γλ. 

θζίλνπζα    f (7
x
)< f (8

x
)   (2) 

Απφ (1) θαη (2)  f(5
x
) + f(7

x
) < f(6

x
) + f(8

x
).  

 

ΘΔΜΑ 3 

Έζησ νη κηγαδηθνί αξηζκνί z, πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ ηζφηεηα (4  z)
10

 = z
10

 θαη ε ζπλάξηεζε f κε 

ηχπν f(x) = x
2 
+ x + α, α  R. 

α). Να απνδείμεηε φηη νη εηθφλεο ησλ κηγαδηθψλ z αλήθνπλ ζηελ επζεία x = 2.                   

β). Αλ ε εθαπηνκέλε (ε) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν ηνκήο ηεο κε ηελ  

     επζεία x = 2 ηέκλεη ηνλ άμνλα y y ζην y0 = 3, ηφηε  

     i). λα βξείηε ην α θαη ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο (ε).                                                 

    ii). λα ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο  

         ηεο ζπλάξηεζεο f, ηεο εθαπηνκέλεο (ε), ηνπ άμνλα x x θαη ηεο επζείαο x = 
3

5
.         

ΛΤΖ 

α). (4  z)
10

 = z
10

  (4  z)
10

 = z
10

  4  z
10

 = z
10

  4  z  = z  4  z
2
 = z   

 (4  z) (4  z )  = z z   16  4 z   4 z + z z  = z z   4 (z + z ) = 16  2 Re(z) = 4   

 Re(z) = 2. Άξα νη εηθφλεο ησλ κηγαδηθψλ z αλήθνπλ ζηελ επζεία x = 2. 

 

β) i). Δίλαη f (x) = 2 x + 1. Δπίζεο f (2) = 6 + α 

θαη   f (2) = 5.  

(ε) : y - f (2) = f (2) (x  2)  (ε) : y = 5 x + α  

4  Α(0, 3)  (ε)  α = 1. 

Γηα α = 1 είλαη (ε) : y = 5 x  3. 

ii). ρεδηάδνληαο ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f, 

ηελ επζεία (ε) θαη ηελ θαηαθφξπθε επζεία x = 

3

5
,  

ην δεηνχκελν εκβαδφλ (γξακκνζθηαζκέλν 

ρσξίν) είλαη :  

 

 

Δ = 

2 2

2

3 3

5 5

5 3 1 5 3f x x dx x x x dx  = 

2

2

3

5

4 4x x dx  = 

2
2

3

5

2x dx  = 

3

2
3

3

5

3
2

2 3435
0

3 3 375

x
 η.κ. 

ΥΟΛΗΟ : Σν φηη ζηελ εθθψλεζε ηεο άζθεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ εκβαδνχ ηνπ ρσξίνπ 

αλαθεξφηαλ θαη ν άμνλαο x x ήηαλ πεξηηηφ ζηνηρείν θαη κάιινλ κπέξδεπε ηνπο καζεηέο. 
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ΘΔΜΑ 4 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = x ln(x + 1)  (x + 1) lnx,  κε x > 0. 

α). i). Να απνδείμεηε φηη: ln(x + 1)  lnx < 
1

x
    ,   x>0 . 

     ii). Να απνδείμεηε φηη ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα (0, + ∞).                   

β). Να ππνινγίζεηε ην 
1

lim ln 1
x

x
x

.                                                                           

γ). Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη κνλαδηθφο αξηζκφο α  (0, + ∞) ηέηνηνο ψζηε (α + 1)
α
 = α

α+1
. 

ΛΤΖ 

α) i). Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g, κε g(x) = lnx, x > 0. g (x) = x , x > 0. 

Δθαξκφδνπκε Θ.Μ.Σ.  κε ηε g ζην [x , x + 1].  

Τπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0  (x , x + 1), ηέηνην ψζηε :  

g (x0) = 
1 ln 1 ln

ln 1 ln
1 1

f x f x x x
x x

x x
. Άξα 

0

1

x
 = ln(x + 1)  lnx. 

Αξθεί λα δείμσ φηη 
0

1 1

x x
, ην νπνίν ηζρχεη δηφηη x < x0. Δπνκέλσο  ln(x + 1)  lnx <  

1

x
.  

 

ii). f (x) = [x ln(x + 1)  (x + 1) lnx]   = ln(x + 1) + x
1

1x
   lnx  (x + 1)

1

x
 =  

    = ln(x + 1) +  
1

x

x
  lnx  1  

1

x
= ln(x + 1)  lnx  

1

x
  

1

1x
< 0.  

δηφηη  ln(x + 1)  lnx  
1

x
 < 0 απφ α.i) εξψηεκα θαη 

1

1x
< 0.  

Άξα ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (0 , + ).  

β). 

'

'

0

0 0

' '

1 1
11 1ln 1ln 1 1

1 1
lim ln 1 lim lim lim lim 1

1 11 1 1
x x DLH x x x

x
xx xx

x

x xx x

.  

 

γ). γηα α > 0, έρνπκε : (α + 1 )
α
 = α

α
 
+
 
1
  ln(α + 1)

α
 = lnα

α+1
   α ln(α + 1) = (α + 1) lnα 

 α ln(α + 1)  (α + 1) lnα = 0  f(α) = 0.  Βξίζθνπκε ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο f. 

 

0
lim
x

f(x) = 
0

lim
x

[ln(x + 1)  (x + 1) lnx] = 0 ( ) = + .  

lim
x

f(x) = lim
x

[x ln(x + 1)  (x + 1) lnx] = lim
x

[x ln(x + 1)  x lnx  lnx] =  

 = lim
x

[x (ln(x + 1)  lnx)  lnx]  = 
1

lim ln ln
x

x
x x

x
 = 1 (+ ) =  .   

Άξα f(A) = R. 

Δίλαη 0  f(A) άξα ε f(α) = 0 έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (0, + ) θαη επεηδή ε f είλαη ―1  1‖ σο 

γλεζίσο θζίλνπζα ζην (0 , + ) ηφηε ε ξίδα απηή είλαη κνλαδηθή. 
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ΘΔΜΑΣΑ ΠΑΝΔΛΛΑΓΙΚΩΝ ΔΞΔΣΑΔΩΝ    2007 

 

ΜΑΪΟ 2007 

 

ΘΔΜΑ 1  

A1). Αλ z1, z2 είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί, λα απνδεηρζεί φηη: z1 z2  = z1 z2 .                  

Α2). Πφηε δχν ζπλαξηήζεηο f, g ιέγνληαη ίζεο;                                                                   

Α3). Πφηε ε επζεία y = l ιέγεηαη νξηδφληηα αζχκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην + ; 

B). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο δίπια ζην  

      γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε, ηε ιέμε σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

      αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

      α). Αλ f ζπλάξηεζε ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α, β] θαη γηα θάζε x  [α, β] ηζρχεη f(x) ≥ 0 ηφηε    

           0f x dx .                                                                                                           

      β). Έζησ f κηα ζπλάξηεζε ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε εζσηεξηθφ  

           ζεκείν x ηνπ Γ. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην ∆ ηφηε f (x) > 0 ζε θάζε  

           εζσηεξηθφ ζεκείν x ηνπ Γ.                                                                                        

      γ). Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην x0 θαη ε ζπλάξηεζε g είλαη ζπλερήο ζην x0 , ηφηε ε  

           ζχλζεζή ηνπο gof είλαη ζπλερήο ζην x0.                                                                    

      δ). Αλ f είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη α είλαη έλα ζεκείν ηνπ Γ, ηφηε 

            

'

'

g x

f t dt f g x g x   κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ηα ρξεζηκνπνηνχκελα ζχκβνια  

            έρνπλ λφεκα.                                                                                                             

       ε). Αλ α > 1 ηφηε  lim
x

α
x 
= 0.                                                                                        

ΛΤΖ 

A1). Θέκα Θεσξίαο.  

Α2). Θέκα Θεσξίαο.  

Α3). Θέκα Θεσξίαο.  

Β). α). ΛΑΘΟ,      β). ΛΑΘΟ,    γ). ΛΑΘΟ,   δ). ΩΣΟ,   ε). ΩΣΟ. 

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ν κηγαδηθφο αξηζκφο 
2

2

i
z

i
,  κε  α  R.  

α). Να απνδεηρζεί φηη ε εηθφλα ηνπ κηγαδηθνχ z αλήθεη ζηνλ θχθιν κε θέληξν Ο(0, 0) θαη αθηίλα  

      ξ =1.                                                                                                                                

β). Έζησ z1, z2 νη κηγαδηθνί πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηνλ ηχπν 
2

2

i
z

i
, γηα α = 0 θαη α = 2    

     αληίζηνηρα. 

     i). Να  βξεζεί ε  απφζηαζε  ησλ εηθφλσλ ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ z1 θαη z2.                  

     ii).Να απνδεηρζεί φηη ηζρχεη: (z1)
2 λ

 = (  z2)
λ
 , γηα θάζε θπζηθφ αξηζκφ λ.                       

ΛΤΖ  

α). 
2 2

2 2

22 2
1

2 2 2

ii
z

i i
.   



1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ / ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΑΔΙΚΩΝ  
 

Επεξεπγαζία Κειμένος : Πολςσπονιάδηρ Νικόλαορ 

57 

β). Γηα α = 0 : z1  = 
2 0 2

0 2 2

i
i

i i
   θαη γηα α = 2 : z2 = 

2 2
1

2 2

i

i
.  

i). H απφζηαζε ησλ εηθφλσλ ησλ κηγαδηθψλ είλαη ΑΒ = z2  z1  = 1 + i  = 1 21 1 2 .  

ii). ηζρχεη : (z1)
2 λ

 = ( i)
2 λ

 = (i
2
)

v
 = ( 1)

λ
 = ( z2)

v
.  

 

ΘΔΜΑ 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε: f(x) = x
3
  3 x  2 εκ

2
ζ, φπνπ ζ  R κηα ζηαζεξά κε ζ  θ π + 

2
, θ  Z. 

α). Να απνδεηρζεί φηη ε f παξνπζηάδεη έλα ηνπηθφ κέγηζην, έλα ηνπηθφ ειάρηζην θαη έλα ζεκείν   

      θακπήο.                                                                                                                            

β). Να απνδεηρζεί φηη ε εμίζσζε f(x) = 0 έρεη αθξηβψο ηξεηο πξαγκαηηθέο ξίδεο.                

γ). Αλ x1, x2 είλαη νη ζέζεηο ησλ ηνπηθψλ αθξνηάησλ θαη x3 ε ζέζε ηνπ ζεκείνπ θακπήο ηεο f, λα  

     απνδεηρζεί φηη ηα ζεκεία Α(x1, f(x1)),  B(x2, f(x2)) θαη Γ(x3, f(x3)) βξίζθνληαη ζηελ επζεία  

      y = 2 x  2 εκ
2
ζ.                                                                                                           

δ). Να ππνινγηζζεί ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

     ζπλάξηεζεο f θαη ηελ επζεία y = 2 x 2 εκ
2
ζ.                                                                   

ΛΤΖ 

α). f (x) = 3 x
2
  3  θαη f (x) = 6 x 

 
 

β).  Γ1 = ( , 1). Ζ f είλαη γλ. αχμνπζα ζην Γ1.  

lim
x

f(x) = lim
x

(x
3
  3 x  2 εκ

2
ζ) = . 

1
lim
x

f(x) = 
1

lim
x

(x
3
  3 x  2 εκ

2
ζ) = 2  2 εκ

2
ζ = 2 ζπλ

2
ζ > 0.  

άξα f(Γ1) = ( , 2 ζπλ
2
ζ). 

0  f(Γ1), άξα ε f(x) = 0 έρεη αθξηβψο κηα ξίδα ζην Γ1. 

 

 Γ2 = [ 1, 1]. Ζ f είλαη γλ. θζίλνπζα ζην Γ2  

f( 1) = ( 1)
3
 α 3( 1)  2 εκ

2
ζ = 2 ζπλ

2
ζ > 0.  

f(1) = 1
3
  3  2 εκ

2
ζ) = 2  2 εκ

2
ζ < 0.  

άξα f (Γ2) = [ 2  2 εκ
2
ζ, 2 ζπλ

2
ζ]  

0  f (Γ2), άξα ε f(x) = 0 έρεη αθξηβψο κηα ξίδα ζην Γ2. 

 

 Γ3 = (1, + ). Ζ f είλαη γλ . αχμνπζα ζην Γ3.  

1
lim
x

f(x) = 
1

lim
x

(x
3
  3 x  2 εκ

2
ζ) =  2  2 εκ

2
ζ < 0.  

lim
x

f(x) = lim
x

(x
3
  3 x  2 εκ

2
ζ) = + . άξα f (Γ3) = ( 2  2 εκ

2
ζ, + ).  

0  f (Γ3), άξα ε f(x) = 0 έρεη αθξηβψο κηα ξίδα ζην Γ3.  

Δπνκέλσο ε f(x) = 0 έρεη αθξηβψο ηξεηο ξίδεο ζην R. 
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γ). Σα δεηνχκελα ζεκεία είλαη : Α ( 1, 2 ζπλ
2
ζ),  Β(1,  2  2 εκ

2
ζ) θαη  Γ(0, 2 εκ

2
ζ).  

Οη ζπληεηαγκέλεο ησλ Α , Β , Γ ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο (ε) : 

y = 2 x  2 εκ
2
ζ, άξα ηα Α , Β , Γ βξίζθνληαη ζηελ (ε). 

 

δ). Θεσξνχκε g(x) = f(x)  ( 2 x  2 εκ
2
ζ) = x

3
  x. 

 

x                        1                                         0                                           1                                    +  

g(x)  +  + 

 

E = 
0 1

1 0

g x dx g x dx  = 
0 1

3 3

1 0

x x dx x x dx  = 

0 1
4 2 4 2

1 0

1

4 2 4 2 2

x x x x
 η.κ. 

 

ΘΔΜΑ 4  

Έζησ  f  κηα  ζπλερήο θαη γλεζίσο αχμνπζα  ζπλάξηεζε  ζην δηάζηεκα [0, 1] γηα ηελ νπνία ηζρχεη 

f(0) > 0. Γίλεηαη επίζεο ζπλάξηεζε g ζπλερήο ζην δηάζηεκα [0, 1] γηα ηελ νπνία ηζρχεη g(x) > 0  

γηα θάζε x  [0, 1]. Οξίδνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο: 

F(x) = |
0

x

f t g t dt ,  x  [0, 1], 

G(x) = 
0

x

g t dt , x  [0, 1]. 

α). Να δεηρζεί φηη F(x) > 0 γηα θάζε x ζην δηάζηεκα (0, 1].                                                 

β). Να απνδεηρζεί φηη: f(x) G(x) > F(x), γηα θάζε x ζην δηάζηεκα (0, 1].                            

γ). Να απνδεηρζεί φηη ηζρχεη: 
1

1

F x F

G x G
, γηα θάζε x ζην δηάζηεκα (0, 1].                     

δ). Να βξεζεί ην φξην: 

2

2

0 0

0
5

0

lim

x x

xx

f t g t dt t dt

g t dt x

.                                           

ΛΤΖ 

α). Αθνχ νη f, g είλαη ζπλερείο, έρνπκε φηη ε F είλαη παξαγσγίζηκε, κε : F (x) = f(x) g(x), x  [0, 1] 

Αθνχ ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην [0, 1], έρνπκε φηη γηα x > 0  f(x) > f(0)  f(x) > 0.  

Δπηπιένλ γηα θάζε x  [0, 1] είλαη g(x) > 0, εμ‘ ππνζέζεσο.  

Δπνκέλσο είλαη f(x) g(x) > 0,  x  (0, 1 (0,1]. Άξα, είλαη :  F (x) > 0 , x  (0, 1] 

νπφηε ε F είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην [0, 1].  

Δπνκέλσο, γηα : x > 0  F(x) > F(0)  F(x) > 0, x  (0,1].  

 

β). Έρνπκε : f(x) G(x) > F(x)  f(x)
0 0

x x

g t dt f x g t dt    

 
0 0 0

0

x x x

f x g t dt f t g t dt f x g t f t g t dt  

  
0 0

0 0

x x

f x f t g t dt f x f t dt .  

Ζ νπνία ηζρχεη δηφηη :  0  t  x   f(0)  f(t)  f(x)  f(t)  f(x)  0  f(x)  f(t)  0   
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0

0

x

f x f t dt . 

 

γ). Γηα x = 1 ε δνζείζα αληζντζφηεηα ηζρχεη σο ηζφηεηα. 

Γηα x = 1, ζεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε h(x) = 
F t

G t
  t  [x,  1], κε 0 < x < 1. Ζ h ηθαλνπνηεί ηηο 

ππνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Σ (ηνπ δηαθνξηθνχ ινγηζκνχ), νπφηε ππάξρεη μ  (x,  1) ηέηνην ψζηε : 

1
'

1

h h x
h x

x
.  

Αιιά,   
2

' '
'

F t G t F t G t
h t

G t
.  

Απφ ην εξψηεκα β) είλαη f(t) G(t) > F(t) θαη επεηδή g(t) > 0, έρνπκε φηη :  

f(t) g(t) G(t)  F(t) G(t) > 0. Δπνκέλσο είλαη :  

h (t) > 0  h (μ) > 0  
1

1

h h x

x
 > 0  h(1)  h(x) > 0.  

δηφηη 0 < x < 1. Δηζάγσληαο ζηελ ηειεπηαία h(1) = 
1

1

F

G
 θαη h(x) = 

F x

G x
, πξνθχπηεη : 

1

1

F

G
  

F x

G x
 > 0  

1

1

F x F

G x G
, x  (0, 1).  

πλεπψο, είλαη : 
1

1

F x F

G x G
, x  (0, 1].   

 

Άιινο ηξφπνο 

Μέζσ ηεο κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο h(x) = 
F x

G x
,  x  [0, 1]. 

δ).  (Μηα δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε, ζηελ έλλνηα φηη : φιεο νη ιχζεηο πνπ έρσ κέρξη ηψξα ζπλαληήζεη 

ρξεζηκνπνηνχλ ηνλ θαλφλα De L‘ Hospital) 

Δίλαη, ινγσ ηνπ εξσηήκαηνο  γ) : 
2 2 2

2 2 2

0 0 0 0

5 5

5

0

x x x x

x

f t g t dt t dx F x t dx t dx
F x

G x x G x x
g t dt x

 

 

= 

22 2

22 2

00 0

5 5 5

1 1

1 1

xx x

t dxt dx t dx
F x F F

G x x G x G x
    

 

2
2 2

2
2 2

0
0 0

5 5 5

1 1 1

1 1 1

x
x x

t dx t dx t dx
F F F

G x G x G x
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 = 

2

3

6

0

5 5

31 1 1

1 1 3 3 1

x

t

F F Fx
x

G x G x G
.  

θαη επεηδή 
0

1
lim 0

3 1x

F
x

G
, απφ ην θξηηήξην ηεο παξεκβνιήο έρνπκε φηη : 

2

2

0 0

0
5

0

lim

x x

xx

f t g t dt t dx

g t dt x

 = 0.  
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ΔΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΔ ΙΟΤΛΙΟΤ 2007  

 

ΘΔΜΑ 1 

A1). Να απνδείμεηε φηη αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζ‘ έλα ζεκείν x0, ηφηε είλαη θαη  

        ζπλερήο ζην ζεκείν απηφ.                                                                                            

Α2). Ση ζεκαίλεη γεσκεηξηθά ην ζεψξεκα Rolle ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ;                      

 

B). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο δίπια ζην  

      γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε, ηε ιέμε σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

      αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

      α). Ζ εηθφλα f(∆) ελφο δηαζηήκαηνο ∆ κέζσ κηαο ζπλερνχο ζπλάξηεζεο f είλαη δηάζηεκα. 

      β). Αλ f, g, g  είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ζην δηάζηεκα [α, β], ηφηε  

           ' 'f x g x dx f x dx g x dx .                                                               

      γ). Αλ f είλαη κία ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα ∆ θαη α είλαη έλα ζεκείν ηνπ ∆, ηφηε 

           

'

f t dt f x .  γηα θάζε x  ∆.                                                                                         

       δ). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα θαη ζπλερήο ζε έλα αλνηθηφ δηάζηεκα (α, β),  

             ηφηε ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο ζην δηάζηεκα απηφ είλαη ην δηάζηεκα (Α, Β) φπνπ  

             Α = lim
x

f(x) θαη Β = lim
x

f(x).                                                                                

        ε). Έζησ δχν ζπλαξηήζεηο f, g νξηζκέλεο ζε έλα δηάζηεκα ∆. Αλ νη f, g είλαη ζπλερείο ζην ∆   

              θαη f (x) = g (x) γηα θάζε εζσηεξηθφ ζεκείν x ηνπ ∆, ηφηε ηζρχεη f (x) = g (x) γηα θάζε  

              x  Γ.                                                                                                                                                     

ΛΤΖ 

A1). Θέκα Θεσξίαο. 

Α2). Θέκα Θεσξίαο. 

Β). α). Λάζνο,   β). Λάζνο,      γ). σζηφ,      δ). σζηφ,      ε). Λάζνο. 

 

 

ΘΔΜΑ 2  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f(x) = 
2

3
, 0

, 0

x
x

x

x x x x

 

α). Να απνδεηρζεί φηη 
0

lim
x

f(x) = 3.                                                                                        

β). Αλ f 
2

 = π θαη ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν x0 = 0, λα απνδεηρζεί φηη α = β = 3. 

γ). Αλ α = β = 3, λα ππνινγηζζεί ην νινθιήξσκα  
0

f x dx .  

ΛΤΖ 

α). 
0

lim
x

f(x) = 
3

0 0 0

3 3
lim 3 lim 3 lim

3

u x

x x u

x x u

x x u
3.  

 

β). H f είλαη ζπλερήο ζην x0 = 0, άξα 
0 0

lim lim
x x

f x f x .  
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0

2

0 0

lim 3

lim lim

x

x x

f x

f x x x x
 , άξα β = 3.  

 

Γηα x > 0 είλαη   f (x) = 2 x + α  β εκx.  

f 
2

= π  2
2

 + α  β εκ
2

 = π  α = β. Δπνκέλσο α = β = 3.  

 

γ). 2

0 0

3 3f x dx x x x dx  =  
3 2

2

0

3
3 3

3 2
x x x . 

 

 

ΘΔΜΑ 3  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = e
x
  e lnx, x > 0. 

α). Να απνδεηρζεί φηη ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα (1, + ).   

β). Να απνδεηρζεί φηη ηζρχεη f(x)  e, γηα θάζε x > 0.                                                         

γ). Να απνδεηρζεί φηη ε εμίζσζε 

2 2

2 2

2 2 4

21 3

x x

x x

f t dt f t dt f t dt , έρεη αθξηβψο κία ξίδα ζην  

     δηάζηεκα (0, + ).                                                                                                           

ΛΤΖ 

α). f (x) = (e
x
  e lnx)  = e

x
  

e

x
, x > 0.  

f (x) = 

'

2
0x xe e

e e
x x

, x > 0, άξα ε   f  είλαη γλ. αχμνπζα ζην (0 , + ). 

Γηα x > 1  f (x) > f (1)  f (x) > 0, άξα ε f είλαη γλ. αχμνπζα ζην (1 , + ).         [f  γλ.αχμνπζα] 

 

β). Γηα 0 < x < 1  f (x) < f (1)  f (x) < 0, άξα ε f είλαη γλ. θζίλνπζα ζην (0, 1). 

 

x 0                                           1                                                   +  

f(x)   

 

Ζ f παξνπζηάδεη νιηθφ ειάρηζην ην f(1) = e, άξα f (x)  f (1)  f (x)  e, γηα θάζε x > 0. 

 

γ). 

2 2

2 2

2 2 4

21 3

x x

x x

f x dx f x dx f x dx   

2 2

2 2

2 2 4

21 3

0

x x

x x

f x dx f x dx f x dx    

 

2 2

2 2

2 3 4

21 2

0

x x

x x

f x dx f x dx f x dx   

2

2

3 4

21

0

x

x

f x dx f x dx .  

Πξνθαλήο ιχζε ε x = 1    (1). 

 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε g, κε g(x) = 

2

2

3 4

21

x

x

f x dx f x dx , x > 0. 

Δίλαη  
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g (x) = 

2

2

'
3 4

21

x

x

f x dx f x dx  = 2 x f (x
2
 + 3)  2 x f(x

2
 + 1) = 2 x [f(x

2
 + 3)  f (x

2
 + 1)  > 0 

δηφηη  x > 0 θαη 

   1  1 + x
2
 < 3 + x

2
  f(1 + x

2
) < f(3 + x

2
)  f(x

2
 + 3)  f(x

2
 + 1) > 0.  

Άξα ε g είλαη γλ. αχμνπζα ζην (0, + ) θαη ε εμίζσζε g(x) = 0 έρεη κηα ην πνιχ ξίδα    (2)  

Απφ (1) θαη (2) πξνθχπηεη φηη ε g (x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ηε x = 1. 

 

ΘΔΜΑ 4 

Γίλνληαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί z1 = α + β i θαη  z2 = 1

1

2

2

z

z
, φπνπ α, β  R  κε β  0.  

Γίλεηαη επίζεο φηη  z2  z1  R. 

α). Να απνδεηρζεί φηη z2  z1 = 1.                                                                                          

β). Να βξεζεί ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ εηθφλσλ ηνπ z1 ζην κηγαδηθφ επίπεδν.                   

γ). Αλ ν αξηζκφο z1
2
 είλαη θαληαζηηθφο θαη α β > 0, λα ππνινγηζζεί ν z1 θαη λα δεηρζεί φηη  

     (z1 +1 + i)
20

  (
1z  + 1  i)

20
 = 0.                                                                                     

ΛΤΖ 

α). Δίλαη z = α + β i θαη z2  z1 = γ  R   z2 = γ + α + β i. 

z2 = 1

1

2

2

z

z
  α + γ + β i = 

2

2

i

i
  (α + γ + β i) (2 + α  β i) = 2  α + β i  

 2 α + α
2
  α β i + 2 γ + α γ  β γ i + 2 β i + α β i + β

2
  2 + α  β i = 0  

 (α
2
 + 3 α + β

2 
+ 2 γ + α γ  2) + (β  β γ) i = 0  

 {α
2
 + 3 α + β

2 
+ 2 γ + α γ  2 = 0    (1)    θαη  β  β γ = 0   β γ = β  γ = 1 }.  

Άξα z2  z1 = 1.  

 

β). (1)  α
2
 + 3 α + β

2 
+ 2 + α  2 = 0  α

2
 + β

2
 + 4 α = 0.  

(C) : x
2
 + y

2
 + 4 x = 0.  

A
2
 + B

2
  4 Γ = 16 > 0, άξα ν C είλαη θχθινο κε θέληξν Κ ( 2, 0)  

θαη αθηίλα ξ = 2.  

Δίλαη z1 = α + β i θαη α
2
 + β

2
 + 4 α = 0, άξα ε εηθφλα ηνπ z1  θηλείηαη 

ζηνλ θχθιν C. 

Tα ζεκεία Α( 4, 0) θαη Ο(0, 0) εμαηξνχληαη δηφηη β  0.. 

Άξα ν δεηνχκελνο γ.η. είλαη ν θχθινο C ρσξίο ηα ζεκεία Α θαη Ο. 
 

 

γ). z1
2
 = (α + β i)

2
 = α

2
  β

2
 + 2 α β i 

z1
2
  Η  Re(z1

2
) = 0  α

2
  β

2
 = 0  α

2
 = β

2 
θαη επεηδή α β > 0, ζα είλαη α = β    (2) 

Δίλαη α
2
 + β

2
 + 4 α = 0  2 α

2
 + 4 α = 0  2α (α + 2) = 0 θαη επεηδή α β > 0, ζα είλαη  

α + 2 = 0  α = 2. Απφ (2) έρνπκε α = β = 2, άξα z1 = 2  2 i. 

(z1 + 1 + i)
20

 = ( 2  2 i + 1 + i)
20

 = ( 1  i)
20

 = (1 + i)
20

 = [(1 + i)
2
]

10
  = (2 i)

10
. 

( z 1 + 1  i)
20

 = ( 2 + 2 i + 1  i)
20

 = ( 1 + i)
20

 = (1  i)
20

 = [(1  i)
2
]

10
 = ( 2 i)

10
 = (2 i)

10
. 

Άξα (z1 + 1 + i)
20

  ( z 1 + 1  i)
20

 = (2 i)
10

  (2 i)
10

 = 0. 
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ΘΔΜΑΣΑ ΠΑΝΔΛΛΑΓΙΚΩΝ ΔΞΔΣΑΔΩΝ    2008 

 

ΜΑΪΟ 2008 

 

ΘΔΜΑ 1  

A1). Να απνδεηρζεί φηη ε ζπλάξηεζε f(x) = ln x , x  R
*
 είλαη παξαγσγίζηκε ζην R

*
 θαη ηζρχεη: 

       
1

ln 'x
x

.                                                                                                                  

Α2). Πφηε κηα ζπλάξηεζε f ιέκε φηη είλαη ζπλερήο ζε έλα θιεηζηφ δηάζηεκα [α, β] ;       

 

B). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο δίπια ζην  

      γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε, ηε ιέμε σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

      αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

      α). Αλ κηα ζπλάξηεζε f : A → R είλαη 1  1, ηφηε γηα ηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε f 
1
 ηζρχεη:  

           f 
1
(f(x)) = x, x  Α   θαη   f(f 

 1
(y)) = y, y  f(Α).                                                 

      β). Μηα ζπλερήο ζπλάξηεζε f δηαηεξεί πξφζεκν ζε θαζέλα απφ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία νη  

           δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο f ρσξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνχ ηεο.                                           

      γ). Όηαλ ε δηαθξίλνπζα ∆ ηεο εμίζσζεο α z
2 
+ β z + γ = 0 κε  α, β, γ  R θαη α  0 είλαη   

           αξλεηηθή, ηφηε ε εμίζσζε δελ έρεη ξίδεο ζην ζχλνιν C ησλ κηγαδηθψλ.                

      δ). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R θαη ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ,  

            ηφηε θαη‘ αλάγθε ζα ηζρχεη : f (x) > 0, γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ x.              

      ε).  Aλ ε f είλαη ζπλερήο ζε δηάζηεκα ∆ θαη α, β, γ  ∆ ηφηε ηζρχεη :   

ΛΤΖ 

Α1). i). Αλ x > 0 : f(x) = ln x    f(x) = lnx  f (x) = [lnx]  = 
1

x
                                               

             Αλ x < 0 : f(x) = ln x   f(x) = ln( x)   

             Θέηνπκε φπνπ  x = u  θαη έρνπκε: f(u) = lnu  f (u) = [lnu]  = 
1

u
u  = 

1
1

x
 = 

1

x
.  

             Άξα : [ln x ]  = 
1

x
.  

 

Α2). Μηα ζπλάξηεζε f ζα ιέκε φηη είλαη ζπλερήο ζε έλα θιεηζηφ δηάζηεκα [α, β] φηαλ είλαη ζπλερήο  

        ζε θάζε ζεκείν ηνπ (α, β) θαη επηπιένλ lim
x

f x f  θαη lim
x

f x f .  

 

Β). α). ΩΣΟ, β). ΩΣΟ,       γ). ΛΑΘΟ,    δ). ΛΑΘΟ,       ε). ΩΣΟ 

 

ΘΔΜΑ 2  

Αλ γηα ηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο z θαη w ηζρχνπλ : 

(i + 2 2 ) z  = 6 θαη w  (1  i)  = w  (3  3 i), ηφηε λα βξείηε: 

α). ην γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ εηθφλσλ ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ z.                                          

β). ην γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ εηθφλσλ ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ w.                                         

γ). ηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ w .                                                                                              

δ). ηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ z  w .                                                                                        

ΛΤΖ 

α). i + 2 2 z  = 6  i + 2 2 z  = 6  8 1 z = 6  3 z  = 6  z  = 2,  

      επνκέλσο ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ εηθφλσλ Α ησλ κηγαδηθψλ z είλαη θχθινο C µε θέληξν   

     O(0, 0) θαη αθηίλα ξ = 2. 
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β). w  (1  i)  = w  (3  3 i) . Αλ w = x + y i, x  R, y  R ηφηε :  

(x + y i)  (1  i)  = (x + y i)  (3  3 i)   (x 1) + (y + 1) i  = (x 3) + (y + 3) i   

2 2 2 2
1 1 3 3x y x y  

2 2 2 2
1 1 3 3x y x y  

 x
2
  2 x + 1 + y

2 
+ 2 y + 1 = x

2
  6 x + 9 + y

2 
+ 6 y + 9  4 x  4 y  16 = 0 

 x  y  4 = 0 

Άξα ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ εηθφλσλ 

ησλ κηγαδηθψλ w είλαη επζεία (ε) µε 

εμίζσζε   x  y  4 = 0  y = x  4.  

 

 

y = x 

A( 2,2) 

Ο 

4 

(ε) 

4 

 
 

γ). 1
νο

 ηξφπνο 

Ο γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ εηθφλσλ ηνπ  

    κηγαδηθνχ w είλαη ε κεζνθάζεηνο επζεία ζηα  

    άθξα ηνπ ηκήκαηνο πνπ νξίδεηαη απφ ηα  

    ζεκεία  Κ(1,  1) θαη Λ(3,  3).  

     Με δηεχζπλζε : ιΚΛ = 
3 1 2

1
3 1 2

.  

     Καη ηχπν : y =  x. θαη είλαη θάζεηε κε ηελ  

     επζεία ηνπ γ.η ηνπ w,  y = x  4   

     Οη δχν επζείεο ηέκλνληαη ζην ζεκείν Α 

     Α : 
4y x

y x
   

2

2

x

y
  Α(2, 2).  

    Δπνκέλσο ε ειάρηζηε απφζηαζε ησλ εηθφλσλ  
 

y = x 

A( 2,2) 

Ο 

4 

(ε) 

4 

(1, 1) 

(3,3) 

3 

3 

 

     Σνπ κηγαδηθνχ w απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ είλαη min w  = 
2 2

2 0 2 0 8 2 2 .  

 

    2
νο

 ηξφπνο 

    Σν w  είλαη ε απφζηαζε ηεο εηθφλαο Μ ηνπ w απφ ην O(0, 0). Οπφηε,  

     min w  = d(O,(ε)) = 
0 0 4 4

2 2
1 1 2

, αθνχ γηα θάζε ζεκείν Ν  (ε) µε Ν  M ηζρχεη    

     (ΟΝ) > (ΟΜ). 

 

 

 

 

 

     3
νο

 ηξφπνο  



1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ / ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΑΔΙΚΩΝ  
 

Επεξεπγαζία Κειμένος : Πολςσπονιάδηρ Νικόλαορ 

66 

     Ζ επζεία y = x  4, ηέκλεη ηνλ άμνλα x x ζην  

     ζεκείν Μ(4, 0) θαη ηνλ άμνλα y y ζην ζεκείν  

     Ν(0,  4). Οξίδεηαη έλα νξζνγψλην ηξίγσλν  

     απφ ηα ζεκεία ηνκήο θαη ηελ αξρή Ο, κε ίζεο  

     πιεπξέο  ΟΜ = ΟΝ = 4. Ζ ππνηείλνπζα  

     απηνχ ηνπ ηξηγψλνπ είλαη ΜΝ = 4 2   

     (ππζαγφξεην) 

     ην χςνο ηνπ ΟΑ νξίδεη επίζεο δχν νξζνγψληα  

     θαη ηζνζθειή ηξίγσλα ηα ΟΑΜ, θαη ΟΑΝ θαη  

     είλαη  ΟΑ = 
1

2
ΜΝ = 

1

2
2 2  = min w .  

 

A( 2,2) 

Ο 

(ε) 

N(4,0 

M(0, 4) 

 
 

 

δ). Σν z  w  είλαη ε απφζηαζε ησλ εηθφλσλ Α, Μ ησλ κηγαδηθψλ z θαη w αληηζηνίρσο.  

     Δίλαη d(O, (ε)) > ξ = 2 (φπνπ ξ ε αθηίλα ηνπ θχθινπ ηνπ εξσηήκαηνο α) άξα ε (ε) δελ ηέκλεη ηνλ  

     θχθιν C , επνκέλσο: min z  w  = d(O, (ε))  ξ = 2 2   2, αθνχ (ΒΜ)  (ΑΜ) γηα θάζε  

     Α ε C θαη Β ην ζεκείν ηνκήο ηεο ΟΜ µε ηνλ C.  

 

 

 

ΘΔΜΑ 3  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
ln , 0

0 , 0

x x x

x
.  

α). Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην 0.                                                   

β). Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε  f θαη λα βξείηε ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο. 

γ). Να βξείηε ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθψλ ζεηηθψλ ξηδψλ ηεο εμίζσζεο x = xe  γηα φιεο ηηο  

     πξαγκαηηθέο ηηκέο ηνπ α.                                                                                                 

δ). Να απνδείμεηε φηη ηζρχεη : f (x + 1) > f(x + 1)  f(x), γηα θάζε x > 0.                           

ΛΤΖ 

α). Γηα x > 0  νη ζπλαξηήζεηο lnx , 
1

x
 είλαη ζπλερείο  

     
20

'
0 0 0 0 0 0 0

2

1
ln 'ln

lim lim ln lim lim lim lim lim 0
1 11x x x x x x x

xx xxf x x x x
x

x xx

.  

     Ηζρχεη f(0) = 0, άξα 
0

lim 0
x

f x f , επνκέλσο ε f είλαη ζπλερήο ζην x0 = 0. 

 

β). Γηα x > 0 ε f είλαη παξαγσγίζηµε µε f (x) = (x lnx)  = (x) lnx + x (lnx)  = lnx + x
1

x
 = lnx + 1. 

     Θέηνπκε : f (x) = 0  lnx + 1 = 0  lnx = 1  lnx = lne  x = e
1 
= 

1

e
  (0, + ). 

     Λχλνπκε ηελ αλίζσζε : f (x) > 0  lnx + 1 > 0 lnx > 1  lnx > lne
1
  x > e

1
  x > 

1

e
.  
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    θαζψο θαη ηελ αλίζσζε: : f (x) < 0  lnx + 1 < 0 lnx < 1  lnx < lne
1
  x < e

1
  x < 

1

e
. 

     Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [0, + ), επνκέλσο ( ιφγσ ηεο πξνεγνχκελεο δηεξεχλεζεο) έρνπκε: 

 

x 0                              1/e                                       +∞ 
Παξνπζηάδεη νιηθφ ειάρηζην γηα x = 

1

e
  

κε ειάρηζηε ηηκή  
1 1

f
e e

 

                        

f (x)  + 

f(x)     

 0 
                  

1/e               
                

+
  

                      
O.E 

     → Ζ f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα 
1

,
e

 

      → Ζ f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα 
1

0,
e

.  

      → Παξνπζηάδεη (νιηθφ) ειάρηζην ζην x0 = 
1

e
  ην 

1
0

11 1 1 1 1
ln ln

e

f e
e e e e e

.  

       Αθφκα γλσξίδνπκε φηη : 
0

lim 0
x

f x  θαη ππνινγίδνπκε : 

       lim lim ln
x x

f x x x  

      Δπνκέλσο ζχλνιν ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη f(A) = 
1

,
e

.  

 

1
νο

 ηξφπνο  

γ). Δίλαη : 
0

ln ln ln ln ln
x

x xx e x e x e x
x x

  x lnx = α. 

     Θεσξψ ηελ ζπλάξηεζε h(x) =  x lnx = α,  κε x > 0.  

     Ζ ζπλάξηεζε h  είλαη ζπλερήο σο πξάμε ζπλερψλ θαη παξαγσγίζηκε σο πξάμε παξαγσγίζηκσλ  

     Με  h (x) = (x lnx  α)  = lnx + 1  =  f (x). Οπφηε γηα ηελ h έρνπκε :  

     

      

x 0                            1/e                                       +∞ 
Παξνπζηάδεη νιηθφ ειάρηζην γηα x = 

1

e
  

κε ειάρηζηε ηηκή  

1 1 1 1
lnf

e e e e
 

h (x) +  

h(x)     

 α
                 

α 1/e           
                

+
  

                      
O.E 

      
0 0

lim lim ln 0
x x

h x x x   

      lim lim ln
x x

h x x x  

      (i).  Αλ ην α = 0, ηφηε  x  
1

0,
e

 θαη  h(A1) = 
1

,0
e

.  

             Ζ εμίζσζε δελ έρεη ξίδα δηφηη δελ αλήθεη ην 0  ζην ζχλνιν ηηκψλ.  

             Γηα x  
1

,
e

 h(A2) = 
1

,
e

 ην 0 αλήθεη ζην ζχλνιν ηηκψλ άξα  

             Ζ εμίζσζε έρεη ιχζε θαη επεηδή ε h  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ε ιχζε είλαη κνλαδηθή.  
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             Καη κάιηζηα ζεηηθή δηφηη x   
1

,
e

 

       (ii). Γηα  α =  1  ην ζχλνιν ηηκψλ h(A) = [0, + ) ηφηε έρεη κνλαδηθή ξίδα ηελ x = 
1

e
.  

       (iii).  α   
1

e
 > 0,  δειαδή    α < 

1

e
  ην ζχλνιν ηηκψλ h(A) = 

1
,

e
 έρεη ζεηηθέο ηηκέο  

                Άξα ην  0  h(A), δειαδή ε εμίζσζε δελ έρεη ξίδεο.  

        (iv). Γηα α  
1

e
 < 0,  δειαδή α >  

1

e
, έρνπκε δχν πεξηπηψζεηο:  

               [Α πεξίπησζε]:  

               Αλ  α >  
1

e
,  αιιά  α < 0,  δειαδή  

1

e
 < α < 0.  

               Σφηε x  
1

0,
e

, ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο h είλαη : h(A1) = 
1

,
e

, ην  0  h(A1), άξα  

               Ζ εμίζσζε έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα θαη επεηδή ε h είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ε ιχζε  

               είλαη κνλαδηθή θαη κάιηζηα ζεηηθή. 

               γηα x  
1

,
e

, ην ζχλνιν ηηκψλ h(A2) = 
1

,
e

, νπφηε 0  h(A2)  άξα  

                Ζ εμίζσζε έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα θαη επεηδή ε h είλαη γλεζίσο αχμνπζα ε ιχζε  

               ζ‘ απηφ ην δηάζηεκα είλαη κνλαδηθή θαη κάιηζηα ζεηηθή.  

               Άξα έρσ δχν ξίδεο (ζεηηθέο).   

 

               [Β πεξίπησζε]:  

               Αλ α >  
1

e
, αιιά  α > 0.  

               Σφηε γηα x  
1

0,
e

 ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο h είλαη : h(A1) = 
1

,
e

, ην 0  h(A1) 

               Άξα ε εμίζσζε δελ έρεη ιχζε. Αιιά  

               Γηα x   
1

,
e

 ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο h είλαη : h(A1) = 
1

,
e

, ην 0  h(A2) 

               Άξα ε εμίζσζε έρεη ιχζε θαη είλαη ζεηηθή αθνχ h γλεζίσο αχμνπζα θαη x  
1

,
e

 

 

 

2
νο

 ηξφπνο  

γ). Δίλαη : 
0

ln ln ln ln ln
x

x xx e x e x e x
x x

  x lnx = α  f(x) = α.  

     (γηα (x  (0, + )). Άξα ε x = xe   είλαη ηζνδχλακε µε ηελ f (x) = α, x  (0, + ). 

      Έζησ A = A1 A2 φπνπ A1 = 
1

0,
e

 θαη A2 = 
1

,
e

, νπφηε απφ (β) εξψηεκα είλαη  

     f(A1) = 
1

,0
e

 θαη f(A2) = 
1

,
e

. πλεπψο: 

     → Αλ α < 
1

e
, ηφηε α  f(A1 ) θαη α  f( A2), άξα ε εμίζσζε f (x) = α δελ έρεη ξίδεο ζην (0, + ) 
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     → Αλ α = 
1

e
, ηφηε α  f(A1) θαη α  f(A2), πνπ επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην A2 ε  

          εμίζσζε f(x) = α  ζα έρεη κνλαδηθή ξίδα (ην x0 = 
1

e
). 

     → Αλ α  
1

,0
e

, ηφηε α  f(A1) θαη α  f(A2), άξα ε εμίζσζε f(x) = α έρεη δχν ξίδεο µία ζην  

          A1 θαη µία ζην A2 αθνχ ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην A1 θαη γλεζίσο αχμνπζα ζην A2. 

     → Αλ α = 0, ηφηε α  f(A1) θαη α  f(A2) άξα ε εμίζσζε f (x) = α έρεη κνλαδηθή ξίδα ην x0 = 1  

          αθνχ f(1) = 1 ln1 = 0 θαη ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην A2. 

     → Αλ α > 0, ηφηε α  f(A1) θαη α  f(A2) άξα ε εμίζσζε f(x) = α έρεη κνλαδηθή ιχζε αθνχ ε f   

          είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην A2.  

 

3
νο

 ηξφπνο  

γ). Δίλαη : 
0

ln ln ln ln ln
x

x xx e x e x e x
x x

  x lnx = α  f(x) = α.  

     νη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο δίλνληαη γξαθηθά απφ ηα ζεκεία ηνκήο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = x lnx 

     θαη ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο επζείαο y = α.  

     κηα πξφρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο   

     ζπλάξηεζεο θαη ηεο ζρεηηθέο ζέζεηο πνπ    

     κπνξεί λα έρεη ε νξηδφληηα επζεία y = α,  

     θαίλεηαη ζην δηπιαλφ ζρήκα     

     → Αλ α <  
1

e
. Ζ εμίζσζε f(x) = α.  

           Γελ έρεη θακία ξίδα.  

     →  Αλ α =  
1

e
. Ζ εμίζσζε f(x) = α.  

           Γελ έρεη κία ξίδα  

     → Αλ   
1

e
< α  0. Ζ εμίζσζε f(x) = α.  

           Ζ εμίζσζε έρεη δχν ξίδεο.  
 

1/e 

1/e 

y = α 

y = α 

y = α 

y = α 

Cf 

 

       → Αλ α > 0. Ζ εμίζσζε f(x) = α, έρεη κία ξίδεο. 

1
νο

 ηξφπνο 

δ). Γηα x > 0 είλαη f (x) = lnx + 1, άξα f (x) = (lnx + 1)  = 
1

x
 > 0, άξα ε f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα  

     ζην (0, + ) 

     →  Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [x, x +1], x > 0 σο γηλφκελν ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ x θαη lnx 

     →  Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (x, x + 1) δηφηη lnx  παξαγσγίζηµε ζην (0, + ).  

           Με f (x) = lnx + 1 

     Άξα ζχκθσλα µε ην Θ.Μ.Σ. (δηαθ. Λνγηζκνχ) ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (x, x + 1) 

     (x > 0) ηέηνην ψζηε : f (μ) = 
1 1

1 1

f x f x f x f x

x x
 = f(x + 1)  f(x)            (1) 

     Όκσο μ < x + 1 θαη f  γλεζίσο αχμνπζα ζην (0, + ) άξα  

     f (μ) < f (x + 1)  f(x + 1)  f(x) < f (x + 1) , άξα ηζρχεη ε αλίζσζε. 

 

2
νο

 ηξφπνο 

Έρνπκε : f(x) = x lnx  f (x) = lnx + 1 

Θέινπκε λα δείμνπκε φηη : f (x + 1) > f(x + 1)  f(x)  
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Οπφηε : ln(x + 1) + 1 > (x + 1) ln(x + 1)  x lnx   

              ln(x + 1) + 1 > x ln(x + 1) + ln(x + 1)  x lnx  

              1 > x ln(x + 1)  x lnx   ln(x + 1)  lnx < 
1

x
,   x > 0 

Θεσξψ g(t) = lnt / [x, x + 1] εθαξκφδσ Θ.Μ.Σ. 

→ Ζ g ζην [x, x + 1] ζπλερήο σο βαζηθή ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε 

→ Ζ g ζην  (x, x + 1) παξαγσγίζηκε σο βαζηθή ζπλάξηεζε  

     Με  f (t) = 
1

t
,  t > 0.  

     Ηζρχνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Σ. άξα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα μ  (x, x + 1)  

     ψζηε λα ηζρχεη : f (μ) = 
1 ln 1 ln

ln 1 ln
1 1

f x f x x x
x x

x x
 

      άξα μ  (x, x + 1)  x < μ < x  +1  
1 1 1

1x x
  ln(x + 1)  lnx < 

1

x
.  

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε ζπλερήο ζην R γηα ηελ νπνία ηζρχεη f(x) = (10 x
3
 + 3 x)

2

0

f t dt   45 

α). Να απνδείμεηε φηη f(x) = 20 x
3 
+ 6 x  45.                                                                  

 

β). Γίλεηαη επίζεο κηα ζπλάξηεζε g δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R. Να απνδείμεηε φηη : 

      g (x) = 
0

' '
lim
h

g x g x h

h
.                                                                                  

γ). Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε f ηνπ εξσηήκαηνο (α) θαη ηε ζπλάξηεζε g ηνπ εξσηήκαηνο (β) ηζρχεη φηη 

      
20

2
lim 45
h

g x h g x g x h
f x

h
, θαη g(0) = g (0) = 1, ηφηε 

      i).  λα απνδείμεηε φηη g(x) = x
5 
+ x

3 
+ x + 1.                                                               

      ii). λα απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε g είλαη 1  1.                                                      

ΛΤΖ 

1
νο

 ηξφπνο 

α). Έζησ α = 

2

0

f t dt ,  α  R, ηφηε έρνπκε: f(x) = α (10 x
3 

+ 3 x)  45. 

      Ζ f είλαη ζπλερήο ζην [0, 2]  R, άξα 

      

2

0

f x dx  = 

2

3

0

10 3 45x x dx   α =  α

2 2

3

0 0

10 3 45x x dx dx    

       α = α

2
4 2

0

5 3

2 2

x x
  45

2

0
x   α = 46 α  90  α = 2.  

      Άξα ε ζπλάξηεζε f έρεη ηχπν : f(x) = 20 x
3
 + 6 x  45,  x  R. 

2
νο

 ηξφπνο 

     f x  = 

2

3

0

10 3 45x x f x dx   

      

2

0

f x dx  = 

2 2

3

0 0

10 3 45x x f x dx dx    
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2

0

f x dx  =  
2

0

f x dx

2 2

3

0 0

10 3 45x x dx dx    

       
2

0

f x dx  = 
2

0

f x dx

2
4 2

0

5 3

2 2

x x
  45

2

0
x    

       
2

0

f x dx  = 46
2

0

f x dx   90  46
2

0

f x dx   
2

0

f x dx  = 90 

       45
2

0

f x dx  = 90  
2

0

f x dx  = 2.  

      Άξα ε ζπλάξηεζε f έρεη ηχπν : f(x) = 20 x
3
 + 6 x  45,  x  R. 

 

1
νο

 ηξφπνο 

β). Ζ g είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηµε ζην R άξα ε g είλαη g  ζπλερείο ζην R. Γηα x  x0, έρνπκε: 

     g (x0) = 
0 0

0 0

0
0 0

' ' ' '
lim lim
x x x x

g x g x g x g x

x x x x
.      

     Θέησ x  x0 = h, νπφηε :  g (x0) = 
0

' '
lim
h

g x g x h

h
.  

     Άξα γηα θάζε x  R ηζρχεη  g (x) = 
0

' '
lim
h

g x g x h

h
 

 

2
νο

 ηξφπνο 

β). Ζ g δχν θνξέο παξαγσγίζηκε άξα g, g  ζπλερείο , γηα θάζε h  0.  

     
0

0 0

' ' ' '
lim lim
h h

g x g x h g x h g x

h h
 =         

     Θέηνπκε u =  h, άξα  x  h = x + u, θαη έρνπκε: 

     = 
0

0 0

' ' ' '
lim lim '' .
h u

g x h g x g x u g x
g x

h u
 

 

3
νο

 ηξφπνο 

β). Ζ g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην R (αθνχ ε g είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηµε ζην R). Άξα γηα h  0 

     Γηα x  R έρνπκε: 0 0 0 0

0 0

' ' ' '
'' lim lim

u h

h u

g x h g x g x h g x
g x

h u
 =  

     =   
0 0 0 0

0 0

' ' ' '
lim lim
u u

g x g x u g x g x u

u u
, x0  R.  

    Δπνκέλσο γηα θάζε  x  R ηζρχεη g (x) = 
0

' '
lim
u

g x g x h

h
 

 

1
νο

 ηξφπνο 

γ). 
20

2
lim
h

g x h g x g x h

h
 = 

2 20
lim
h

g x h g x g x h g x

h h
 =   

      

0

0

. ' 0

' 0 ' 0
lim

2 2D L H h

g x h g x h

h h
 = 

0

' '
lim

2 2h

g x h g x h

h h
 =  
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        = 
0

' ' ' '
lim

2 2h

g x h g x g x g x h

h h
 =  

      = 
0

' ' ' '1
lim

2 h

g x h g x g x g x h

h h
 = 

1 1
'' '' '' ''

2 2
g x g x g x g x   

        Άξα απφ ππφζεζε : g (x) = f(x) + 45  g (x) = 20 x
3 
+ 6 x = [5 x

4 
+ 3 x

2
] ,  

        Δπνκέλσο, επεηδή ε g  είλαη ζπλερήο ζην R ζα έρνπκε: 

        g (x) = 5 x
4 
+ 3 x

2 
+ c1, c1  R. 

        Δίλαη : g (0) = 1  c1 = 1, άξα g (x) = 5 x
4 
+ 3 x

2 
+ 1  g (x) = ( x

5 
+ x

3 
+ x )   

        Ζ g ζπλερήο ζην R  

        g(x) = x
5
 + x

3
 + x + c2, c  R. Όκσο  g(0) = 1  c2 = 1, επνκέλσο :  

        g(x) = x
5
 + x

3
 + x + 1, x  R. 

 

    ii).Ζ g είλαη παξαγσγίζηµε ζην R µε : g (x) = 5 x
4
 + 3 x

2
 + 1 > 0 γηα θάζε x  R, αθνχ 5 x

4
 ≥ 0,  

        3 x
2
 ≥ 0, επνκέλσο ε g είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην R. Οπφηε ζα είλαη θαη ‗‘1  1‘‘ ζε απηφ. 

 

 

2
νο

 ηξφπνο  

γ). i). Δίλαη : 
20

2
lim 45
h

g x h g x g x h
f x

h
 

         Έρνπκε: 

0

0

20 . '

2
lim
h D L H

g x h g x g x h

hh
 

         = 
20 0

' ' 0 ' ' ' '
lim lim

2'h h

g x h x h g x h x h g x h g x h

hh
 =  

        = 
0

' ' ' '
lim

2h

g x h g x g x g x h

h
 =  

        
0

' ' ' '1
lim

2 h

g x h g x g x g x h

h h
 = 

1
'' ''

2
g x g x  = g (x) 

        Άξα: g (x) = f(x) + 45  g (x) = 20 x
3 

+ 6 x  45 + 45  g (x) = 20 x
3
 + 6 x  

        Δπνκέλσο, επεηδή ε g  είλαη ζπλερήο ζην R ζα έρνπκε: 

        g (x) = 

4 2

20 6
4 2

x x
c   g (x) = 5 x

4 
+ 3 x

2 
+ c,  c  R. 

        Γηα x = 0 : g (0) = 1  5 0 + 3 0 + c = 1  c = 1,  

        Άξα g (x) = 5 x
4 
+ 3 x

2 
+ 1  g(x) = 

5 3

15 3
5 3

x x
x c   g(x) = x

5
 + x

3
 + x + c1,  c1  R 

        Ζ g ζπλερήο ζην R  

        g(x) = x
5
 + x

3
 + x + c2, c  R. Όκσο  g(0) = 1  0 + 0 + 0 + c1 = 1  c1 = 1,  

        Δπνκέλσο :  g(x) = x
5
 + x

3
 + x + 1,  x  R. 

 

    ii).Ζ g(x) = = x
5
 + x

3
 + x + 1,  x  R είλαη ζπλερήο σο πνιπσλπκηηθή, παξαγσγίζηµε ζην R µε :  

         g (x) = 5 x
4
 + 3 x

2
 + 1 > 0 γηα θάζε x  R, αθνχ 5 x

4
 ≥ 0,  3 x

2
 ≥ 0, επνκέλσο ε g είλαη  

         γλεζίσο αχμνπζα ζην R. Οπφηε ζα είλαη θαη «1  1» ζην R. 
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ΔΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΔ ΙΟΤΛΙΟΤ 2008 

 

ΘΔΜΑ 1 

Α). Έζησ κία ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ‘ έλα δηάζηεκα [α, β]. Αλ G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην  

      [α, β], ηφηε λα απνδείμεηε φηη  f x dx  = G(β)  G(α).                                            

 

Β). Ση ζεκαίλεη γεσκεηξηθά ην Θεψξεκα Μέζεο Σηκήο ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ ;          

 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδην ζαο δίπια ζην  

      γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε ηε ιέμε σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

      αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε 

      α). Τπάξρνπλ ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη 1  1, αιιά δελ είλαη γλεζίσο κνλφηνλεο.           

      β). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη θνίιε ζ‘ έλα δηάζηεκα Γ, ηφηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο  

           παξάζηαζεο ηεο f ζε θάζε ζεκείν ηνπ Γ βξίζθεηαη θάησ απφ ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε, κε  

           εμαίξεζε ην ζεκείν επαθήο ηνπο.                                                                               

      γ). Σν νινθιήξσκα f x dx  είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ ρσξίσλ πνπ  

           βξίζθνληαη πάλσ απφ ηνλ άμνλα x x κείνλ ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ ρσξίσλ πνπ  

           βξίζθνληαη θάησ απφ ηνλ άμνλα x x.                                                                          

      δ). Αλ α, β πξαγκαηηθνί αξηζκνί, ηφηε : α + β i = 0  α = 0 ή  β = 0.                            

      ε). Έζησ κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζ‘ έλα ζχλνιν ηεο κνξθήο (α, x0) (x0, β) θαη L έλαο  

           πξαγκαηηθφο αξηζκφο. Σφηε ηζρχεη ε ηζνδπλακία : 
0

lim
x x

f(x) = L  
0

lim
x x

 [f(x)  L) = 0.  

ΛΤΖ  

Α). Θέκα Θεσξίαο.  

Β). Θέκα Θεσξίαο.  

Γ). α). σζηφ,        β). Λάζνο,  γ). σζηφ, δ). Λάζνο,        ε). σζηφ.  

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη φηη ν κηγαδηθφο αξηζκφο z1 = 
1 3

2

i
 είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο z

2 
+ β z + γ = 0, φπνπ β θαη γ 

πξαγκαηηθνί αξηζκνί.  

α). Να απνδείμεηε φηη β = 1 θαη γ = 1.  

β). Να απνδείμεηε φηη z
3
 = 1.   

γ). Να βξείηε ηνλ γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ εηθφλσλ ηνπ κηγαδηθνχ αξηζκνχ w, γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη : 

      w = z1  z
1 .                                                                                                                

ΛΤΖ  

α). 1
νο

 ηξφπνο  

Αλ z1 = 
1 3

2

i
, είλαη ε κηα ξίδα, ηφηε ε άιιε ξίδα είλαη ε z2 = 

1 3

2

i
. (Σχπνη Vieta) 

S = z1 + z2 = 
1 3

2

i
 + 

1 3

2

i
 = 1   θαη S = 

1
, άξα :  β = 1  β =  1. 

Ρ = z1 z2 
1 3

2

i 1 3

2

i
 = 

1 3

4
 = 1  θαη P = 

1
, άξα γ = 1.  
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2
νο

 ηξφπνο 

Αλ z1 = 
1 3

2

i
, είλαη ε ξίδα ηεο εμίζσζεο z

2
 + β z + γ = 0, ηφηε 

2

1 3 1 3
0

2 2

i i
 

 

2
21 2 3 3 1 3

0
2 2

i i i
  

1 2 3 3 1 3
0

2 2

i i
   

 1 3 3 2 0i i   
2 1 0 2 1 0 1

1 13 3 0
.  

 

β). Σν z1 είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο  z
2
  z + 1 = 0, άξα   z1

2
  z1 + 1 = 0  

1
oο

 ηξφπνο 

(z1 + 1) (z1
2
  z1 + 1) = 0  z1

3
 + 1 = 0  z1

3
 = 1.  

 

2
oο

 ηξφπνο 

z1
2
  z1 + 1 = 0  z1

2
 = z1  1       (1) 

(1)  z1
3
 = z1

2
  z1  z1

3
 = z1  1  z1  z1

3
 = 1.  

 

3
oο

 ηξφπνο 

z1
2
  z1 + 1 = 0  { z1 (z1 1) = 1,  z2

2
 = z1  1 }  z1 z1

2
 = 1  z1

3
 =  1.  

 

4
oο

 ηξφπνο 

z1
3
 = 

3 2 3
3

1 3 1 3 3 3 3 31 3

2 8 8

i i i ii
 = 

1 3 3 9 3 3
1

8

i i
 

γ). w  = z1  1z   w  = 2 Im(z1) i   w  = 
3

2
2

i .  

w  = 3 , άξα ν γ.η. ησλ εηθφλσλ ηνπ 2 είλαη ν θχθινο κε θέληξν Ο(0, 0) θαη αθηίλα ξ = 3 . 

 

 

ΘΔΜΑ 3    

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = x
2
  2 lnx, x > 0. 

α). Να απνδείμεηε φηη ηζρχεη : f(x)  1 γηα θάζε x > 0.                                                         

β). Να βξείηε ηηο αζχκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f.                      

γ). Έζησ ε ζπλάξηεζε g(x) = 

ln
, 0

, 0

x
x

f x

k x

.  

      i). Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ k έηζη ψζηε ε § λα είλαη ζπλερήο.                                        

     ii). Αλ  k = 
1

2
, ηφηε λα απνδείμεηε φηη ε g έρεη κία, ηνπιάρηζηνλ, ξίδα ζην δηάζηεκα (0, e). 

ΛΤΖ  

α). f (x) = (x  2 lnx)  = 2 x  
22 2 2x

x x
,  x > 0.  

f (x) = 0  
22 2x

x
 = 0  2 x = 2  x = 1,  x > 0 
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x 0                                            1                                               +  

f (x)  + 

f(x)   

 

Ζ f παξνπζηάδεη νιηθφ ειάρηζην ην f(1) = 1, άξα f(x)  f(1)  f(x)  1, γηα θάζε x > 0. 

 

β).   
0

lim
x

f(x) = 
0

lim
x

(x
2
  2 lnx) = + .  

άξα έρεη θαηαθφξπθε αζχκπησηε ηελ επζεία x = 0 (y y).  

 
2 2ln ln

lim lim lim 2
x x x

f x x x x
x

x x x
, δηφηη : 

0

0ln 1
lim lim 0
x DLH x

x

x x
.  

άξα δελ έρεη νξηδφληηεο ή πιάγηεο αζχκπησηεο. 

 

γ). i). 
0

lim
x

g(x) = 
2

0 0 0 0

1 1

ln 1 1
lim lim lim lim

2' 2 2 2
2

DLHx x x x

x x x

f x f x x
x

x

. g(0) = k. 

Γηα λα είλαη ε g ζπλερήο ζην x0 = 0 πξέπεη  
0

lim
x

g(x) = g(0)  k =  1. 

 

ii).  ε g είλαη ζπλερήο ζην [0, e].  

      g(0) =  
1

2
 < 0.  

      g(e) = 
2

ln 1
0

2

e

f e e
. Γειαδή : g(0) g(e) < 0.  

Απφ Θ. Bolzano ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο g(x) = 0 [ζην (0, e). 

 

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ f κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην δηάζηεκα [0, + ) γηα ηελ νπνία ηζρχεη f(x) > 0 γηα θάζε x > 0. 

Οξίδνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο : F(x) = 
0

x

f t dt , x  [0, + ), h(x) = 

0

x

F x

t f t dt

, x  (0, + ).  

α). Να απνδείμεηε φηη 

1

1

0

1te f t F t dt F .                                                  

β). Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε h είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα (0, + ).  

γ). Αλ h(1) = 2, ηφηε :  

      i). Να απνδείμεηε φηη : 

2 2

0 0

2f t dt t f t dt .                                                   

      ii).Να απνδείμεηε φηη : 

1

0

1
1

2
F t dt F .                                                             

ΛΤΖ  
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α). 
1 1

1 1

0 0

't te f t F t dt e F t F t dt  = 
1

1 1

0

't te F t e F t dt  =  

 = 
1

1

0

'te F t dt  = 
1

1 0 1

0
1 0te F t e F e F  = 1 F(1)  e

1
0 = F(1).  

 

β). Γηα x > 0 είλαη : 

''

0 0

2

0
0

'

'

x x

x
x

F x t f t dt F x t f t dt
F x

h x

t f t dt t f t dt

 =  

 = 0

2

0

x

x

f x t f t dt F x x f x

t f t dt

 = 
0

2

0

x

x

f x t f t dt x F x

t f t dt

 < 0. δηφηη : 

 f (x) > 0  

  

2

0

x

t f t dt  > 0 

 Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε θ, κε θ(x) = 
0

x

t f t dt   x F(x), x  0.  

Δίλαη θ (x) = 

'

0

' 0

x

t f t dt x F x x f x F x x F x F x  

δηφηη f(x) > 0 θαη F(x) = 
0

x

f t dt  > 0, γηα x > 0  

Δπνκέλσο ε θ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην [0 , + ).  

Γηα x > 0  θ(x) < θ(0)  
0

x

t f t dt   x F(x) < 0.  

 

γ). 2 > 1  h(2) < h(1)  

2

0

2 2

0 0

2
2 2

f t dt
F

t f t dt t f t dt

.  

θαη επεηδή 

2

0

t f t dt  > 0, αθνχ f(x) > 0 θαη 2 > 0.  

2

2 2 2 2

0

2

0 0 0 0

0

2 2

f t dt

t f t dt t f t dt f t dt t f t dt

t f t dt

.  
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δ). h(1) = 2  
1

1

0

0

1 1
2

2

F F
t f t dt

t f t dt

     (1 ) 

Δίλαη 
1 1 1

1

0
0 0 0

' 'F t dt t F t dt t F t t F t dt  = 
1

0

1F t f t dt  =  

= F (1)  
1 1

2 2

F F
.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


