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ΘΕΜΑ 1o

A.
Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ' ένα διάστημα [α, β]. Αν G  είναι μια παράγουσα της f  στο [α, β], τότε να δείξετε ότι
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Μονάδες 12 

Β.1.
Έστω η συνάρτηση f(x) = ημx. Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο ΙR και ισχύει

f΄(x) = συνx .

Μονάδες 8

Β.2.
Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α.
Αν η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο [α,β] και συνεχής στο (α,β], τότε η f παίρνει πάντοτε στο [α,β] μία μέγιστη τιμή.

Μονάδα 1

β.
Κάθε συνάρτηση, που είναι 1-1 στο πεδίο ορισμού της, είναι γνησίως μονότονη.

Μονάδα 1

γ.
Αν υπάρχει το όριο της συνάρτησης f στο x0 και
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Μονάδα 1

δ.
Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο ΙR , τότε
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ε. 
Αν 
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τότε f(x) > 0 κοντά στο  x0 .
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ΘΕΜΑ 2ο

Έστω  z  ένας μιγαδικός αριθμός  και  f(ν) = iν z,    ν ( IN*.

α.
Να δείξετε ότι f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = 0 .
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β.
Αν (z(= ρ  και Arg(z) = θ,  να δείξετε ότι 

f(13) = ρ
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γ.
Αν (z(= 2 και Arg(z) = 
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, να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου με κορυφές τα σημεία του μιγαδικού επιπέδου που είναι εικόνες των μιγαδικών αριθμών 0,  z και  f(13).
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ΘΕΜΑ 3ο

Έστω οι συναρτήσεις f, g με πεδίο ορισμού το ΙR .

Δίνεται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης fog είναι 1-1.

α.
Να δείξετε ότι η g είναι 1-1. 
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β.
Να δείξετε ότι η εξίσωση:

g(f(x) + x3 - x) = g(f(x) + 2x -1) έχει ακριβώς δύο θετικές και μία αρνητική ρίζα.

Μονάδες 18

ΘΕΜΑ 4ο

α.
Έστω δύο συναρτήσεις h, g συνεχείς στο [α, β].


Να αποδείξετε ότι αν h(x) > g(x) για κάθε x ( [α, β], τότε και     
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Μονάδες 2

β.
Δίνεται η παραγωγίσιμη στο ΙR συνάρτηση f, που ικανοποιεί τις σχέσεις: 
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Να εκφραστεί η f΄ ως συνάρτηση της f.
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ιι) 
Να δείξετε ότι  
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ιιι)
Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της f, τις ευθείες x = 0,  x = 1 και τον άξονα x΄x, να δείξετε ότι
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ : 1Ο
Α.
Η συνάρτηση 
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Από την (1) για x=α έχουμε 
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Επομένως 
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Οπότε για 
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Β.1. Για κάθε 
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Επειδή 
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τότε έχουμε 
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Β.2. 
α) Λάθος 



β) Λάθος 



γ) Σωστό



δ) Σωστό(Αν η f΄συνεχής )



ε) Σωστό

ΘΕΜΑ 2Ο

f(v)=iv
[image: image30.wmf]z

×

,   
[image: image31.wmf]*

N

v

Î


α.

[image: image32.wmf]=

+

×

+

×

+

×

=

+

+

+

z

i

z

i

z

i

z

i

)

18

(

f

)

13

(

f

)

8

(

f

)

3

(

f

18

13

8

3
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β.
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γ.
Έστω Ο(0,0) η εικόνα του μιγαδικού 0, Α η εικόνα του μιγαδικού z και Β η εικόνα του μιγαδικού f(13)=
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Έχουμε ότι 
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ΘΕΜΑ 3Ο
α.
Επειδή η 
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 με πεδίο ορισμού το R είναι 1-1 θα έχουμε ότι για κάθε 
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και από την σχέση (1) έχουμε ότι: 
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β.
Επειδή η g είναι 1-1 θα έχουμε ότι: 
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Έστω 
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Έχουμε ότι: 
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και 
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Όταν  
[image: image61.wmf]]

1

,

(

x

-

-¥

Î

 η h έχει τιμές στο 
[image: image62.wmf]]

3

,

(

-¥

 στο οποίο περιέχεται το 0 άρα έχει ρίζα μοναδική επειδή είναι γνησίως αύξουσα. 


Όταν 
[image: image63.wmf]]

1

,

1

[

x

-

Î

 τότε έχει τιμές στο 
[image: image64.wmf][

]

3

,

1

-

 στο οποίο περιέχεται το 0 άρα έχει ρίζα μοναδική γιατί είναι γνησίως φθίνουσα. 


Όταν 
[image: image65.wmf][

)

+¥

Î

,

1

x

 έχει τιμές στο [-1,+
[image: image66.wmf])

¥

 στο οποίο περιέχεται το 0 άρα είναι ρίζα μοναδική γιατί είναι γνησίως αύξουσα. 


Η ρίζα του διαστήματος 
[image: image67.wmf]]

1

,

(

-

-¥

 είναι αρνητική, η ρίζα του διαστήματος 
[1,+
[image: image68.wmf])

¥

 είναι θετική και η ρίζα του διαστήματος [-1, 1] ανήκει ειδικότερα στο (0,1) γιατί ισχύει το θεώρημα Bolzano στο [0,1] επειδή η h έχει συνεχής σαν πολυωνυμική και h(0)
[image: image69.wmf]0

1

)

1

(

1

)

1

(

h

<

-

=

-

×

=

×


ΘΕΜΑ 4Ο
α.
Θεωρώ 
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Παραγωγίζοντας την σχέση (1) βρίσκουμε: 
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Άρα 
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Παρατηρώ ότι 
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Παρατηρώ ότι 
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Όμως 
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iii) Ισχύει 
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Παρατηρώ ότι για x=0 θα ισχύει σαν ισότητα.

Δηλαδή : 
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Η ανίσωση γίνεται 
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Το α΄ μέλος της ζητούμενης ισχύει

Το β΄ μέλος : 
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