ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΗ

ΕΙΣΑΓΩΓΗ
Μία απεικόνιση των στοιχείων ενός πεπερασμένου συνόλου, σε ένα πεπερασμένο σύνολο με δεδομένη δομή, λέγεται σχηματισμός .

Π.Χ : Έστω Α={α1,α2,α3,…,αν} ένα σύνολο ν αντικειμένων που θέλουμε να τα τοποθετήσουμε σε κ διαφορετικά κελιά (κουτιά) αριθμημένα από το 1μέχρι το κ (σύνολο Β={1,2,3,…,κ}). Έχουμε λοιπόν μια απεικόνιση :
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Κάθε φορά που τα αντικείμενα αi κατανέμονται στα κελιά έχουμε ένα σχηματισμό.

Οι ΜΕΤΑΘΕΣΕΙΣ, ΔΙΑΤΑΞΕΙΣ, ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΙ, είναι από τους πιο γνωστούς σχηματισμούς.

Η συνδυαστική ασχολείται με την απαρίθμηση  και την εξέταση των ιδιοτήτων των σχηματισμών. 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1) ΒΑΣΙΚΗ ΑΡΧΗ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗΣ :

·    Πόσοι διψήφιοι αριθμοί υπάρχουν;

·    Πόσοι τριψήφιοι άρτιοι αριθμοί υπάρχουν;

·    Πόσοι τριψήφιοι αριθμοί υπάρχουν με άθροισμα των δύο 

        πρώτων ψηφίων του 5;

·    Κατά πόσους τρόπους μπορούμε να κρεμάσουμε σε μια 

        κρεμάστρα με 6 θέσεις 8 σακάκια;

·    Σε μία κάλπη υπάρχουν 4 κίτρινα και 5 μαύρα σφαιρίδια. Κατά

        πόσους τρόπους μπορούμε να επιλέξουμε 4 σφαιρίδια, ώστε:

       α) και τα τρία να είναι κίτρινα;

       β) δύο να είναι κίτρινα;

       γ) ένα τουλάχιστον να είναι κίτρινο;

       δ) το πολύ ένα να είναι κίτρινο;

2) ΜΕΤΑΘΕΣΕΙΣ ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ (-ΚΥΚΛΙΚΕΣ) ν ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ

·    Με πόσους τρόπους μπορούν να τοποθετηθούν σε μια σειρά 6 

       μαθητές; Αν καθίσουν κυκλικά πόσοι τρόποι υπάρχουν;

·    Πόσες ¨λέξεις¨ σχηματίζονται με τους αναγραμματισμούς της

       λέξης ¨ΑΡΗΣ¨;

·    Κατά πόσους τρόπους μπορεί να σχηματισθεί μια 5-μελής 

       επιτροπή (πρόεδρος-αντιπρόεδρος-γραμματέας-ταμίας-μέλος) 

       από 5 μαθητές;

3) ΔΙΑΤΑΞΕΙΣ ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ (-ΚΥΚΛΙΚΕΣ) ν ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΑΝΑ κ ΧΩΡΙΣ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ

· Πόσους τριψήφιους αριθμούς με διαφορετικά ψηφία μπορούμε να σχηματίσουμε με τα ψηφία 1,2,3,4,5;

·    Πόσους τριψήφιους αριθμούς με διαφορετικά ψηφία μπορούμε

        να σχηματίσουμε με τα ψηφία 0,1,2,3,4,5;

·    Διαθέτουμε 3 αθλητικές φανέλες με τα νούμερα 9 , 10 , 11. Από

       μια ομάδα 10 παικτών θέλουμε να επιλέξουμε το πολύ 3 παίκτες

       για να τους μοιράσουμε κάποιες από αυτές τις φανέλες. Κατά

       πόσους τρόπους μπορεί να γίνει αυτό;

·    Με πόσους τρόπους 6 άτομα μπορούν να καθίσουν σε 4

        καρέκλες γύρω από ένα κυκλικό τραπέζι;

4) ΔΙΑΤΑΞΕΙΣ ν ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΑΝΑ κ ΜΕ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ

·    Με πόσους τρόπους 7 αυτοκίνητα μπορούν να παρκάρουν σε 5

       γκαράζ; ( κάθε γκαράζ χωρά ένα μόνο αυτοκίνητο)

·    Με πόσους τρόπους 5 αυτοκίνητα μπορούν να παρκάρουν σε 7

       γκαράζ; ( κάθε γκαράζ χωρά ένα μόνο αυτοκίνητο)

·    Με πόσους τρόπους 5 άτομα μπορούν να διανυκτερεύσουν σε 7

       ξενοδοχεία; 

·    Πόσες στήλες ΠΡΟ-ΠΟ πρέπει να συμπληρώσουμε για να έχουμε σίγουρη επιτυχία;

5) ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΙ ν ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΑΝΑ κ
·    Από 10 μαθητές πόσες διαφορετικές ομάδες μπορούμε να

       σχηματίσουμε με 3 το πολύ μαθητές;

·    Πόσοι είναι οι αναγραμματισμοί της λέξης ¨ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ¨

·    Πόσες διαγώνιες έχει ένα ν-γωνο;

·    Ένας προπονητής έχει στην διάθεσή του 12 παίκτες και θέλει 

        να φτιάξει 2 πεντάδες για να παίξουν έναν αγώνα μπάσκετ. 

       Κατά πόσους τρόπους μπορεί να γίνει η επιλογή αυτή των

       ομάδων;

· ΜΙΑ ΒΑΣΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ :
1. Για την απαρίθμηση των στοιχείων ενός συνόλου το βασικότερο εργαλείο είναι " η βασική αρχή της απαρίθμησης "

2. Για την επιλογή του κατάλληλου τύπου που θα χρησιμοποιήσω για την απαρίθμηση των στοιχείων ενός συνόλου αναρωτιέμαι: 

[image: image5.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

×

×

+

+

-

×

×

×

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

κ

1

κ

2

1

2

1

1

σ

)

σ

σ

σ

(

ν

σ

σ

ν

σ

ν

Π


                                           Υπάρχει

                                         επανάληψη ;    

[image: image6.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

×

×

+

+

-

×

×

×

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

κ

1

κ

2

1

2

1

1

σ

)

σ

σ

σ

(

ν

σ

σ

ν

σ

ν

Π

[image: image7.wmf]!

!

!

!

k

s

s

s

n

×

×

×

×

=

P

2

1


[image: image8.wmf]k

k

k

s

s

s

s

n

s

n

s

n

+

×

×

×

+

+

R

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

1

2

2

1

1

[image: image9.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

k

k

s

n

s

n

s

n

2

2

1

1


                                   Ναι                     Όχι

[image: image10.wmf]n

n

365

365

=

E

[image: image11.wmf]365

n

D


        Διατάξεις με                                               Παίζει ρόλο 
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          Επανάληψη                                            η σειρά τους;
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                                          Διατάξεις                           Συνδιασμοί 
                   ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Ως γνωστό η τοποθέτηση ν στοιχείων ενός συνόλου σε μία γραμμή, σημαίνει μεταθέσεις πλήθους Ρν=ν!. Όταν τώρα έχουμε ν σύνολα, Α1,Α2,…,Αν με πλήθος στοιχείων αντίστοιχα σ1,σ2,…,σν, και θέλουμε να τα τοποθετήσουμε σε μία γραμμή, έτσι ώστε τα στοιχεία κάθε συνόλου να βρίσκονται μαζί, τότε τοποθετούμε πρώτα τα ν σύνολα σε μία σειρά κατά ν! τρόπους και στην συνέχεια τα στοιχεία κάθε συνόλου κατά σ1!,σ2!,…,σν! αντίστοιχα τρόπους. Έτσι έχουμε συνολικά ν!. σ1!.σ2!.….σν! τρόπους. Αντίστοιχα όταν πρόκειται για κυκλική τοποθέτηση των στοιχείων των ν συνόλων θα έχουμε:

(ν-1)!.σ1!.σ2!.….σν!  τρόπους.

1) Μία ομάδα συνέδρων αποτελείται από 5 Έλληνες, 4 Ρώσους, 6 Τούρκους, και 2 Ιταλούς. Κατά πόσους τρόπους μπορούν οι σύνεδροι αυτοί να καθίσουν έτσι ώστε τα μέλη κάθε εθνικότητας να βρίσκονται μαζί: α) στα καθίσματα μιας σειράς ενός αμφιθεάτρου και β) γύρω από ένα κυκλικό τραπέζι.

2) Κατά πόσους τρόπους μπορούμε να τοποθετήσουμε τα στοιχεία του συνόλου Ω={1,2,3,4,α,β} σε μία γραμμή, έτσι ώστε τα γράμματα να είναι μαζί.(όμοια για κυκλική τοποθέτηση)

Όταν θέλουμε να τοποθετήσουμε τα στοιχεία δύο συνόλων Α1 (με πλήθος στοιχείων σ1), και Α2(με πλήθος στοιχείων σ2) με    σ1> σ2, εναλλάξ(να χωρίζονται) είτε γραμμικά είτε κυκλικά, τότε τοποθετούμε πρώτα τα στοιχεία του Α1(επειδή σ1> σ2), κατά σ1! τρόπους ή κατά (σ1-1)! τρόπους και τις ενδιάμεσες σ1-1 θέσεις τις καλύπτουμε από τα στοιχεία του Α2 κατά       τρόπους.

[image: image21.wmf]
1) Δύο γυναίκες και τέσσερις άνδρες πρόκειται να καθίσουν σε μία σειρά, έτσι ώστε οι γυναίκες να μην κάθονται μαζί. Πόσοι τέτοιοι τρόποι υπάρχουν. Πόσοι τέτοιοι τρόποι υπάρχουν αν καθίσουν κυκλικά.

2) Τέσσερις άντρες και τέσσερις γυναίκες κατά πόσους τρόπους μπορούν να καθίσουν στην σειρά (ή κυκλικά) ώστε α) οι τέσσερις άντρες να κάθονται μαζί; β) οι άντρες και οι γυναίκες να κάθονται εναλλάξ;

Όταν θέλουμε να διαμερίσουμε (: διαμέριση ενός συνόλου είναι ο χωρισμός του σε υποσύνολα ανά δύο ξένα μεταξύ τους και που η ένωσή τους αποτελεί το σύνολο) ένα σύνολο Α (ν1 στοιχεία), σε k υποσύνολα Α1(σ1 στοιχεία), Α2(σ2 στοιχεία),…,Ακ(σκ στοιχεία), τότε το πλήθος όλων των διαμερίσεων του συνόλου Α είναι: 
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αν ενδιαφέρει η σειρά των υποσυνόλων,  ή           

αν δεν ενδιαφέρει η σειρά των υποσυνόλων.   

1) Επτά παιχνίδια διαφορετικά μεταξύ τους πρόκειται να μοιρασθούν σε δύο παιδιά, ώστε το πρώτο να πάρει 3 και το δεύτερο 4. Κατά πόσους τρόπους μπορεί να γίνει η διανομή αυτή;

2) Έχουμε 9 τόμους μιας εγκυκλοπαίδειας και θέλουμε να τους τοποθετήσουμε σε τρία ράφια. Το Α ράφι χωρά 4 βιβλία, το Β ράφι χωρά 3 βιβλία και το Γ 2 βιβλία. Με πόσους τρόπους μπορούμε να τοποθετήσουμε τους 9 αυτούς τόμους στα 3 ράφια;

3) Έξι διαφορετικά βιβλία κατά πόσους τρόπους μπορούν να μοιρασθούν εξίσου σε τρία παιδιά;

4) Έξι άτομα κατά πόσους τρόπους μπορούμε να τους χωρίσουμε σε 3 ισοπληθείς ομάδες; 

Το πρόβλημα του αναγραμματισμού: Έστω ότι μία λέξη με ν γράμματα έχει σ1φορες το ίδιο γράμμα, σ2 φορές το ίδιο γράμμα, κ.λ.π., σκ φορές το ίδιο γράμμα, τότε το πλήθος των αναγραμματισμών που προκύπτουν είναι:
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, διότι ζητάμε το πλήθος των δυνατών διαμερίσεων του συνόλου των ν θέσεων σε υποσύνολα των σ1, σ2,κ.λ.π, σκ θέσεων. Πολύ εύκολα μπορούμε να αποδείξουμε ότι:                          .   

Ειδικά όταν όλα τα γράμματα είναι ανόμοια, τότε Π=ν!. Τέλος πρέπει να παρατηρήσουμε ότι το πρόβλημα του αναγραμματισμού μπορεί να εμφανισθεί και με μορφή αριθμών, και με οποιαδήποτε μορφή σειρών στοιχείων.   

1) Πόσοι είναι οι αναγραμματισμοί της λέξης «ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ», και πόσοι της λέξης «ΔΙΑΣΤΗΜΟΠΛΟΙΟΝ»;

2) Ρίχνουμε ένα νόμισμα 7 φορές. Πόσοι τρόποι υπάρχουν για να εμφανισθούν α) 5 κεφαλές(Κ) και 2 γράμματα(Γ) ; β) το πολύ 2 κεφαλές;

Μπορούμε να κάνουμε επιλογή στοιχείων από διαφορετικά σύνολα χωρίς διάταξη, δηλ από το σύνολο Α1(με ν1στοιχεία),…, Ακ(με νκ στοιχεία), να επιλέξουμε αντίστοιχα, σ1,…,σκ στοιχεία και να δημιουργήσουμε ένα νέο σύνολο. Τότε το πλήθος των στοιχείων του νέου αυτού συνόλου θα είναι:                      .      
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 Αν όμως μας ενδιαφέρει η σειρά των στοιχείων του νέου συνόλου τότε θα έχουμε:

                                    .

Ημερομηνίες γέννησης:

1. [image: image28.wmf]n
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Έστω ν άτομα. Αυτά μπορούν να θεωρηθούν σαν διατεταγμένη ν-άδα και ο καθένας μπορεί να έχει γεννηθεί οποιαδήποτε από τις 365 ημέρες του έτους, δηλ. το πλήθος των δυνατών περιπτώσεων τα ν αυτά άτομα να έχουν γεννηθεί μία οποιαδήποτε ημέρα του έτους είναι:                  . 

2. Αν θέλουμε τα ν αυτά άτομα να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία, τότε αυτή θα είναι μία από τις 365 ημέρες του έτους, δηλ. θα υπάρχουν 365 περιπτώσεις.
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Αν θέλουμε τα ν αυτά άτομα να έχουν γεννηθεί διαφορετικές ανά δύο ημερομηνίες, τότε αυτό μπορεί να γίνει κατά          , τρόπους.

4. [image: image30.wmf]365
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Αν θέλουμε από τα ν αυτά άτομα τα δύο τουλάχιστον να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία, τότε αυτό μπορεί να γίνει κατά             ,τρόπους.

5. Αν θέλουμε από τα ν αυτά άτομα, έστω α1,α2,…,αν, τα α1,α2,…,αμ, να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία, ενώ τα υπόλοιπα σε άλλες και διαφορετικές ανά δύο ημερομηνίες, τότε αυτό μπορεί να γίνει κατά                  , τρόπους.
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 Αν θέλουμε από τα ν αυτά άτομα, έστω α1,α2,…,αν, τα μ άτομα να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία, ενώ τα υπόλοιπα σε άλλες και διαφορετικές ανά δύο ημερομηνίες, τότε αυτό μπορεί να γίνει κατά                     , τρόπους.

1) Πόσοι τρόποι υπάρχουν ώστε 5 άτομα να έχουν γενέθλια: α) την ίδια ημερομηνία του έτους; β) διαφορετικές(ανά δύο) ημερομηνίες του έτους; γ) τα δύο τουλάχιστον την ίδια ημερομηνία του έτους;

2) Από ένα πληθυσμό 5 ατόμων {α1,α2,α3,α4,α5}, πόσοι τρόποι υπάρχουν ώστε: α) τα α1,α2,α3 να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία, ενώ τα α4,α5 σε δύο άλλες διαφορετικές μεταξύ τους ημερομηνίες; β) τα τρία από τα 5 άτομα να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία, ενώ τα άλλα δύο σε δύο άλλες και διαφορετικές μεταξύ τους ημερομηνίες;

3) Πόσοι τρόποι υπάρχουν ώστε 4 άτομα να έχουν γενέθλια από 3 Μαΐου έως 17 Μαΐου;

4) Από 5 άτομα πόσοι τρόποι υπάρχουν ώστε 2 τουλάχιστον να έχουν γεννηθεί την ίδια ημέρα της εβδομάδας; 

5)  Από ένα πληθυσμό 5 ατόμων {α1,α2,α3,α4,α5}, πόσοι τρόποι υπάρχουν ώστε: α) τα α1,α2,α3 να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία, ενώ τα α4,α5, επίσης την ίδια ημερομηνία, διαφορετική όμως από εκείνη των α1,α2,α3; β) τα τρία από τα πέντε άτομα να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία και τα άλλα δύο επίσης την ίδια ημερομηνία διαφορετική όμως από εκείνη των τριών προηγούμενων;

Οι επόμενες ασκήσεις αναφέρονται στις πράξεις, με μεταθέσεις , διατάξεις και συνδυασμούς.

I. Να αποδείξετε τις παρακάτω ισότητες:
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