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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

ΤΑΞΗ: Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  ΣΧΟΛ. ΕΤΟΣ: 2008 - 2009 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  ΤΩΝ ΘΕΜΑΤΩΝ

ΘΕΜΑ 10 : 

Α) Θεωρία από το σχολικό βιβλίο. Σελίδα 251. 

Β) Θεωρία από το σχολικό βιβλίο. Σελίδα 213. 

Γ) α – Σ   , β – Σ   , γ – Λ  , δ – Λ  , ε – Λ  

 

ΘΕΜΑ 20 : 

Α) α. Αν z=x+yi τότε :  και άρα οι εικόνες Μ(x,y)του z 
2=y-x
1+2λ=x

⇔
1-2λ=y
1+2λ=x

 βρίσκονται στην ευθεία (ε): x – y =2. 

β. 10ς τρόπος

 

Ο µιγαδικός αριθµός z0 που 

έχει το µικρότερο µέτρο θα 

βρίσκεται στο σηµείο τοµής 

των ευθειών  (ε): x –y=2 και 

της κάθετης (δ) από το Ο 

προς αυτήν. Όµως η (ε) 

τέµνει τους άξονες στα 

σηµεία Α(2,0) και Β(0,2) δηλ. 

το τρίγωνο ΟΑΒ είναι 

ισοσκελές και άρα η εικόνα Μ 

του z0 θα βρίσκεται στο 

µέσον του ΑΒ.    Έτσι     

Μ(1, –1) δηλαδή z0=1 – i. 

x-y=2

A
O 2 

Z0 

B
2
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  20ς τρόπος 

 Η εικόνα του z0 είναι Μ(1, –1) και επειδή επαληθεύει την εξίσωση της (ε) ο z0
 θα 

Β. Αν w=x+yi τότε: 

 

είναι ένας από αυτούς τους µιγαδικούς αριθµούς και | . 

Όµως η απόσταση του Ο(0,0) από την (ε) είναι: . Άρα ο 

z0=1 – i θα έχει το ελάχιστο µέτρο. 

2=1+1=|z0

Α. Παρατηρούµε ότι: f  δηλαδή η f παρουσιάζει στο x0=0  

2=
2

|2-|
=)ε,O(d

1=y
3=x ή  4-=x

⇔
1=y

0=12-x+x⇔

⇔
1=y

0=12-x+x⇔i-1=12-yi-x+y+x⇔z=12-w+|w|

2

2
22

0

_
2

 ∆ηλαδή w = – 4+i  ή w =3+i.  

 

ΘΕΜΑ 30 : 

)0(f≥)x(f⇔1≥)x(

ελάχιστο και ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ. Fermat, άρα 0=)0(f′ . Όµως 

1+x
1

-αlnα=)x(f′ x  και εποµένως e=α⇔1=αln⇔0=
1+0

1
-αlnα0  

Β. α. Για α=e είναι: 1->x  ,  0>
)1+x(

1
+e=)x(f ′′

1+x
1

-e=)x(f′ 2
xx ⇒ . 

 Άρα η f είναι κυρτή. 

β. Αφού 1->x  ,  0>)x(f ′′ και f΄(0)=0 η f΄θα είναι γνησίως αύξουσα οπότε: 

 Άρα: 
0=)0(f′>)x(f′⇔         x<0
0=)0(f′<)x(f′⇔0<x<1-

x   – 1  0 1

f΄  __ 0 + 

f   1  
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Εποµένως η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα (–1,0] και γνησίως αύξουσα 

στο διάστηµα [0 , +∞ )  

γ. Θεωρούµε τη συνάρτηση 1]-γ)(f)[1-x(+1]-β)(f)[2-x(=)x(g  στο  

 διάστηµα [1 , 2] που είναι συνεχής και g(1).g(2)<0 

[ Αφού η f παρουσιάζει στο x0=0 ελάχιστο το 1 και λόγω της µονοτονίας της θα 

είναι f(β)>1 και f(γ)>1 ]  

Από το θεώρηµα Bolzano συνεπώς προκύπτει ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει µια 

τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (1 , 2) 

 

α. Έχουµε lim  

Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [0,2] και άρα η ∫  θα είναι 

ορισµένη, συνεχής και παραγωγίσιµη στο [0,2]. Έτσι για κάθε  η G θα είναι 

συνεχής ( πράξεις συνεχών ). Θα εξετάσουµε την συνέχεια στο σηµείο x

x

0
dt)t(f

]2,0(∈x

0=0. 

 

ΘΕΜΑ 40 : 

2
1

=
t-1+1

1
lim=

)t-1+1(t

t
lim=

t

t-1-1
20t22

2

0t2

2

0→t →→

)t(

Η συνάρτηση είναι συνεχής στο διάστηµα [0,2] και άρα η H(x) θα είναι ορισµένη, 

συνεχής και παραγωγίσιµη στο [0,2]. 

)t(ft.

0=)0(f0=)]x(xf[lim=
1

)x(H′
lim

x
)x(H

lim
0x0x

0/0

0→x
=

→→

0=dt)t(f=dt)t(flim
0

0

x

00→x
∫ ∫  

Έτσι: )0(G=3=3+dt)t(flim-
x

)x(H
lim=)x(Glim ∫

x

00x0x0→x →→
. Άρα η G είναι συνεχής 

στο [0,2]. 
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β.  

γ. Η G είναι συνεχής στο [0,2] , παραγωγίσιµη στο (0,2) και 

. Άρα 

από το Θ. Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον α  ώστε να ισχύει: 

 

 

2

22

2

2

2

2

x

H(x)
-=

=)x(f-
x

H(x)
-

x

f(x)x
=)x(f-

x

Η(x)-f(x)x
=)x(f-

x

Η(x)-x)x(H′
=)x(G′

)0(G=33+
2

dt)t(f2-dt)t(tf
=3+dt)t(f-

2
)2(H

=)2(G =∫
∫∫ υπόθεση2

0

2

0

2

0

(0,2)∈

0=α)(H⇔0=
α

α)(H
-⇔0=α)(G′ 2

δ. Η G είναι συνεχής στο [0 , α] και παραγωγίσιµη στο (0 , α). Σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ θα 

υπάρχει ένα τουλάχιστον α)(0,∈ξ  ώστε:  

 

∫
∫ α

0

2
ξ

0

α

0

2

α

0
2

α

0
2

dt)t(f-ξ=dt)t(tfα⇔dt)t(f-ξ=)ξ(Ηα⇔
α

dt)t(f-
=

ξ

ξ)(H
-⇔

⇔
α

3-3+dt)t(f-
α

)α(Η

=
ξ

ξ)(H
-⇔

0-α
)0(G-α)(G

=ξ)(G′

∫∫

∫
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