Η ταυτότητα του Langrange στην υπηρεσία της Γεωμετρίας
Μία πρόταση του Μαθηματικού Παναγιώτη Οικονομάκου
Μέρος Α΄
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Δίδεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Ρ μεταβλητό σημείο στο εσωτερικό του. Από το Ρ φέρομε ΡΔ//ΓΒ, ΡΕ//ΑΓ και ΡΖ//ΒΑ που τέμνουν τις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ στα Δ, Ε, Ζ αντίστοιχα. Αν ΡΔ=χ, ΡΕ=ψ και ΡΖ=z, να βρεθεί η θέση του Ρ ώστε το άθροισμα χ2+ψ2+z2 να γίνεται ελάχιστο.
                           Λύση
Προεκτείνουμε τις ΑΡ, ΒΡ, ΓΡ που τέμνουν τις πλευρές ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ στα σημεία Η, Θ, Ι αντίστοιχα. Θα δείξουμε ότι: 
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Ας είναι ΡΚ, ΡΛ, ΡΜ οι αποστάσεις του Ρ από τις ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ αντίστοιχα. Έχω: 
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    και με  πρόσθεση κατά μέλη έχουμε:  
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Επιπλέον είναι: 
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Προσθέτω κατά μέλη και έχοντας υπόψη την (1) έχω: 
[image: image9.wmf]1

=

BQ

RQ

+

AH

RH

+

GI

RI

=

+

+

g

b

y

a

z

x


Από την ταυτότητα του Langrange έχω: 

(χ2+ψ2+z2)
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   (2)    ή
(χ2+ψ2+z2)
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 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]2
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 οπότε η ελάχιστη τιμή του αθροίσματος χ2+ψ2+z2 είναι η 
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 που επιτυγχάνεται όταν το δεύτερο μέλος της (2) 
είναι μηδέν, δηλαδή όταν  χα=ψβ=zγ  ή 
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 που όπως θα δείξουμε είναι κατασκευάσιμο.
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Επί των πλευρών ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ,λαμβάνω τμήματα ΒΔ, ΓΕ, ΑΣ αντιστοίχως ίσα με 
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 με t>0 [στην εφαρμογή μας έχουμε πάρει t=1]. Κατόπιν φέρνω τις: ΔΗ//ΑΒ, ΕΘ//ΒΓ και ΣΙ//ΑΓ. Επίσης φέρνω τις : ΚΝ//ΑΓ, ΛΟ//ΑΒ, ΜΠ//ΒΓ.
Από τα σχηματιζόμενα παραλληλόγραμμα έχω: ΚΘ=ΜΠ=
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. Τελικά φέρνω τις ευθείες ΒΚ και ΓΛ που τέμνονται στο σημείο Ρ. Αυτό είναι το ζητούμενο.

Απόδειξη
Φέρνω από το Ρ τα τμήματα χ,y,z μέχρι τις πλευρές του τριγώνου, έτσι ώστε  χ//ΒΓ,  y//ΑΓ,  z//ΑΒ 
Έχω:     
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Επίσης: 
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Εκ των (1) και (2) 
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Μέρος Β΄
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Στο μέγιστο μέσω ελαχίστου: Πότε το εμβαδόν του τρίγωνου   ΔΕΖ  γίνεται μέγιστο;

Έχουμε δείξει ότι 
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, οπότε:
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 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf]Þ
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Άρα max 
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, εάν βέβαια υπάρχει το 
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Η ταυτότητα του Langrange για τον πίνακα  
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  και συμβαίνει όταν 
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  δηλαδή, όταν το Ρ συμπέσει με το κέντρο βάρος του τριγώνου ΑΒΓ.  Σ’ αυτή την περίπτωση έχουμε:
max
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. Θα δείξουμε ότι γι’ αυτή τη θέση του Ρ το τρίγωνο ΔΕΖ έχει το μέγιστο εμβαδόν.

Πράγματι έχουμε: 
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Επιμέλεια παρουσίασης: Παναγιώτης Θ. Αδαμάκος, Μαθηματικός
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κατασκευή του Ρ








(�)  Χαράξτε το υα.  Είναι � EMBED Equation.3  ��� απ’ την ομοιότητα και (ΒΡΓ)=� EMBED Equation.3  ���ΒΓ.ΡΛ  και  (ΑΒΓ)=� EMBED Equation.3  ���ΒΓ.υα � EMBED Equation.3  ���
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