ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΠΙΤΣΑΣ: (από το περιοδικό Quantum)

Μια λύση από το Μαθηματικό  Παναγιώτη Οικονομάκο
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Σε δοσμένο κύκλο (Κ,ρ) παίρνω ένα σημείο Ρ στο εσωτερικό του. Από το Ρ φέρνω τις χορδές ΑΒ, ΘΗ, ΖΕ, ΔΓ έτσι ώστε,   γωνία ΑΡΘ= γωνία ΘΡΖ= γωνία ΖΡΔ= γωνία ΔΡΒ= γωνία ΒΡΗ= γωνία ΗΠΕ=π/4.

Να δειχθεί ότι   Ε1+Ε2+Ε3+Ε4= Ε΄1+Ε΄2+Ε΄3+Ε΄4
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Λήμμα 1: Τα μέτρα των γωνιών ΒΡΔ, ΑΚΓ, ΒΚΔ, (σε ακτίνια) είναι φ,φ1, φ2 αντιστοίχως. Τα εμβαδά των ψευδοτομέων ΑΡΓ, ΒΡΔ, είναι Ε1, Ε2 αντιστοίχως. Από το σχήμα προκύπτει ότι         
Ε1=τομέας(ΑΚΓ)+ τρίγωνο (ΓΚΡ)-τρίγωνο (ΑΚΡ)  (1) Επίσης Ε2=τομέας(ΒΚΔ)+ τρίγωνο(ΒΚΡ)- τρίγωνο(ΔΚΡ)  (2)
Από τις (1) & (2) λαμβάνω:

Ε1+Ε2=[τομέας(ΑΚΓ)+τομέας(ΒΚΔ)]+[ τρίγωνο(ΒΚΡ)-τρίγωνο(ΑΚΡ)]-[ τρίγωνο (ΔΚΡ) - τρίγωνο (ΓΚΡ)]             (3)
ή
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 (4)

(όπου Μ,Ν τα μέσα των ΑΒ, ΓΔ αντιστοίχως),      ή 
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 (5)  ή

Ε1+Ε2=φ.R2-2.τργ(ΚΜΡ)-2.τργ(ΚΝΡ)                  (6)

Αφού φ
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Για να φθάσω στην (6) χρησιμοποίησα την πρόταση:
Λήμμα 2     

                  Αν το τρίγωνο ΚΑΒ είναι           

 ισοσκελές (ΚΑ=ΚΒ) και Ρ  

           τυχαίο σημείο της βάσης ΑΒ  

                           τότε:                 

                    |τρίγωνο (ΚΡΒ)- τρίγωνο (ΚΡΑ)|=

                   2. τρίγωνο (ΚΜΡ)

όπου Μ είναι το μέσο 
της ΑΒ





Απόδειξη του θεωρήματος

Είναι Μ, Ν, Σ, Τ  τα τα μέσα των ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, ΗΘ αντίστοιχα. Επίσης όλες οι γωνίες γύρω από το Ρ έχουν μέτρο π/4 σύμφωνα με την υπόθεση.

Τα τετράπλευρα ΚΝΡΤ και ΚΜΡΣ είναι ορθογώνια. Από αυτά και την (6) έχω:

Ε1+Ε2 = 
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- 2.(ΚΜΡ) - 2.(ΚΝΡ) = 
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- (ΚΜΡΣ) - (ΚΝΡΤ)                                            (7)

Ομοίως Ε3+Ε4= 
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 + (ΚΝΡΤ)+(ΚΜΡΣ)                                                                             (8)

Από τις (7)  και (8) έχω:  (Ε1+Ε2) +( Ε3+Ε4) = 
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Άρα και τα κίτρινα κομμάτια θα έχουν άθροισμα 
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ΕΙΔΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: όταν το Ρ είναι πάνω στον κύκλο

Επειδή γωνίαΑΡΓ=γωνία ΒΡΓ=1 ορθή, οι χορδές ΑΓ, ΒΔ είναι διάμετροι του κύκλου. Επίσης επειδή γωνία Ρ1=γωνίαΡ2=1/2 της ορθής, από την υπόθεση, θα είναι και γωνία Κ1=γωνίαΚ2 =1 ορθή Άρα έχουμε 

   Ε1=κ.τ.(ΑΚΒ)+τργ(ΑΚΡ) - τργ(ΒΚΡ)               (α)

      Ε2=κ.τ.(ΓΚΔ) +  τργ(ΔΚΡ) - τργ(ΓΚΡ)           (β)

Από τις (α) & (β) έχουμε:

Ε1+Ε2= κ.τ.(ΑΚΒ)+τργ(ΑΚΡ)-τργ(ΒΚΡ) +   

                          κ.τ.(ΓΚΔ)+τργ(ΔΚΡ)-τργ(ΓΚΡ)  ή Ε1+Ε2=
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+τργ(ΑΚΡ)-τργ(ΒΚΡ) +
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+ τργ(ΔΚΡ)-τργ(ΓΚΡ)                                                                         και επειδή το Κ είναι κοινό μέσο των διαμέτρων                                                                                                                                                                ΑΓ, ΒΔ  έχω:  Ε1+Ε2=
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Σημείωση: Αποδείξαμε το θεώρημα της ΠΙΤΣΑΣ για η=4 χορδές. Με τον ΄΄ιδιο ακριβώς τρόπο αποδεικνύεται ότι το θεώρημα ισχύει για ν=2κ χορδές, όπου κ=2,3,4,…. 

Επιμέλεια παρουσίασης: Παναγιώτης. Αδαμάκος Μαθηματικός
Σχήμα 1
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Σχήμα 2
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Σχήμα 3
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Όπου Ε1, Ε2, Ε3, Ε4, και Ε΄1, Ε΄2, Ε΄3, Ε΄4 είναι τα εμβαδά των ψευδοτομέων, όπως φαίνονται στο σχ. 1
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