
ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 

Θεώρημα Rolle 

1. Θεώρημα Rolle: Αν μια συνάρτηση f είναι: 
● συνεχής στο κλειστό διάστημα [α,β], 
● παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα 

(α,β) και 

● f(α)=f(β). 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β), τέ-

τοιο ώστε f ′(ξ) = 0. 

2. Γεωμετρική ερμηνεία Θ. Rolle: 

Υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β) τέτοιο, 

ώστε η εφαπτομένη της Cf στο Μ(ξ,f(ξ)) να 

είναι παράλληλη στον άξονα των x (σχ. 8). 

 
3. Μια εξίσωση f(x)=0 όπου f συνάρτηση η ο-

ποία ικανοποιεί το Θ.Rolle σε κατάλληλο διά-
στημα, έχει το πολύ ν ρίζες, όταν δεν έχει ν+1 
ρίζες. Υποθέτουμε ότι έχει ν+1 ρίζες ρ1, ρ2, ... 
, ρν+1, διαφορετικές ανά δυο και επειδή 
f(ρ1)=f(ρ2)=f(ρν+1)=0 εφαρμόζουμε το Θ.Rolle 
στα διαστήματα που ορίζουν, καταλήγοντας 
σε άτοπο (ασκήσεις 1, 2, 3). 

4. Για να δείξουμε ότι μια εξίσωση f(x)=0 όπου f 
συνάρτηση η οποία ικανοποιεί το Θ.Rolle σε 
κατάλληλο διάστημα, έχει το πολύ ν ρίζες, αρ-
κεί να δείξουμε ότι η εξίσωση f΄(x)=0 έχει ν-1 
ρίζες, γιατί αν η f(x)=0 είχε ν+1 ρίζες, τότε ε-
φαρμόζοντας το Θ. Rolle στα διαστήματα [ρ1, 
ρ2], [ρ2, ρ3], …,[ρν,ρν+1], η εξίσωση f΄(x)=0 έχει 
ν ρίζες, άτοπο (άσκηση 4). 

5. Η έκφραση «μοναδική ρίζα» υπονοεί: 

• τουλάχιστον μια, άρα Bolzano, 

• όχι δυο, άρα Rolle ή μονοτονία 

(ασκήσεις 5, 6, 7, 8, 9  και 12). 

6. Εάν το Θ. Bolzano δεν εφαρμόζεται για την 
f(x) στο δοθέν διάστημα, τότε εφαρμόζουμε 
το Θ. Rolle στο διάστημα αυτό για μια συνάρ-
τηση F(x) που έχει παράγωγο την f(x), δη-
λαδή F΄(x)=f(x) και λέγεται αρχική συνάρτηση 
της f. ( ασκήσεις 10, 11, 12 ). 

7.  

Σχέση προς απόδειξη 
Συνάρτηση που 
εφαρμόζουμε το 

Θ. Rolle 

f΄(ξ)=c, c=σταθ. F(x)=f(x)-cx 

f΄(ξ)=cf(ξ) F(x)=e-cxf(x) 

 
f΄(ξ)(ξ-c)=f(ξ) F(x)=

cx

xf

−

)(  

 

ξf΄(ξ)=νf(ξ), νΝ* 
F(x)=

x

xf )(  

f΄(ξ)(c-ξ)=f(ξ) F(x)=f(x)(x-c) 

f΄(ξ)=νξν-1 F(x)=f(x)-xν 

 

Θεώρημα Μέσης Τιμής (Θ.Μ.Τ.)  

του διαφορικού λογισμού. 

 

1. Θεώρημα μέσης τιμής του διαφορικού λο-

γισμού (Θ.Μ.Τ.): Αν μια συνάρτηση f είναι: 

• συνεχής στο κλειστό διάστημα [α,β] και 

• παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα 

(α,β), 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β), τέ-

τοιο ώστε f ′(ξ) = 




−

− )()( ff
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2. Γεωμετρική ερμηνεία Θ.Μ.Τ. : Υπάρχει 

ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β) τέτοιο, ώστε η ε-

φαπτομένη της γραφικής παράστασης 

της f στο σημείο Μ(ξ,f(ξ)) να είναι παράλ-

ληλη της ευθείας ΑΒ (σχ. 9). 

 
3. Αν f παραγωγίσιμη στο [α,β], τότε εφαρμό-

ζεται το ΘΜΤ στο [α, β]. 
4.  Το ΘΜΤ μπορεί να διατυπωθεί και  

f΄(ξ)=





−

− )()( ff   ή   

f(β)=f(α)+(β-α)f΄(ξ), 
5. Οι συνθήκες του ΘΜΤ είναι ικανές, δεν είναι 

όμως αναγκαίες. Πχ η συνάρτηση f(x)=

{
4𝑥 + 12, 𝑥 < 0

𝑥2,        𝑥 ≥ 0
, δεν είναι συνεχής στο 0, υ-

πάρχει όμως ξ(-2, 4) τέτοιο ώστε f΄(ξ) =
𝑓(4)−𝑓(−2)

4−(−2)
, το ξ=1. 

6. Ένδειξη εφαρμογής ΘΜΤ είναι η διαφορά 
f(β)-f(α). Να έχετε υπόψιν σας ότι lne=1, α0= 
=e0=x0=1, ln1=0, ln(β/α)=lnβ-lnα. 

σχ. 8 

σχ. 9 
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7.  Για την απόδειξη ανισοτήτων με την βοή-
θεια του ΘΜΤ, χρησιμοποιούμε την ανισό-
τητα α<ξ<β. 

8.  Όταν θέλουμε να αποδείξουμε μια ανισό-

τητα της μορφής Α(x)Β(x) ή Α(x)Β(x), ε-
φαρμόζουμε το ΘΜΤ για την συνάρτηση 
f(x)=Α(x)-Β(x) σε κατάλληλο διάστημα, 

9.  Όταν θέλουμε να δείξουμε μια σχέση της 
μορφής f΄(ξ1)+f΄(ξ2)+…+f΄(ξν)=0, χωρίζουμε 
το διάστημα [α, β] σε ν ίδιου πλάτους υπο-
διαστήματα και εφαρμόζουμε σε αυτά το 
ΘΜΤ. 

10.  Πολλές φορές πίσω από μια σχέση της 
μορφής f΄΄(ξ)=0, κρύβεται το ΘΜΤ για 
την f σε συνδυασμό με Θ.Rolle για την 
f΄, 

11.  Για ανισότητες μιας μεταβλητής, θεω-
ρούμε την συνάρτηση της διαφοράς και 
αν η παράγωγος αυτής μηδενίζεται για 
εσωτερικό σημείο xo του πεδίου ορι-
σμού της, εφαρμόζουμε το ΘΜΤ στα 
διαστήματα [x, xo] αν  x<xo και [xo, x] αν 
x>xo.(άσκηση 15). 

 
Ασκήσεις Θ. Rolle 

1. Έστω f συνάρτηση ορισμένη σε διάστημα Δ, 
και δυο φορές παραγωγίσιμη στο Δ. Αν 

f΄΄(x)0, για κάθε xΔ, να δείξετε ότι η εξίσωση 
f(x)=0, έχει το πολύ δυο ρίζες στο Δ. 

2. Να δείξετε ότι η εξίσωση x5+4x3+2x+1=0 έχει 
μία το πολύ ρίζα στο R. 

3. Να δείξετε ότι η εξίσωση x10-3x+8=0 έχει το 
πολύ δυο πραγματικές ρίζες. 

4. Να δείξετε ότι η εξίσωση 3x2-x+2-ex+1=0, έχει το 
πολύ τρεις πραγματικές ρίζες. 

5. Να δείξετε ότι η εξίσωση x3-2x2-4x+1=0 έχει μο-
ναδική πραγματική ρίζα στο (0, 2). 

6. Να δείξετε ότι η εξίσωση x5+10x-3=0 έχει μονα-
δική πραγματική ρίζα. 

7. Να δείξετε ότι η εξίσωση x3+3x+α=0, αR, έχει 
μοναδική πραγματική ρίζα. 

8. Εάν β2-3αγ<0, να δείξετε ότι η εξίσωση 

αx3+βx2+γx+δ=0, α0, έχει μοναδική ρίζα στο 
R. 

9. Να δείξετε ότι η εξίσωση ημ7x-11x+1=0, α0, 
έχει μοναδική ρίζα στο (0, π). 

10. Εάν α+β=1, να δείξετε ότι η εξίσωση 3αx2+2βx-
1=0, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο R. 

11. Να δείξετε ότι η εξίσωση 6αx2+6βx-2α-3β=0, έ-
χει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1). 

12. Να δείξετε ότι η εξίσωση x2=xημx+συνx, έχει 
δυο ακριβώς πραγματικές ρίζες, μια στο διά-
στημα (-π, 0) και μια στο (0, π). 

13. Εάν η f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη 

στο (α, β) και f(x)>0, για κάθε x(α, β), να δείξετε 

ότι υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε: 

𝑓 ′(𝜉)

𝑓(𝜉)
=

1

𝛼 − 𝜉
+

1

𝛽 − 𝜉
. 

14. Έστω φ: R→R παραγωγίσιμη στο R με φ(0)=0.  

a)  Να βρεθεί το φ(π/2), αν είναι γνωστό ότι η 
συνάρτηση g(x)=φ(x)-ημx ικανοποιεί τις 
προϋποθέσεις του Θ. Rolle στο [0, π/2]. 

b) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(0, π/2), τέτοιο ώ-
στε φ΄(ξ)=συνξ. 

15. Έστω f, g συνεχείς στο [α, β], παραγωγίσιμες 

στο (α, β) με g(x)0 και  g΄(x)0 για κάθε x(α, 

β) και f(α)=g(β)=0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(α, 
β), 

 τέτοιο ώστε 
𝑓′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
+

𝑓(𝜉)

𝑔(𝜉)
 =0. 

16.Έστω f συνεχής στο [0,α], παραγωγίσιμη στο 

(0,α) και f(0)=0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(0,α), 
τέτοιο ώστε f(ξ)=(α-ξ)f΄(ξ). 

17. Εάν f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, 

β) με f(α)=f(β)=0, τότε υπάρχει xo(α, β), στο 
οποίο f΄(xo)=2f(xo). 

18. Έστω f συνεχής στο [2, 3], παραγωγίσιμη στο 
(2, 3) και 3f(2)=2f(3). Να δείξετε ότι υπάρχει 

ξ(2, 3), τέτοιο ώστε ξf΄(ξ)=f(ξ). 
19. Έστω f, g ορισμένες και συνεχείς στο [α, β], 

και παραγωγίσιμες στο (α, β). Εάν g΄(x)0, για 

κάθε x(α, β), να δείξετε ότι: 

A. g(α)  g(β) 

B. υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε 
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20.Έστω f, g συνεχείς στο [α, β], παραγωγίσιμες 

στο (α, β) με f(x)g(x)0 για κάθε x [α, β] και 
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21.END. 
Ασκήσεις ΘΜΤ 
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1. Έστω 𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥2 − 𝛽,  x ≥ 1

4x + β,    x < 1
. Να υπολογί-

σετε τα α, βR, ώστε να εφαρμόζεται για την f 
το ΘΜΤ στο [0, 2]. Στην συνέχεια να υπολογί-

σετε το ξ(0, 2), για το οποίο ισχύει f(2)-
f(0)=2f΄(ξ). 

2. Έστω f συνεχής στο [α, β] και δυο φορές πα-

ραγωγίσιμη στο (α, β). Αν γ(α, β), τέτοιο ώ-
στε τα α, γ, β και f(α), f(γ), f(β) να είναι διαδο-
χικοί όροι αριθμητικών προόδων, να δείξετε 

ότι υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε f΄΄(ξ)=0. 
3. Αν η f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο [α, 

β] και 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝛽) = 2𝑓 (
𝑎+𝛽

2
), να δείξετε ότι 

υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε f΄΄(ξ)=0. 
4. Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συνεχής 

στο [1, 5] με f(1)=2 και 3f΄(x)5 για κάθε x(1, 

5). Να δείξετε ότι 14f(5)22. 
5. Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συνεχής 

στο [2, 5] παραγωγίσιμη στο (2, 5) με f(2)=2 

και 5f(5)17 για κάθε x(2, 5). Να δείξετε ότι 

υπάρχει ξ(2,5) με 1f΄(ξ)5. 

6. Εάν για την συνάρτηση f ισχύει f΄(x)Μ, για 

κάθε x[α, β], όπου Μ σταθερός πραγματικός, 

να δείξετε ότι f(β)f(α)+Μ(β-α). 

7. Εάν για την συνάρτηση f ισχύει f΄(x)Μ, για 

κάθε x[α, β], όπου Μ σταθερός πραγματικός, 
να δείξετε ότι: 

f(α)-Μ(β-α)f(β)f(α)+Μ(β-α). 

8. Για την f: [0, 3]→R ισχύει το Θ. Rolle στο    

[0,3].Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2,ξ3       [0, 
3], τέτοια ώστε f΄(ξ1)+f΄(ξ2)+f΄(ξ3)=0. 

9. Εάν 0x1, να δείξετε ότι  
𝑥

2
≤ 𝑙𝑛( 𝑥 + 1) ≤ 𝑥. 

10. Εάν –π/4<α<β<π/4, να δείξετε ότι: 
(β-α)ημ2α<ημ2β-ημ2α<(β-α)ημ2β. 

11. Έστω f: [α, β]→R, με f([α, β])=(0, +), συνεχής 
στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β). Να δείξετε 

ότι υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε 
𝑓(𝛽)

𝑓(𝛼)
=

𝑒𝜆(𝛽−𝛼), όπου 𝜆 =
𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
. 

12. Έστω f: (0, +)→R, συνεχής, παραγωγίσιμη 

και f ΄ γνησίως αύξουσα στο (0, +). Εάν υ-

πάρχουν α, β, γ, δ(0, +), με α<β<γ<δ και 
α+δ=β+γ, να δείξετε ότι f(β)+f(γ)<f(α)+f(δ). 

13. Εάν x(0, π/2), να δείξετε ότι: 
I. εφx+2ημx>3x 
II. συνx+xημx>1. 

14. Εάν x0, να δείξετε ότι: 

1+ln2x  2x  1+2xln2x. 

15. Για x>0, να δείξετε ότι xlnx  x-1. 
16. Δίνεται η συνάρτηση f δυο φορές παραγωγί-

σιμη στο R, με f΄΄(x)0, για κάθε xR. Να δεί-
ξετε ότι δεν υπάρχουν τρία σημεία της 

γραφικής παράστασης της f που να είναι συ-
νευθειακά. 

17. Να δείξετε ότι για κάθε 0 < x < π/2, ισχύει: 

1 <
𝜀𝜑𝑥

𝑥
< 1 + 𝜀𝜑2𝑥 

18. Έστω f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο 
(α, β) με f(α)=2β και f(β)=2α. Να δείξετε ότι υ-

πάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε η εφαπτομένη 
της γραφικής παράστασης της f στο σημείο 
της Μ(ξ,f(ξ)), είναι κάθετη στην ευθεία  (ε): –
x+2y-1=0. 

19. Να δείξετε ότι για κάθε xR, ex  x+1. 

20. Έστω f: [0, +)→R, συνεχής στο [0, +), πα-

ραγωγίσιμη στο (0, +), f(0)=0 και f΄ γνησίως 

αύξουσα στο [0, +). Να δείξετε ότι η συνάρ-

τηση 
x

xf
xg

)(
)( = , είναι γνησίως αύξουσα 

στο διάστημα (0, +). 

21. 24283-2: Δίνεται η συνάρτηση: 

𝑓(𝑥) = {
  𝑥2 − 3,   αν 𝑥 ∈ [−1,2]

𝑥 − 1,    αν 𝑥 ∈ 2,5
. 

1) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι 

συνεχής.         (Μονάδες 10) 

2) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 δεν εί-

ναι παραγωγίσιμη στη θέση 𝑥0 = 2.  

(Μονάδες 09) 

3) Να εξετάσετε ποιες από τις υποθέσεις 

του θεωρήματος μέσης τιμής, ικανοποιεί 

η συνάρτηση 𝑓 στο διάστημα [−1,5].

                     (Μονάδες 06) 

22. END. 
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