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Παρατηρήσεις Θ. Rolle 

1. Μηα εμίζσζε f(x)=0 όπνπ f ζπλάξηεζε ε 
νπνία ηθαλνπνηεί ην Θ.Rolle ζε θαηάιιειν 
δηάζηεκα, έρεη ην πνιύ λ ξίδεο, όηαλ δελ 
έρεη λ+1 ξίδεο. Υπνζέηνπκε όηη έρεη λ+1 
ξίδεο ξ1, ξ2, ... , ξλ+1, δηαθνξεηηθέο αλά δπν 
θαη επεηδή f(ξ1)=f(ξ2)=f(ξλ+1)=0 
εθαξκόδνπκε ην Θ.Rolle ζηα δηαζηήκαηα 
πνπ νξίδνπλ, θαηαιήγνληαο ζε άηνπν. 
( αζθήζεηο 1, 2, 3 ) 

2. Γηα λα δείμνπκε όηη κηα εμίζσζε f(x)=0 όπνπ 
f ζπλάξηεζε ε νπνία ηθαλνπνηεί ην Θ.Rolle 
ζε θαηάιιειν δηάζηεκα, έρεη ην πνιύ λ 
ξίδεο, αξθεί λα δείμνπκε όηη ε εμίζσζε 
f΄(x)=0 έρεη λ-1 ξίδεο, γηαηί αλ ε f(x)=0 είρε 
λ+1 ξίδεο, ηόηε εθαξκόδνληαο ην Θ. Rolle 
ζηα δηαζηήκαηα [ξ1, ξ2], [ξ2, ξ3], 
…..,[ξλ,ξλ+1], ε εμίζσζε f΄(x)=0 έρεη λ ξίδεο, 
άηνπν.  
( άζθεζε 4 ) 

3. Η έθθξαζε «κνλαδηθή ξίδα» ππνλνεί: 

 ηνπιάρηζηνλ κηα, άξα Bolzano, 

 όρη δπν, άξα Rolle ή κνλνηνλία 

( αζθήζεηο 5, 6, 7, 8, 9  θαη 12) 

4. Δάλ ην Θ. Bolzano δελ εθαξκόδεηαη γηα 
ηελ f(x) ζην δνζέλ δηάζηεκα, ηόηε 
εθαξκόδνπκε ην Θ. Rolle ζην δηάζηεκα 
απηό γηα κηα ζπλάξηεζε F(x) πνπ έρεη 
παξάγσγν ηελ f(x), δειαδή F΄(x)=f(x) θαη 
ιέγεηαη αξρηθή ζπλάξηεζε ηεο f. 
( αζθήζεηο 10, 11, 12 ) 

5.  

Σρέζε πξνο       
απόδεημε 

Σπλάξηεζε πνπ 
εθαξκόδνπκε ην 

Θ. Rolle 

f΄(μ)=c, c=ζηαζ. F(x)=f(x)-cx 

f΄(μ)=cf(μ) F(x)=e-cxf(x) 

 
f΄(μ)(μ-c)=f(μ) 

F(x)=

cx

xf



)(  

 

μf΄(μ)=λf(μ), λΝ* 
F(x)=

x

xf )(  

f΄(μ)(c-μ)=f(μ) F(x)=f(x)(x-c) 

f΄(μ)=λμλ-1 F(x)=f(x)-xλ 

 

 

 

 

Παρατηρήσεις ΘΜΤ 

1. Αλ f παξαγσγίζηκε ζην [α,β], ηόηε 
εθαξκόδεηαη ην ΘΜΤ ζην [α, β], 

2. Τν ΘΜΤ κπνξεί λα δηαηππσζεί θαη  

f΄(μ)=







 )()( ff   ή   

f(β)=f(α)+(β-α)f΄(μ), 
3. Οη ζπλζήθεο ηνπ ΘΜΤ είλαη ηθαλέο, δελ είλαη 

όκσο αλαγθαίεο. Πρ ε ζπλάξηεζε f(x)= 










0        ,

0,124
2 xx

xx
, δελ είλαη ζπλερήο ζην 0, 

ππάξρεη όκσο μ(-2, 4) ηέηνην ώζηε f΄(μ)= 

)2(4

)2()4(






ff
, ην μ=1, 

4. Έλδεημε εθαξκνγήο ΘΜΤ είλαη ε δηαθνξά 
f(β)-f(α). Να έρεηε ππόςηλ ζαο όηη lne=1, α0= 
=e0=x0=1, ln1=0, ln(β/α)=lnβ-lnα, 

5. Γηα ηελ απόδεημε αληζνηήησλ κε ηελ βνήζεηα 
ηνπ ΘΜΤ, ρξεζηκνπνηνύκε ηελ αληζόηεηα 
α<μ<β, 

6. Όηαλ ζέινπκε λα απνδείμνπκε κηα αληζόηεηα 

ηεο κνξθήο Α(x)Β(x) ή Α(x)Β(x), 
εθαξκόδνπκε ην ΘΜΤ γηα ηελ ζπλάξηεζε 
f(x)=Α(x)- -Β(x) ζε θαηάιιειν δηάζηεκα, 

7. Όηαλ ζέινπκε λα δείμνπκε κηα ζρέζε ηεο 
κνξθήο f΄(μ1)+ f΄(μ2)+…+ f΄(μλ)=0, ρσξίδνπκε 
ην δηάζηεκα [α, β] ζε λ ίδηνπ πιάηνπο 
ππνδηαζηήκαηα θαη εθαξκόδνπκε ζε απηά ην 
ΘΜΤ, 

8. Πνιιέο θνξέο πίζσ από κηα ζρέζε ηεο 
κνξθήο f΄΄(μ)=0, θξύβεηαη ην ΘΜΤ γηα ηελ f 
ζε ζπλδπαζκό κε Θ.Rolle γηα ηελ f΄, 

9. Γηα αληζόηεηεο κηαο κεηαβιεηήο, ζεσξνύκε 
ηελ ζπλάξηεζε ηεο δηαθνξάο θαη αλ ε 
παξάγσγνο απηήο κεδελίδεηαη γηα 
εζσηεξηθό ζεκείν xo ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 
ηεο, εθαξκόδνπκε ην ΘΜΤ ζηα δηαζηήκαηα 
[x, xo] αλ  x<xo θαη [xo, x] αλ x>xo. ( άζθεζε 
15 ) 
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Ασκήσεις Θ. Rolle 

1. Έζησ f ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε δηάζηεκα Γ, 
θαη δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην Γ. Αλ 

f΄΄(x)0, γηα θάζε xΓ, λα δείμεηε όηη ε 
εμίζσζε f(x)=0, έρεη ην πνιύ δπν ξίδεο ζην 
Γ. 

2. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x5+4x3+2x+1=0 έρεη 
κία ην πνιύ ξίδα ζην R. 

3. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x10-3x+8=0 έρεη ην 
πνιύ δπν πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

4. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε 3x2-x+2-ex+1=0, έρεη 
ην πνιύ ηξεηο πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

5. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x3-2x2-4x+1=0 έρεη 
κνλαδηθή πξαγκαηηθή ξίδα ζην (0, 2). 

6. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x5+10x-3=0 έρεη 
κνλαδηθή πξαγκαηηθή ξίδα. 

7. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x3+3x+α=0, αR, 
έρεη κνλαδηθή πξαγκαηηθή ξίδα. 

8. Δάλ β2-3αγ<0, λα δείμεηε όηη ε εμίζσζε 

αx3+βx2+γx+δ=0, α0, έρεη κνλαδηθή ξίδα 
ζην R. 

9. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε εκ7x-11x+1=0, 

α0, έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην (0, π). 
10. Δάλ α+β=1, λα δείμεηε όηη ε εμίζσζε 

3αx2+2βx-1=0, έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα 
ζην R. 

11. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε 6αx2+6βx-2α-3β=0, 
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (0, 1). 

12. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x2=xεκx+ζπλx, έρεη 
δπν αθξηβώο πξαγκαηηθέο ξίδεο, κηα ζην 
δηάζηεκα (-π, 0) θαη κηα ζην (0, π). 

13. Δάλ ε f είλαη ζπλερήο ζην [α, β], 
παξαγσγίζηκε ζην (α, β) θαη f(x)>0, γηα θάζε 

x(α, β), λα δείμεηε όηη ππάξρεη μ(α, β), 

ηέηνην ώζηε .
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14. Έζησ θ: RR παξαγσγίζηκε ζην R κε 
θ(0)=0.  

a)  Να βξεζεί ην θ(π/2), αλ είλαη 
γλσζηό όηη ε ζπλάξηεζε  

g(x)=θ(x)-εκx 
ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ. 
Rolle ζην [0, π/2], 

b) λα δείμεηε όηη ππάξρεη μ(0, π/2), 
ηέηνην ώζηε θ΄(μ)=ζπλμ. 

15. Έζησ f, g ζπλερείο ζην [α, β], 

παξαγσγίζηκεο ζην (α, β) κε g(x)0 θαη  

g΄(x)0 γηα θάζε x(α, β) θαη f(α)=g(β)=0. 

Να δείμεηε όηη ππάξρεη μ(α, β), 

 ηέηνην ώζηε 
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16.Έζησ f ζπλερήο ζην [0, α], παξαγσγίζηκε 
ζην (0, α) θαη f(0)=0. Να δείμεηε όηη ππάξρεη 

μ(0, α), ηέηνην ώζηε f(μ)=(α-μ)f΄(μ). 
17. Δάλ f ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην 

(α, β) κε f(α)=f(β)=0, ηόηε ππάξρεη xo(α, β), 
ζην νπνίν f΄(xo)=2f(xo). 

18. Έζησ f ζπλερήο ζην [2, 3], παξαγσγίζηκε 
ζην (2, 3) θαη 3f(2)=2f(3). Να δείμεηε όηη 

ππάξρεη μ(2, 3), ηέηνην ώζηε μf΄(μ)=f(μ). 
19. Έζησ f, g νξηζκέλεο θαη ζπλερείο ζην [α, β], 

θαη παξαγσγίζηκεο ζην (α, β). Δάλ g΄(x)0, 

γηα θάζε x(α, β), λα δείμεηε όηη: 

A. g(α)  g(β) 

B. ππάξρεη μ(α, β), ηέηνην ώζηε: 
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20.Έζησ f, g ζπλερείο ζην [α, β], παξαγσγίζηκεο 

ζην (α, β) κε f(x)g(x)0 γηα θάζε x    [α, β] 
θαη 

.
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. Να δείμεηε όηη ππάξρεη 

μ(α, β), ηέηνην ώζηε  
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Ασκήσεις ΘΜΤ 

1. Έζησ .
1    xβ,4x

1  x,
)(

2










ax
xf  Να 

ππνινγίζεηε ηα α, βR, ώζηε λα 
εθαξκόδεηαη γηα ηελ f ην ΘΜΤ ζην [0, 2]. 

Σηελ ζπλέρεηα λα ππνινγίζεηε ην μ(0, 2), 
γηα ην νπνίν ηζρύεη       f(2)-f(0)=2f΄(μ). 

2. Έζησ f ζπλερήο ζην [α, β] θαη δπν θνξέο 

παξαγσγίζηκε ζην (α, β). Αλ γ(α, β), 
ηέηνην ώζηε ηα α, γ, β θαη f(α), f(γ), f(β) λα 
είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθώλ 

πξνόδσλ, λα δείμεηε όηη ππάξρεη    μ(α, 
β), ηέηνην ώζηε f΄΄(μ)=0. 

3. Αλ ε f είλαη δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην 

[α, β] θαη ,
2

2)()( 






 





a
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δείμεηε όηη ππάξρεη μ(α, β), ηέηνην ώζηε 

f΄΄(μ)=0. 
4. Η ζπλάξηεζε f  είλαη νξηζκέλε θαη ζπλερήο 

ζην [1, 5] κε f(1)=2 θαη 3f΄(x)5 γηα θάζε 

x(1, 5). Να δείμεηε όηη 14f(5)22. 
5. Η ζπλάξηεζε f  είλαη νξηζκέλε θαη ζπλερήο 

ζην [2, 5] παξαγσγίζηκε ζην (2, 5) κε 

f(2)=2 θαη 5f(5)17 γηα θάζε x(2, 5). Να 

δείμεηε όηη ππάξρεη μ(2,5) κε 1f΄(μ)5. 
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6. Δάλ γηα ηελ ζπλάξηεζε f ηζρύεη f΄(x)Μ, γηα 

θάζε x[α, β], όπνπ Μ ζηαζεξόο 

πξαγκαηηθόο, λα δείμεηε όηη f(β)f(α)+Μ(β-
α). 

7. Δάλ γηα ηελ ζπλάξηεζε f ηζρύεη f΄(x)Μ, 

γηα θάζε x[α, β], όπνπ Μ ζηαζεξόο 
πξαγκαηηθόο, λα δείμεηε όηη: 

f(α)-Μ(β-α)f(β)f(α)+Μ(β-α). 

8. Γηα ηελ f: [0, 3]R ηζρύεη ην Θ. Rolle ζην    

[0,3].Να δείμεηε όηη ππάξρνπλ μ1,μ2,μ3       
[0, 3], ηέηνηα ώζηε f΄(μ1)+f΄(μ2)+f΄(μ3)=0. 

9. Δάλ 0x1, λα δείμεηε όηη xx
x

 )1ln(
2

. 

10. Δάλ –π/4<α<β<π/4, λα δείμεηε όηη: 
(β-α)εκ2α<εκ2β-εκ2α<(β-α)εκ2β. 

11. Έζησ f: [α, β]R, κε f([α, β])=(0, +), 
ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε ζην (α, 

β). Να δείμεηε όηη ππάξρεη μ(α, β), ηέηνην 

ώζηε )(

)(

)( 
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12. Έζησ f: (0, +)R, ζπλερήο, 
παξαγσγίζηκε θαη f ΄ γλεζίσο αύμνπζα ζην 

(0, +). Δάλ ππάξρνπλ α, β, γ, δ(0, +), 
κε α<β<γ<δ θαη α+δ= =β+γ, λα δείμεηε όηη 
f(β)+f(γ)<f(α)+f(δ). 

13. Δάλ x(0, π/2), λα δείμεηε όηη: 
I. εθx+2εκx>3x 

II. ζπλx+xεκx>1. 

14. Δάλ x0, λα δείμεηε όηη: 

1+ln2x  2x  1+2xln2x. 

15. Γηα x>0, λα δείμεηε όηη xlnx  x-1. 
16. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f δπν θνξέο 

παξαγσγίζηκε ζην R, κε f΄΄(x)0, γηα θάζε 

xR. Να δείμεηε όηη δελ ππάξρνπλ ηξία 
ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f 
πνπ λα είλαη ζπλεπζεηαθά. 

17. Να δείμεηε όηη γηα θάζε 0 < x < π/2, ηζρύεη: 

x
x

x 211 


  

18. Έζησ f ζπλερήο ζην [α, β], παξαγσγίζηκε 
ζην (α, β) κε f(α)=2β θαη f(β)=2α. Να δείμεηε 

όηη ππάξρεη μ(α, β), ηέηνην ώζηε ε 
εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 
f ζην ζεκείν ηεο Μ(μ,f(μ)), είλαη θάζεηε ζηελ 
επζεία  (ε): –x+2y-1=0. 

19. Να δείμεηε όηη γηα θάζε xR, ex  x+1. 

20. Έζησ f: [0, +)R, ζπλερήο ζην [0, +), 

παξαγσγίζηκε ζην (0, +), f(0)=0 θαη f΄ 

γλεζίσο αύμνπζα ζην [0, +). Να δείμεηε 

όηη ε ζπλάξηεζε
 x

xf
xg

)(
)(  , είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην (0, +). 
 

 

 








 


