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1. Ορισμός: Έστω Α ένα υποσύνολο του R. 

Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση 

με πεδίο ορισμού το Α μια διαδικασία 

(κανόνα) f , με την οποία κάθε στοιχείο 

x∈A αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγμα-

τικό αριθμό y. Το y ονομάζεται τιμή της f 

στο x και συμβολίζεται με f( x). 

Για να εκφράσουμε την διαδικασία αυτή, 

γράφουμε: f: A→R ή 

x→f(x) 

2. Ορισμός: Έστω f: Α→R και ΒΑ. Το σύ-

νολο {yR/y=f(x) για κάποιο x∈B},  θα 

συμβολίζουμε με f(B) και θα ονομάζεται 

σύνολο τιμών της f σε κάθε x∈B. Ειδι-

κά το f(A)={yR/y=f(x) για κάποιο x∈A}, 

ονομάζεται σύνολο τιμών της f. 

3. Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού 

Α και Oxy ένα σύστημα συντεταγμένων 

στο επίπεδο. Το σύνολο των σημείων 

Μ(x,y) για τα οποία ισχύει y=f (x), δηλαδή 

το σύνολο των σημείων Μ(x,f(x)), x∈A, 

λέγεται γραφική παράσταση της f και 

συμβολίζεται με Cf. Η εξίσωση, λοιπόν, 

y=f (x) επαληθεύεται μόνο από τα σημεία 

της Cf .  

Επομένως, η y=f (x) είναι η εξίσωση της 

γραφικής παράστασης της f. 

4. Επειδή κάθε x∈A αντιστοιχίζεται σε ένα 

μόνο y∈R, δεν υπάρχουν σημεία της 

γραφικής παράστασης της f με την ίδια 

τετμημένη. Αυτό σημαίνει ότι κάθε κατα-

κόρυφη ευθεία έχει με τη γραφική πα-

ράσταση της f το πολύ ένα κοινό ση-

μείο.  

 
Έτσι, ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική 

παράσταση συνάρτησης. 

 
5. Όταν δίνεται η γραφική παράσταση Cf 

μιας συνάρτησης f, τότε: 

α) Το πεδίο ορισμού της f είναι το σύνο-
λο Α των τετμημένων των σημείων της Cf 

. 

 
β) Το σύνολο τιμών της f είναι το σύνολο 
f (A) των τεταγμένων των σημείων της 
Cf. 

 
γ) Η τιμή της f στο x0∈A, είναι η τεταγμέ-
νη του σημείου τομής της ευθείας x=x0 
και της Cf. 

 
6. Ορισμός: Δύο συναρτήσεις f και g λέ-

γονται ίσες όταν: 

● έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού Α και 

● για κάθε x∈A ισχύει f(x) = g(x). 

7. Ορισμός: Έστω f: Α→R και g: Β→R δυο 

συναρτήσεις. Ορίζουμε ως άθροισμα f+g, 

διαφορά f – g, γινόμενο fg και πηλίκο f/g 

τις συναρτήσεις με τύπους: 

(f+g)(x)=f(x)+g(x) 

(f–g)(x)=f(x)–g(x) 

(fg)(x)=f(x)g(x) και 

)(

)(
)(

xg

xf
x

g

f
=








. 
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Το πεδίο ορισμού των f+g, f–g και fg εί-

ναι η τομή A∩B των πεδίων ορισμού Α 

και Β των συναρτήσεων f και g αντιστοί-

χως, ενώ το πεδίο ορισμού της 
g

f
 

είναι το A∩B, εξαιρουμένων των τιμών 

του x που μηδενίζουν τον παρονομαστή 

g(x), δηλαδή το σύνολο {x/x∈A και x∈B , 

με g(x)≠0}. 

8. Ορισμός: Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις 

με πεδία ορισμού Α, Β αντιστοίχως, ονο-

μάζουμε σύνθεση της f με την g, και τη 

συμβολίζουμε με gf , τη συνάρτηση με 

τύπο (gf)(x)=g(f(x)). Το πεδίο ορισμού 

της gf αποτελείται από όλα τα στοιχεία x 

του πεδίου ορισμού της f, 

για τα οποία το f(x) ανήκει στο πεδίο ορι-

σμού της g. Δηλαδή είναι το σύνολο 

A1={x∈A/f(x)∈B}.  

9. H σύνθεση gf ορίζεται αν A1≠∅, δηλαδή 

αν f(A) ∩ B ≠ ∅. 

10. gf≠fg. Γενικά, αν f, g είναι δύο συναρ-

τήσεις και ορίζονται οι gf και fg, τότε 

αυτές δεν είναι υποχρεωτικά ίσες. 

11. Αν f, g, h είναι τρεις συναρτήσεις και ορί-

ζεται η h(gf) , τότε ορίζεται και η 

(hg)f και ισχύει h(gf)=(hg)f. Τη 

συνάρτηση αυτή τη λέμε σύνθεση των f, 

g και h και τη συμβολίζουμε με hgf . 

MONOTONIA ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

12. Ορισμός: Μια συνάρτηση f λέγεται: 

● γνησίως αύξουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ 

α Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για 

οποιαδήποτε x1, x2 ∈ Δ με x1 < x2 ισχύει: 

f(x1)<f(x2).  

● γνησίως φθίνουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ 

α Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για 

οποιαδήποτε x1, x2 ∈ Δ με x1 < x2 ισχύει: 

f(x1)>f(x2). 

● αύξουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α Δ του 

πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδή-

ποτε x1, x2 ∈ Δ με x1 < x2 ισχύει: 

f(x1)f(x2).  

● φθίνουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α Δ του 

πεδίου ορισμού της, όταν για 

οποιαδήποτε x1, x2 ∈ Δ με x1 < x2 ισχύει: 

f(x1)f(x2). 

ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

13. Ορισμός: Μια συνάρτηση f με πεδίο ορι-

σμού Α θα λέμε ότι: 

● Παρουσιάζει στο x0∈A (ολικό) μέγιστο, 

το f(x0), όταν f(x) ≤ f(x0) για κάθε x∈A.  

● Παρουσιάζει στο x0∈A (ολικό) ελάχι-

στο το f(x0), όταν f(x)  f(x0) για κάθε x∈A. 

14. Ορισμός: Μια συνάρτηση f: A → R λέ-

γεται συνάρτηση 1–1, όταν για οποια-

δήποτε x1, x2 ∈ A ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν x1≠x2 , τότε f(x1) ≠ f(x2). 

15. Μια συνάρτηση f: A → R είναι συνάρτη-

ση 1–1, αν και μόνο αν για οποιαδήποτε 

x1, x2 ∈ A ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν f(x1)=f(x2), τότε x1=x2. 

16. Μια συνάρτηση f: A → R είναι 1–1, αν και 

μόνο αν: 

☛ Για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιμών 

της η εξίσωση f(x)=y έχει ακριβώς μια 

λύση ως προς x. 

☛ Δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής 

της παράστασης με την ίδια τεταγμένη.  

☛ Κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει τη γραφι-

κή παράσταση της f το πολύ σε ένα ση-

μείο. 

17. Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότο-

νη, τότε είναι συνάρτηση ″1–1″. 

18. Ο ισχυρισμός «Εάν μια συνάρτηση είναι 

1-1 τότε είναι και γνησίως μονότονη» εί-

ναι εσφαλμένος. Παράδειγμα η συνάρτη-

ση 












=
0,

1

0,

)(
x  

x

x   x

xf , είναι 1-1, αλλά δεν 

είναι μονότονη στο R, αφού είναι ➹ στο 

διάστημα (-,0) και ➷ στο [0,+). 

19. Ορισμός: Έστω μια συνάρτηση f: A → R 

η οποία είναι 1–1, τότε για κάθε στοιχείο 

y του συνόλου τιμών f(A), της f υπάρχει 

μοναδικό στοιχείο x του πεδίου ορισμού 

της Α για το οποίο ισχύει f(x)=y. Επομέ-

νως ορίζεται μια συνάρτηση που συμβο-
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λίζεται με f
−1

: f(A)→Α με την οποία κάθε 

y∈f(A) αντιστοιχίζεται στο μοναδικό x∈A 

για το οποίο ισχύει f(x)=y.  

Άρα f -1(y)=x  f(x)=y.  

H συνάρτηση f
−1 

ονομάζεται αντίστροφη 

συνάρτηση της f. 

20. f -1(f(x))=x για κάθε xΑ 

21. f(f -1(y))=y για κάθε yf(Α). 

22. Οι γραφικές παραστάσεις C και C′ των 

συναρτήσεων f και f 
–1

 αντίστοιχα, είναι 

συμμετρικές ως προς την ευθεία y = x 

που διχοτομεί τις γωνίες xOy και x′Oy′. 

ΟΡΙΑ 

23. Για να αναζητήσουμε το όριο μιας συ-

νάρτησης f στο x0, πρέπει η f να ορίζε-ται 

όσο θέλουμε “κοντά στο x0”, δηλαδή η f 

να είναι ορισμένη σ’ ένα σύνολο της 

μορφής (α,x0)∪(x0,β), ή (α,x0), ή (x0,β). 

24. Το x0 μπορεί να ανήκει στο πεδίο ορι-

σμού της συνάρτησης, όπως πχ 

)32(lim
1

−
→

x
x

=-1,  ή  να μην ανήκει σ’ αυτό,  

όπως πχ 














−

−

→ 1

1
lim

2

1 x

x

x
=2. 

25. Η τιμή της συνάρτησης f στο x0, όταν 

υπάρχει, μπορεί να είναι ίση με το όριό 

της f στο x0, όπως πχ για την f(x)=2x-3, 

είναι f(1)= )32(lim
1

−
→

x
x

=-1, ή διαφορετική 

από αυτό, όπως για τη συνάρτηση . 









=


−

−

=

1,5

1,
1

1

)(

2

x  

x   
x

x

xf , είναι )(lim
1

xf
x→

=2 

f(1)=5. 

26. Ορισμός: ΠΛΕΥΡΙΚΑ ΟΡΙΑ:  

Το όριο )(lim

0

0

xf

xx
xx


→ −

, ονομάζεται όριο της f(x), 

όταν το x τείνει στο x0 από τα αριστερά και 

ονομάζεται αριστερό όριο της f στο x0 και το 

όριο )(lim

0

0

xf

xx
xx


→ +

, ονομάζεται όριο της f(x), όταν 

το x τείνει στο x0 από τα δεξιά και ονομάζεται 

δεξιό όριο της f στο x0. 

27. Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε ένα 

σύνολο της μορφής (α,x0)∪(x0,β), τότε 

ισχύει η ισοδυναμία )(lim
0

xf
xx→

=lR    

 )(lim
0

xf
xx +→

= )(lim
0

xf
xx −→

=l . 

28. Ορισμός: Αν μια συνάρτηση f είναι ορι-

σμένη σε ένα σύνολο της μορφής (α,x0), 

τότε ορίζουμε )(lim
0

xf
xx→

= )(lim

0

0

xf

xx
xx


→ −

. Πχ 

x
x

−
→0

lim = x
x

−
−→0

lim =0. 

29. Ορισμός: Αν μια συνάρτηση f είναι ορι-

σμένη σε ένα σύνολο της μορφής (x0,β), 

τότε ορίζουμε )(lim
0

xf
xx→

= )(lim

0

0

xf

xx
xx


→ +

. 

Πχ 
 

x
x 0
lim
→

= x
x +→0
lim =0. 

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΙΩΝ 

30. ● Αν )(lim
0

xf
xx→

>0, τότε f(x)>0 κοντά στο x0. 

● Αν )(lim
0

xf
xx→

<0, τότε f(x)<0 κοντά στο x0.  

31. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν όριο στο x0 

και ισχύει f(x)≤g(x) κοντά στο x0, τότε 

)(lim
0

xf
xx→

 )(lim
0

xg
xx→

. 

32. Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f 

και g στο x0, τότε: 

• ( ))()(lim
0

xgxf
xx


→

= )(lim
0

xf
xx→

 )(lim
0

xg
xx→

. 

• ( ))(lim
0

xf
xx


→

 =κ )(lim
0

xf
xx→

, κ=σταθ. 

• ( ))()(lim
0

xgxf
xx


→

= )(lim
0

xf
xx→

 )(lim
0

xg
xx→

. 

• ( ))(lim
0

xf
xx→

=












→
)(lim

0

xf
xx

. 

• 








→ )(

)(
lim

0 xg

xf

xx
=

)(lim

)(lim

0

0

xg

xf

xx

xx

→

→
, εφόσον )(lim

0

xg
xx→

0. 

• )(lim
0

xf
xx→

= )(lim
0

xf
xx→

. 

•  )(lim
0

xf
xx→

= )(lim
0

xf
xx→

, εφόσον f(x)0 

κοντά στο x0. 
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33. Όριο πολυωνυμικής συνάρτησης 

P(x)=𝜶𝝂𝒙𝝂+𝜶𝝂−𝟏𝒙𝝂−𝟏 + ⋯ + 𝜶𝟏𝒙 + 𝜶𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝑷(𝒙) = 𝑷(𝒙𝟎). 

Απόδειξη: Έχουμε: lim
𝑥→𝑥0

𝑃(𝑥)= 

= lim
𝑥→𝑥0

(𝛼𝜈𝑥𝜈 + 𝛼𝜈−1𝑥𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0)= 

= lim
𝑥→𝑥0

(𝛼𝜈𝑥𝜈) + lim
𝑥→𝑥0

(𝛼𝜈−1𝑥𝜈−1) + ⋯ +

lim
𝑥→𝑥0

(𝛼1𝑥) + 𝛼0=  

=𝛼𝜈𝑥0
𝜈+𝛼𝜈−1𝑥0

𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥0 + 𝛼0 

= 𝑃(𝑥0). 

34. Όριο ρητής συνάρτησης: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝑷(𝒙)

𝑸(𝒙)
=

𝑷(𝒙𝟎)

𝑸(𝒙𝟎)
. 

35. Κριτήριο παρεμβολής, 

Έστω οι συναρτήσεις f, g, h. Αν 

● h(x)≤f(x)≤g(x) κοντά στο x0 . 

● )(lim
0

xh
xx→

= )(lim
0

xg
xx→

= l. 

Τότε και )(lim
0

xf
xx→

=l . 

36. 
x

x

x



0
lim
→

=1. 

37. 
x

x 

x

1
lim

0

−

→


=0. 

38. Όριο σύνθετης συνάρτησης. 

))((lim
0

xgf
xx→

= )(lim
0

uf
uu→

, όπου )(lim
0

0 xgu
xx→

=  

εφόσον υπάρχουν τα αντίστοιχα όρια. 

 

ΜΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ x0 

39. )(lim
0

xf
xx→

=+  )(lim
0

xf
xx +→

= )(lim
0

xf
xx −→

=+. 

40. )(lim
0

xf
xx→

= -  )(lim
0

xf
xx +→

= )(lim
0

xf
xx −→

= -. 

41. Αν )(lim
0

xf
xx→

=+ τότε f(x)>0 κοντά στο x0. 

42. Αν )(lim
0

xf
xx→

= - τότε f(x)<0 κοντά στο x0. 

43. • Αν )(lim
0

xf
xx→

=+ τότε  )(lim
0

xf
xx
−

→
= -. 

• Αν )(lim
0

xf
xx→

= - τότε  )(lim
0

xf
xx
−

→
= +. 

44. Αν )(lim
0

xf
xx→

=  τότε 
)(

1
lim

0 xfxx→
=0. 

45. Αν )(lim
0

xf
xx→

= 0 και f(x)>0 κοντά στο x0, 

τότε 
)(

1
lim

0 xfxx→
=+. 

46. Αν )(lim
0

xf
xx→

= 0 και f(x)<0 κοντά στο x0,  

τότε 
)(

1
lim

0 xfxx→
= -. 

47. Αν )(lim
0

xf
xx→

=  τότε )(lim
0

xf
xx→

=+. 

48. Αν )(lim
0

xf
xx→

=+ τότε  )(lim
0

xf
xx→

=+, νΝ*. 

49. 
20

1
lim

xx→
=+ και γενικά 

20

1
lim

xx→
=+, νΝ*. 

50. 
xx

1
lim

0+→
=+ και γενικά 

120

1
lim

+→ + xx
=+, 

νΝ. 

51. 
xx

1
lim

0−→
= - και γενικά 

120

1
lim

+→ − xx
= -, 

νΝ. 

52. 
||

1
lim

0 xx→
=+ και γενικά 

||

1
lim

0 xx→
=+, 

νΝ*. 

53. Επιτρεπτές πράξεις :  (Στα παρακάτω αR*) 

• ++=+. 

• --= -. 

• +α= +. 

• -α= -. 

• +α= +, εάν α>0. 

• -α= -, εάν α>0. 

• +α= -, εάν α<0. 

• -α= +, εάν α<0. 

• (+)(+)= +. 

• (-)(-)= +. 

• (+)(-)= -. 

• (-)(+)= -. 

• (+)+= +. 

54. Μη επιτρεπτές πράξεις: 

• +-. 

• -+. 

• 0. 

• 
0

0
. 

• 



. 

 

• 1. 

• ()0. 

• 0. 

• 00. 
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OΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ 

55. x
x +→
lim =+. 

56. 
xx

1
lim
→

=0. 

57. 2lim x
x →

=+. 

58. 12lim +

+→

x
x

=+. 

59. 12lim +

−→

x
x

=-. 

60. Για την πολυωνυμική συνάρτηση P(x)= 

=ανxν+αν–1xν–1+…+α1x+α0, με αν≠0 ισχύει: 

)(lim xP
x →

= )(lim 
 x

x →
. 

61. Για τη ρητή συνάρτηση f(x)=
)(

)(

xQ

xP
 με 

Ρ(x)=ανxν+αν–1xν–1+…+α1x+α0, με αν≠0 

και Q(x)=βκxκ+βκ–1xκ–1+…+β1x+β0, με 

βκ≠0 ισχύει )(lim xf
x →

=











x

x

x →
lim . 

62. Όρια εκθετικής - λογαριθμικής συνάρτη-

σης: 

☛ Εάν α>1 τότε: 

x

x


+→
lim =+. 

x

x


−→
lim =0. 

x
x

loglim
+→

=+, πχ x
x

lnlim
+→

=+. 

x
x

loglim
0+→

= -, πχ x
x

lnlim
0+→

= -. 

☛ Εάν 0<α<1 τότε: 

x

x


+→
lim =0. 

x

x


−→
lim =+. 

x
x

loglim
+→

= -. 

x
x

loglim
0+→

= +. 

ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

63. Ορισμός: Μια συνάρτηση f ονομάζεται 

συνεχής στο x0, όπου x0 ένα σημείο του 

πεδίου ορισμού της, εάν  )(lim
0

xf
xx→

= f(x0). 

64. Περιπτώσεις ασυνέχειας: 

☛ )(lim
0

xf
xx→

 f(x0) (σχήμα 1) . 

 

Πχ η συνάρτηση 








=


−

−

=

1x          3,

1x  
x

x

xf
,

1

1

)(

2

, εί-

ναι 2= )(lim
1

xf
x→

f(1)=3. 

☛ Δεν υπάρχει το όριο της συνάρτησης 

στο x0 (σχήμα 2). 

 

Πχ η συνάρτηση 








+
=

0x   x,-2

0x  x
xf

,1
)(

2

δεν 

έχει όριο στο 0 γιατί  1= )(lim
0

xf
x −→

 

)(lim
0

xf
x +→

 =2. 

☛ Το όριο της συνάρτησης στο x0 είναι 

+ ή -.  

Πχ η συνάρτηση  








=


=

0x   1,

0x  
xxf

,
||

1

)(  δεν εί-

ναι συνεχής στο 0, γιατί )(lim
0

xf
x→

=+. 

65. Ορισμός: Μία συνάρτηση f που είναι συ-

νεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορι-

νΝ*. 

νΝ. 

f(x0) Cf 

σχ. 1 

σχ. 2 
Cf 
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σμού της, θα λέγεται, συνεχής συ-

νάρτηση. 

66. Παραδείγματα συνεχών συναρτήσεων: 

Οι πολυωνυμικές, ρητές, εκθετικές, λογα-

ριθμικές και τριγωνομετρικές συναρτή-

σεις είναι συνεχείς στα πεδία ορισμού 

τους. 

67. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς 

στο x0, τότε είναι συνεχείς στο x0 και οι 

συναρτήσεις f+g, cf με cR, fg, 
g

f
, |f| 

και  f , με την προϋπόθεση ότι ορί-

ζονται σε ένα διάστημα που περιέχει το 

x0. 

68. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 

και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο 

f(x0),τότε η σύνθεσή τους gοf είναι συνε-

χής στο x0. 

69. Ορισμός: Μια συνάρτηση f θα λέμε ότι 

είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα 

(α, β),όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο 

του (α, β).  

70. Ορισμός: Μια συνάρτηση f θα λέμε ότι 

είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα 

[α, β], όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο 

του (α, β) και επιπλέον )(lim xf
x +→

=f(α) και 

)(lim xf
x −→

=f(β). 

71. Ανάλογοι ορισμοί με τους 64 και 65 δια-

τυπώνονται για διαστήματα της μορφής 

(α, β], [α, β). 

72. Θεώρημα Bolzano: Έστω μια συνάρτηση 

f, ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα 

[α,β]. Αν: 

● η f είναι συνεχής στο [α,β] και,  

● f(α)∙ f(β) < 0, 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, x0∈(α,β) 

τέτοιο, ώστε f(x0)=0. 

Δηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρίζα 

της εξίσωσης f(x)=0 στο ανοικτό διάστη-

μα (α,β). 

73. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα 

διάστημα Δ και δε μηδενίζεται σ’ αυτό, 

τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x∈Δ ή 

είναι αρνητική για κάθε x∈Δ, δηλαδή δια-

τηρεί πρόσημο στο διάστημα Δ. 

74. Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρό-

σημο σε καθένα από το διαστήματα στα 

οποία οι διαδοχικές ρίζες της f, χωρίζουν 

το πεδίο ορισμού της. 

75. Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών (ΘΕΤ):  

Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι ο-

ρισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [α,β]. 

Αν: ● η f είναι συνεχής στο [α,β] και 

● f(α)≠f(β), 

τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των f(α) 

και f(β) υπάρχει ένας, τουλάχιστον 

x0∈(α,β) τέτοιος, ώστε f(x0) = η 

Απόδειξη: Ας υποθέσουμε ότι f(α) < f(β). 

Τότε θα ισχύει f(α) < η < f(β). 

Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=f(x)–η, 

x∈[α,β]. Παρατηρούμε ότι: 

● η g είναι συνεχής στο [α,β] και 

● g(α)g(β) < 0, αφού g(α)=f(α)–η<0 και 

g(β)=f(β)–η>0. 

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του 

Bolzano, υπάρχει x0∈(α,β) τέτοιο, ώστε 

g(x0)=f(x0)–η=0, οπότε f(x0)=η. 

76. Αν μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής 

στο διάστημα [α,β], τότε δεν παίρνει υπο-

χρεωτικά όλες τις ενδιάμεσες τιμές. 

77. Η εικόνα f(Δ) ενός διαστήματος Δ μέσω 

μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτη-

σης f, είναι διάστημα. Αν το διάστημα Δ 

είναι κλειστό, η εικόνα του f(Δ) είναι κλει-

στό διάστημα. 

78. . ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέγιστης και ελάχιστης τι-

μής): Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο 

[α,β], τότε η f παίρνει στο [α,β] μια μέγι-

στη τιμή Μ και μια ελάχιστη τιμή m.  

Άρα το σύνολο τιμών μιας συνεχούς 

συνάρτησης f με πεδίο ορισμού το [α,β] 

είναι το κλειστό διάστημα [ m,Μ]. 

79. ☛ Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως αύ-

ξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διά-

στημα (α,β), τότε το σύνολο τιμών της 

στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα 

(Α,Β), όπου Α= )(lim xf
x →

 και B= )(lim xf
x →

. 

☛ Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα και συ-

νεχής στο (α,β), τότε το σύνολο τιμών 
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της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα 

(Β,Α).  

ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

80. Ορισμός: H συνάρτηση S(t) που καθορί-

ζει τη θέση ενός σώματος τη χρονική 

στιγμή  t, ονομάζεται  συνάρτηση θέσης 

 του κινητού. 

81. Ορισμός: Μέση ταχύτητα του κινητού 

στο χρονικό διάστημα t-t0, ονομάζεται το 

πηλίκο 
0

0 )()(

tt

tStS

−

−
=





ό

ό
. 

82. Ορισμός: Το όριο της μέσης ταχύτητας, 

καθώς το t τείνει στο t0, το ονομάζουμε 

στιγμιαία ταχύτητα του κινητού τη χρο-

νική στιγμή t0 και τη συμβολίζουμε με 

υ(t0). Δηλαδή 
0

0
0

)()(
lim)(

0 tt

tStS
tu

tt −

−
=

→
. 

83. Ο ισχυρισμός: «Εφαπτομένη ενός κύκλου 

σε ένα σημείο του Α ονομάζουμε την ευ-

θεία η οποία έχει με τον κύκλο ένα 

μόνο κοινό σημείο. Ο ορισμός αυτός 

μπορεί να γενικευτεί για οποιαδήποτε κα-

μπύλη» είναι εσφαλμένος, γιατί έτσι η 

καμπύλη y=x2 θα είχε στο σημείο της 

Α(1,1) δύο εφαπτόμενες ε και ζ (σχ. 3),  

 
ενώ η καμπύλη y=x3 δεν θα είχε καμιά 

εφαπτόμενη (σχ. 4). 

 
84. Ορισμός εφαπτόμενης καμπύλης: Έστω f 

μια συνάρτηση και Α(x0,f(x0)) ένα σημείο 

της Cf.  

Αν υπάρχει το όριο
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−

→

 και 

είναι ένας πραγματικός αριθμός λ, τότε 

ορίζουμε ως εφαπτομένη της Cf στο ση-

μείο της Α, την ευθεία ε που διέρχεται 

από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ. 

85. Ορισμός: Μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι 

παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο x0 του 

πεδίου ορισμού της, αν υπάρχει το όριο 

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−

→  

και είναι πραγματικός 

αριθμός. Το όριο αυτό ονομάζεται παρά-

γωγος της συνάρτησης f στο x0 και 

συμβολίζεται με f′(x0).  

Δηλαδή: 
0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→

. 

86. Γεωμετρική ερμηνεία και εξίσωση εφα-

πτόμενης καμπύλης: Έστω f μία συνάρ-

τηση και Α(x0,f(x0)) ένα σταθερό σημείο 

της γραφικής της παράστασης της συ-

νάρτησης. Έστω επίσης ένα άλλο σημείο 

Μ(x,f(x)) το οποίο μπορεί να κινείται πά-

νω στη γραφική παράσταση της συνάρ-

τησης. Καθώς το x τείνει στο x0 με x>x0 

(σχ. 5) η τέμνουσα ΑΜ φαίνεται να παίρ-

νει μια οριακή θέση ε. 

σχ. 3 

σχ. 4 
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Την ίδια οριακή θέση φαίνεται να παίρνει 

και όταν το x τείνει στο x0 με x<x0 (σχ. 6).  

 
Η ευθεία ΑΜ έχει συντελεστή διεύθυνσης 

λ=
0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
. Η οριακή θέση ε της ΑΜ 

θα έχει συντελεστή διεύθυνσης λε=

)(
)()(

lim 0
0

0

0

xf
xx

xfxf

xx
=

−

−
=

→
 εφόσον υπάρ-

χει και είναι ένας πραγματικός αριθμός. 

Εξίσωση εφαπτομένης: 

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0). 

87. Αν μια συνάρτηση f δεν είναι παραγωγί- 

σιμη στο x0, τότε δεν ορίζουμε εφαπτο-

μένη της Cf στο σημείο Α(x0,f(x0)). 

88. 
h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)( 00

0
0

−+
=

→
 

89. Συμβολισμοί Leibniz: 

 

0

)()()(
lim)( 0

0
0

xxx dx

xdf

dx

xdf

x

xf
xf

=→
==




= . 

90. Η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη 

χρονική στιγμή t0, είναι η παράγωγος της 

συνάρτησης θέσης x=S(t) τη χρονική 

στιγμή t0. Δηλαδή είναι υ(t0) =S′(t0). 

91. Παράγωγος και συνέχεια: Αν μια συνάρ-

τηση f είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 

x0, τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυ-

τό. 

Απόδειξη: Για x≠x0 έχουμε: 

f(x)-f(x0)=
0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
(x-x0), οπότε: 

( ))()(lim 0
0

xfxf
xx

−
→

= 

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
=

→
 ( )0

0

lim xx
xx

−
→

 

=f΄(x0)0 

=0. 

Επομένως )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

, δηλαδή η f 

είναι συνεχής στο x0. 

92. Mια συνάρτηση f μπορεί να είναι συνεχής 

σ’ ένα σημείο x0 χωρίς να είναι παραγω-

γίσιμη σ’ αυτό. Πχ  η συνάρτηση f(x)=|x| 

είναι συνεχής στο σημείο Α(0,0), γιατί 

=
→

||lim
0

x
x

0=f(0), ενώ δεν είναι παραγωγί-

σιμη στο 0, γιατί 
0

0||
lim

0
0 −

−


→ + x

x

x
x

=
x

x

x +→0
lim =1  

ενώ 
0

0||
lim

0
0 −

−


→ − x

x

x
x

=
x

x

x

−
+→0

lim = -1 (σχ. 7).  

 
93. Εάν μια συνάρτηση δεν είναι συνεχής σε 

ένα σημείο x0, τότε δεν είναι παραγωγί-

σιμη στο σημείο αυτό. 

94. Ορισμός: Έστω f μια συνάρτηση με πε-

δίο ορισμού ένα σύνολο Α. H συνάρτηση 

f λέγεται παραγωγίσιμη στο Α ή απλά, 

παραγωγίσιμη, όταν είναι παραγωγίσι-

μη σε κάθε σημείο x0∈A. 

95. Ορισμός: Μια συνάρτηση f λέγεται πα-

ραγωγίσιμη στο (α,β) του πεδίου ορι-

σμού της, όταν είναι παραγωγίσιμη σε 

κάθε σημείο x0∈(α,β). 

96. Ορισμός: Μια συνάρτηση f λέγεται πα-

ραγωγίσιμη στο [α,β] του πεδίου ορι-

σμού της, όταν είναι παραγωγίσιμη σε 

κάθε σημείο x0∈(α,β) και επιπλέον  

R
ax

afxf

x


−

−
+→

)()(
lim


και  

σχ. 5 

σχ. 6  

σχ. 7 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

10 
 

R
x

fxf

x


−

−
−→ 





)()(
lim . 

97. Ορισμός: Έστω f μια συνάρτηση με πε-

δίο ορισμού Α και Α1 το σύνολο των ση-

μείων του Α στα οποία αυτή είναι παρα-

γωγίσιμη. Αντιστοιχίζοντας κάθε x∈A1 

στο f ′(x), ορίζουμε τη συνάρτηση 

η οποία ονομάζεται πρώτη παράγωγος 

της f ή απλά παράγωγος της f.  

98. Παράγωγος σταθερής συνάρτησης f(x)=c 

με cR: ( c )΄=0. 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 

0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
=

0xx

cc

−

−
=0 οπότε: 

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→
00lim

0

==
→xx

. 

Άρα ( c )΄=0. 

99. Παράγωγος ταυτοτικής συνάρτησης        

f(x)=x: ( x )΄=1. 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 

0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
=

0

0

xx

xx

−

−
=1 οπότε: 

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→
11lim

0

==
→xx

. 

Άρα ( x )΄=1. 

100. Παράγωγος της συνάρτησης f(x)=xν, 

νΝ* : ( xν )΄=νxν-1. 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 

0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
=

0

0

xx

xx

−

− 

  

=
0

00
21

0 )...)((

xx

xxxxxx

−

+++− −− 

 

= 
00

21 ... xxxx +++ −−

 

οπότε: 

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→
 

)...(lim 00
21

0

 xxxx
xx

+++= −−

→
           

1
0

1
0

1
0 ... −−−

+++= 
xxx

 1
0

−
=


 x

 Άρα ( xν )΄=νxν-1. 

101. ( )x =
x2

1
, x>0. 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 

0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
=

0

0

xx

xx

−

−

  

=
( )( )
( )( )00

00

xxxx

xxxx

+−

+−
 

=
( )( )00

0

xxxx

xx

+−

−
 

=
0

1

xx +   

οπότε: 

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→

 

0

1
lim

0 xxxx +
=

→
            

=
00

1

xx +  

=
02

1

x  

Άρα ( )x =
x2

1
. 

102. (ημx)΄=συνx, (συνx)΄= -ημx, (ex)΄=ex 

και  

(lnx)΄=
x

1
, x>0. 

103. Παράγωγος αθροίσματος: Αν οι συ-

ναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιμες στο 

x0, τότε η συνάρτηση f+g είναι παραγωγί-

σιμη στο x0 και ισχύει:  

(f+g)′(x0)=f ′(x0) + g′(x0). 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 

0

0 ))(())((

xx

xgfxgf

−

+−+
= 

=
0

00 )()()()(

xx

xgxfxgxf

−

−−+

  

=
0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
+

0

0 )()(

xx

xgxg

−

−

 

οπότε:

 

0

0
0

))(())((
lim)()(

0 xx

xgfxgf
xgf

xx −

+−+
=+

→
 

=
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−

→
+

0

0 )()(
lim

0 xx

xgxg

xx −

−

→
 

=

 
=f ′(x0) + g′(x0).

 Άρα (f+g)′(x0)=f ′(x0) + g′(x0). 
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104. Παράγωγος γινομένου:  

(f∙g)′(x)=f ′(x)g(x)+f(x)g′(x). 

Παράγωγος γινομένου τριών συναρτήσε-

ων :         (f(x)g(x)h(x))′= 

=f ′(x)g(x)h(x)+f(x)g′(x)h(x)+f(x)g(x)h′(x). 

Απόδειξη: (f(x)g(x)h(x))΄=  

=(f(x)g(x))΄h(x)+f(x)g(x)h΄(x)= 

=(f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x))h(x)+f(x)g(x)h΄(x)=  

=f΄(x)g(x)h(x)+f(x)g΄(x)h(x)+f(x)g(x)h΄(x) 
. 

105. (cf(x))′ = cf′ (x), cR. 

106. Παράγωγος πηλίκου:  

)(

)()()()(

)(

)(
2 xg

xgxfxgxf

xg

xf −
=











 . 

. 

107.  (x̼-ν)′ = -νx̼-ν̼-1, νΝ* 

Απόδειξη: (x̼-ν)′ = 











x

1
 

  =




2

)(1)1(

x

xx −
 

  =



2

1

x

x −−
 

  = -νxν-1-2ν 

  = -νx-ν-1. 

108. (εφx)΄=
x2

1


 . 

Απόδειξη: (εφx)΄= 












x 

x 




 

= 
x

)x x( ημ-x x 
2

)(



 
 

= 
x

xημx 22

2

 +
=

x2

1


. 

109. (σφx)΄=
x2

1


−  . 

110. Παράγωγος σύνθεσης:  

 (fοg)′(x)=f ′(g(x))∙g′(x). 

111. Κανόνας της αλυσίδας: 
dx

dy
=

du

dy


dx

du
. 

112. (xα)′ = αxα–1, αR. 

Απόδειξη: (xα)΄=(eαlnx)΄ 

   =eαlnx(αlnx)΄ 

   =xα
x


 

   =αxα-1. 

113. (αx)′ = αxlnα, 0<α1. 

Απόδειξη: (αx)΄=(exlnα)΄ 

   =exlnα(xlnα)΄ 

   =αxlnα. 

114. (ln|x|)΄=
x

1
, x∈R*. 

☛ x>0 τότε |x|=x και 

(ln|x|)΄=(lnx)΄=
x

1
. 

☛ x<0 τότε |x|= -x και  

(ln|x|)΄=(ln(-x))΄=
x−

1
(-x)΄=

x

1
. 

Άρα (ln|x|)΄=(lnx)΄=
x

1
, για κάθε x∈R*. 

115. Ορισμός: Αν δύο μεταβλητά μεγέθη x, y 

συνδέονται με τη σχέση y=f(x), όταν f εί-

ναι μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο x0, 

τότε ονομάζουμε ρυθμό μεταβολής του 

y ως προς το x στο σημείο x0 την πα-

ράγωγο f ′(x0). 

116. H επιτάχυνση α(t0) ενός κινητού τη χρο-

νική στιγμή t0, είναι ο ρυθμός μεταβολής 

της ταχύτητας υ(t) ως προς το χρόνο t τη 

χρονική στιγμή t0. Δηλαδή: 

α(t0) = υ′(t0) = S″(t0). 

117. Ορισμός: Το κόστος παραγωγής Κ(x), η 

είσπραξη Ε(x) και το κέρδος Ρ(x) εκφρά-

ζονται συναρτήσει της ποσότητας x του 

παραγόμενου προϊόντος. Έτσι, η παράγ-

ωγος K′(x0) παριστάνει το ρυθμό μετα-

βολής του κόστους Κ ως προς την ποσό-

τητα x, όταν x=x0 και λέγεται οριακό κό-

στος στο x0.  

Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες οριακή 

είσπραξη Ε΄(x0) στο x0 και οριακό κέρ-

δος Ρ΄(x0) στο x0. 

118. Θεώρημα Rolle: Αν μια συνάρτηση f εί-

ναι: 

● συνεχής στο κλειστό διάστημα [α,β], 

● παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα 

(α,β) και 

● f(α)=f(β). 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β), 

τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0. 
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119. Γεωμετρική ερμηνεία Θ. Rolle: 

Υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β) τέτοιο, 

ώστε η εφαπτομένη της Cf στο Μ(ξ,f(ξ)) 

να είναι παράλληλη στον άξονα των x 

(σχ. 8). 

 
120. Θεώρημα μέσης τιμής του διαφορικού 

λογισμού (Θ.Μ.Τ.): Αν μια συνάρτηση f 

είναι: 

• συνεχής στο κλειστό διάστημα [α,β] και 

• παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα 

(α,β), 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β), 

τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 




−

− )()( ff
. 

121. Γεωμετρική ερμηνεία Θ.Μ.Τ. : Υπάρχει 

ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β) τέτοιο, ώστε η 

εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 

της f στο σημείο Μ(ξ,f(ξ)) να είναι παράλ-

ληλη της ευθείας ΑΒ (σχ. 9). 

 
122. Συνέπειες Θ.Μ.Τ. 

i. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε 

ένα διάστημα Δ. Αν 

• η f είναι συνεχής στο Δ και 

• f ′( x) = 0 για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό 

σημείο x του Δ, τότε η f είναι σταθερή 

σε όλο το διάστημα Δ . 

Απόδειξη: Αρκεί να αποδείξουμε ότι για 

οποιαδήποτε x1,x2,∈∆ ισχύει f(x1) = f(x2).  

• Αν x1=x2, τότε προφανώς f(x1)=f(x2). 

• Αν x1<x2, τότε στο διάστημα [x1,x2] η f 

ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ.. Ε-

πομένως, υπάρχει ξ∈(x1,x2) τέτοιο ώστε f 

′(ξ) =
12

12 )()(

xx

xfxf

−

−
………………….(1) 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του 

Δ, ισχύει f ′(ξ) = 0 οπότε λόγω της (1), εί-

ναι f(x2)-f(x1)=0  f(x2) = f(x1).  

• Αν x2<x1, τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι 

f(x1) = f(x2).  

Σε όλες, λοιπόν, τις περιπτώσεις είναι 

f(x1) = f(x2). 

ii. Έστω δυο συναρτήσεις f, g ορισμένες 

σε ένα διάστημα Δ. Αν 

• οι f, g είναι συνεχείς στο Δ και 

• f ′(x) = g′(x) για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό 

σημείο x του Δ, τότε υπάρχει σταθερά 

c τέτοια, ώστε για κάθε x ∈ ∆ να ισχύει 

f(x) = g(x) + c. 

Απόδειξη: Η συνάρτηση f – g είναι συνε-

χής στο Δ και για κάθε εσωτερικό σημείο 

x ∈ ∆ ισχύει (f - g)′(x) = f ′(x) - g′(x) = 0. 

Επομένως, η συνάρτηση f - g είναι στα-

θερή στο Δ. Άρα, υπάρχει σταθερά c τέ-

τοια, ώστε για κάθε x ∈ ∆ να ισχύει: 

f(x) - g(x)=c, οπότε f(x)=g(x)+c. 

123. Η συνέπεια i της προηγούμενης παρα-

γράφου ισχύει σε διάστημα και όχι σε 

ένωση διαστημάτων. Πχ η συνάρτηση 








=

0x aν  1,-

0x αν  
xf

,1
)( έχει f ΄(x)=0 στην ένω-

ση (-∞,0)∪(0,+∞), εντούτοις η f δεν είναι 

σταθερή στο (−∞,0)∪(0,+∞). 

124. Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι 

συνεχής σε ένα διάστημα Δ. 

● Αν f ′(x)>0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x 

του Δ,  τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε  

όλο το Δ. 

● Αν f ′(x)<0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x 

του Δ, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε 

όλο το Δ. 

Απόδειξη: 

● Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην πε-

ρίπτωση που είναι f ′(x)>0. 

Έστω x1, x2∈∆ με x1<x2. Θα δείξουμε ότι 

f(x1)<f(x2).  

σχ. 8 

σχ. 9 
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Πράγματι, στο διάστημα [x1,x2] η f ικα-

νοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ.. 

Επομένως υπάρχει ξ∈(x1,x2) τέτοιο ώστε 

f ′(ξ) =
12

12 )()(

xx

xfxf

−

−
………………….(1) 

Επειδή f ′(ξ)>0, 
)1(

  
12

12 )()(

xx

xfxf

−

−
>0 και 

επειδή x2 – x1 > 0, έχουμε f(x2) – f(x1)>0, 

οπότε f(x1) < f(x2). 

• Στην περίπτωση που είναι f ′(x) < 0 ερ-

γαζόμαστε αναλόγως. 

125. Η πρόταση «αν η συνάρτηση f είναι 

γνησίως αύξουσα (αντιστοίχως γνησίως 

φθίνουσα) στο Δ, τότε η παράγωγός της 

είναι θετική (αντιστοίχως αρνητική) στο 

εσωτερικό του Δ» είναι αληθής ή ψευδής; 

Δικαιολογήστε την επιλογή σας. 

Απάντηση: Είναι ψευδής. Για παράδειγ-

μα, η συνάρτηση f(x)=x3, xR, αν και εί-

ναι γνησίως αύξουσα στο R , εντούτοις 

έχει παράγωγο f ′(x)=3x2 η οποία δεν εί-

ναι θετική σε όλο το R , αφού f ′(0) = 0. 

Ισχύει όμως f ′(x) ≥ 0για κάθε x∈R . 

TOΠΙΚΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

126. Ορισμός: Μια συνάρτηση f, με πεδίο ο-

ρισμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο 

x0∈A τοπικό μέγιστο, όταν υπάρχει 

δ>0, τέτοιο ώστε f(x)≤f(x0) για κάθε             

x∈A∩(x0-δ,x0+δ). Το x0 λέγεται θέση ή 

σημείο τοπικού μεγίστου, ενώ το f(x0) 

τοπικό μέγιστο της συνάρτησης f. 

Ορισμός: Μια συνάρτηση f, με πεδίο ορι-

σμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο 

x0∈A τοπικό ελάχιστο, όταν υπάρχει 

δ>0, τέτοιο ώστε f(x)f(x0) για κάθε             

x∈A∩(x0-δ,x0+δ). Το x0 λέγεται θέση ή 

σημείο τοπικού ελαχίστου, ενώ το f(x0) 

τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης f. 

127. Ορισμός: Τα τοπικά μέγιστα και τοπικά 

ελάχιστα της συνάρτησης f λέγονται το-

πικά ακρότατα ή, απλά, ακρότατα αυ-

τής, ενώ τα σημεία στα οποία η f παρου-

σιάζει τοπικά ακρότατα λέγονται θέσεις 

τοπικών ακροτάτων. Το μέγιστο και το 

ελάχιστο της f λέγονται ολικά ακρότατα 

αυτής. 

128. Η πρόταση «αν η συνάρτηση f έχει το-

πικά ακρότατα, τότε θα έχει και ολικά α-

κρότατα» είναι αληθής ή ψευδής; Δικαιο-

λογήστε την επιλογή σας. 

Απάντηση: Είναι ψευδής. Για παράδειγ-

μα, η συνάρτηση 












=
1x aν  ,

x

1

1x αν  x

xf

,

)(

2

, έ-

χει τοπικό μέγιστο το f(1)=1, τοπικό ελά-

χιστο f(0)=0, αλλά δεν έχει ολικό μέγιστο 

(σχ. 10). 

 
129. Ένα τοπικό μέγιστο μπορεί να είναι μι-

κρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο. Πχ η 

συνάρτηση f(x)=3x+2xημx (σχ.11) 

 
130. Αν μια συνάρτηση f παρουσιάζει μέγι-

στο, τότε αυτό θα είναι το μεγαλύτερο 

από τα τοπικά μέγιστα, ενώ αν παρου-

σιάζει ελάχιστο, τότε αυτό θα είναι το μι-

κρότερο από τα τοπικά ελάχιστα.  

131. Θεώρημα Fermat : Έστω μια συνάρ-

τηση f ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και x0 

σχ. 10 

σχ. 11 
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ένα εσωτερικό σημείο του Δ. Αν η f πα-

ρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 και 

είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυ-τό, 

τότε f ′(x0) = 0. 

Απόδειξη: Ας υποθέσουμε ότι η f πα-

ρουσιάζει στο x0 τοπικό μέγιστο. Επειδή 

το x0 είναι εσωτερικό σημείο του Δ 

και η f παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό μέγι-

στο, υπάρχει δ>0, τέτοιο ώστε (x0-

δ,x0+δ)Δ και f(x)≤f(x0)  f(x)-f(x0)≤0..(1) 

για κάθε x∈(x0-δ,x0+δ).  

Επειδή η συνάρτηση f είναι παραγωγί-

σιμη στο x0, ισχύει: 

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=

−→ 0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
=

+→
. 

• Αν x∈(x0-δ,x0) τότε x<x0  x-x0<0 και 

λόγω της (1)  0
)()(

0

0 
−

−

xx

xfxf

  

   0
)()(

lim)(
0

0
0

0


−

−
=

−→ xx

xfxf
xf

xx
….(2)  

• Αν x∈(x0,x0+δ) τότε x>x0  x-x0>0 και 

λόγω της (1)  0
)()(

0

0 
−

−

xx

xfxf

  

   0
)()(

lim)(
0

0
0

0


−

−
=

+→ xx

xfxf
xf

xx
….(3)  

Έτσι από τις (2) και (3) έχουμε f ′(x0)= 0. 

Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι α-

νάλογη.  

132. Πιθανές θέσεις τοπικών ακροτάτων 

μιας συνάρτησης f σ’ ένα διάστημα Δ 

είναι: 

1. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία 

η παράγωγος της f μηδενίζεται. 

2. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία 

η f δεν παραγωγίζεται. 

3. Τα άκρα του Δ (αν ανήκουν στο πεδίο 

ορισμού της). 

133. Ορισμός: Κρίσιμα σημεία μιας συνάρ-

τησης  f στο διάστημα Δ, λέγονται τα ε-

σωτερικά σημεία του Δ στα οποία η f δεν 

παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι 

ίση με το μηδέν. 

134. Θεώρημα ακροτάτων: Έστω μια συνάρ-

τηση f παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα 

(α,β), με εξαίρεση ίσως ένα σημείο του 

x0, στο οποίο όμως η f είναι συνεχής. 

i) Αν f ′(x)>0 στο (α,x0) και f ′(x)<0 στο 

(x0,β), τότε το f(x0) είναι τοπικό μέγιστο 

της f.  

ii) Αν f ′(x)<0 στο (α,x0) και f ′(x)>0 στο 

(x0,β), τότε το f(x0) είναι τοπικό ελά- 

χιστο της f.  

iii) Aν η f ′(x) διατηρεί πρόσημο στο 

(α,x0)(x0,β), τότε το f(x0) δεν είναι το-

πικό ακρότατο και η f είναι γνησίως 

μονότονη στο (α,β). 

Απόδειξη:  

i) ☛ Επειδή f ′(x)>0 στο (α,x0) και η f εί-

ναι συνεχής στο x0, η f είναι γνη-σίως 

αύξουσα στο (α,x0].  

Έτσι έχουμε f(x)≤f(x0)……………….(1) 

για κάθε x∈(α,x0) 

☛ Επειδή f ′(x)>0 στο (x0,β) και η f εί-

ναι συνεχής στο x0, η f είναι γνησίως 

φθίνουσα στο [x0,β).  

Έτσι έχουμε f(x)≤f(x0)……………….(2) 

για κάθε x∈[x0,β).  

Λόγω των (1) και (2), ισχύει 

f(x)≤f(x0) για κάθε x∈(α,β),  που σημαί-

νει ότι το f(x0) είναι μέγιστο της f στο 

(α, β) και άρα τοπικό μέγιστο αυτής.  

ii) Εργαζόμαστε αναλόγως.  

iii) Έστω ότι f ′(x)>0 για κάθε  x∈(α,x0) 

(x0,β). 

Επειδή η f είναι συνεχής στο x0 θα εί-

ναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από 

τα διαστήματα (α,x0] και [x0,β). Επομέ-

νως για x1<x0<x2 ισχύει 

f(x1)<f(x0)<f(x2). Άρα το f(x0) δεν είναι 

τοπικό ακρότατο της f.  

Θα δείξουμε, τώρα, ότι η f είναι γνη-

σίως αύξουσα στο (α,β).  

Έστω x1, x2∈(α,β) με x1<x2. 

• Αν x1, x2∈(α,x0), επειδή η f είναι γνη-

σίως αύξουσα στο (α, x0], θα ισχύει 

f(x1)<f(x2). 

• Αν x1, x2∈(x0,β), επειδή η f είναι γνη-

σίως αύξουσα στο [x0,β), θα ισχύει 

f(x1)<f(x2). 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

15 
 

• Αν x1<x0<x2, τότε όπως είδαμε 

f(x1)<f(x0)<f(x2). 

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις 

ισχύει f(x1)<f(x2), οπότε η f είναι γνη-

σίως αύξουσα στο (α,β). 

Ομοίως, αν f ′(x)<0 για κάθε x∈(α,x0) 

(x0,β). 

135. Για την εύρεση του μέγιστου και ελάχι-

στου εργαζόμαστε ως εξής: 

1. Βρίσκουμε τα κρίσιμα σημεία της f. 

2. Υπολογίζουμε τις τιμές της f στα ση-

μεία αυτά και στα άκρα των δια-

στημάτων. 

3. Από αυτές τις τιμές η μεγαλύτερη εί-

ναι το μέγιστο και η μικρότερη το ελά-

χιστο της f. 

ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ 

136. Ορισμός: Έστω μία συνάρτηση f συνε-

χής σ’ ένα διάστημα Δ και παραγωγίσιμη 

στο εσωτερικό του Δ. Θα λέμε ότι: 

● Η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς 

τα άνω ή είναι κυρτή στο Δ, αν η f ′ είναι 

γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του Δ . 

● Η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς 

τα κάτω ή είναι κοίλη στο Δ, αν η f ′ εί- 

ναι γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του Δ . 

137. Αν μια συνάρτηση f είναι κυρτή (αντι-

στοίχως κοίλη) σ’ ένα διάστημα Δ, τότε η 

εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 

της f σε κάθε σημείο του Δ, βρίσκεται 

“κάτω” (αντιστοίχως “πάνω”) από τη γρα-

φική της παράσταση, με εξαίρεση το 

σημείο επαφής τους. 

138. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα 

διάστημα Δ και δυο φορές παραγωγίσιμη 

στο εσωτερικό του Δ. 

● Αν f ″(x)>0 για κάθε εσωτερικό σημείο x 

του Δ, τότε η f είναι κυρτή στο Δ . 

● Αν f ″(x)<0 για κάθε εσωτερικό σημείο x 

του Δ, τότε η f είναι κοίλη στο Δ . 

139. Η πρόταση «Αν μια συνάρτηση είναι 

κυρτή (κοίλη) και δυο φορές παραγωγί-

σιμη στο εσωτερικό του Δ, τότε f ″(x)>0   

(f ″(x)<0) για κάθε εσωτερικό σημείο x του 

Δ" είναι ψευδής.  

Πχ η συνάρτηση f(x)=x4 έχει f ′(x)=4x3 

που είναι γνησίως αύξουσα στο R, άρα 

συνάρτηση f είναι κυρτή στο R, όμως η     

f ″(x)=12x2 δεν είναι θετική στο R , αφού   

f ″(0)=0. 

140. Ορισμός: Έστω μια συνάρτηση f παρα-

γωγίσιμη σ’ ένα διάστημα (α,β), με εξαί-

ρεση ίσως ένα σημείο του x0. Αν 

● η f είναι κυρτή στο (α,x0) και κοίλη στο 

(x0,β), ή αντιστρόφως, και 

● η Cf έχει εφαπτομένη στο σημείο 

Α(x0,f(x0)), 

τότε το σημείο Α(x0,f(x0)) ονομάζεται ση-

μείο καμπής της γραφικής παράστασης 

της f. 

141. Στα σημεία καμπής, η εφαπτομένη της 

Cf, “διαπερνά” την καμπύλη. 

142. Αν το σημείο Α(x0,f(x0)) είναι σημείο κα-

μπής της γραφικής παράστασης της f και 

η συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγω-

γίσιμη στο x0, τότε f ″(x0)=0. 

143. H πρόταση «Αν f ″(x0)=0, τότε το σημείο 

Α(x0,f(x0)) είναι σημείο καμπής της γρα-

φικής παράστασης της f» είναι ψευ-

δής.Πχ f(x)=x4, έχει f ′(x)=4x3, f ″(x)=12x2. 

Είναι f ″(0)=0 και το σημείο Α(0,0) δεν εί-

ναι Σ.Κ. αφού f ″(x)=12x2>0 εκατέρωθεν 

του 0.  

144. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σ’ ένα 

διάστημα (α,β) και x0∈(α,β). Αν 

● η f ″ αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του 

x0 και 

● ορίζεται εφαπτομένη της Cf στο 

Α(x0,f(x0)), 

τότε το σημείο Α(x0,f(x0)) είναι σημείο κα-

μπής. 

ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ –ΚΑΝΟΝΑΣ De l’ Hospital 

145. Ορισμός: Αν ένα τουλάχιστον από τα 

όρια: 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

−
 𝑓(𝑥)

 

η 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

+
 𝑓(𝑥) είναι + ή -, 

τότε η ευθεία x=x0 λέγεται κατακόρυφη 

ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 

της συνάρτησης f. 

146. Ορισμός: Αν )(lim xf
x +→

=l, (αντιστοίχως 

)(lim xf
x −→

=l), τότε η ευθεία y=l λέγεται 
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οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής πα-

ράστασης της f στο +∞ (αντιστοίχως στο 

−∞ ). 

147. Ορισμός: Η ευθεία y=λx+β λέγεται 

πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής πα-

ράστασης της f στο +∞, (αντιστοίχως στο 

−∞) , αν ( ))()(lim  +−
+→

xxf
x

=0 (αντι-

στοίχως ( ))()(lim  +−
−→

xxf
x

=0). 

148. Η ευθεία y=λx+β είναι πλάγια ασύμ-

πτωτη της γραφικής παράστασης της f 

στο +∞, αντιστοίχως στο −∞, αν και μόνο 

αν λ=
x

xf

x

)(
lim
+→

∈R
 
και β= ( )xxf

x
−

+→
)(lim ∈R 

αντιστοίχως  

λ=
x

xf

x

)(
lim
−→  

∈R και β= ( )xxf
x

−
−→

)(lim ∈R. 

149. ☛ Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθ-

μού μεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν 

ασύμπτωτες. 

☛ Οι ρητές συναρτήσεις f(x)=
)(

)(

xQ

xP
, με 

βαθμό του αριθμητή P(x) μεγαλύτερο 

τουλάχιστον κατά δύο του βαθμού του 

παρονομαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύμ-

πτωτες. 

150. Ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης 

μιας συνάρτησης f αναζητούμε: 

☛ Στα άκρα των διαστημάτων του πεδί-

ου ορισμού της στα οποία η f δεν ορίζε-

ται. 

☛ Στα σημεία του πεδίου ορισμού της, 

στα οποία η f δεν είναι συνεχής. 

☛ Στο +∞, −∞, εφόσον η συνάρτηση εί-

ναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής 

(α,+∞), αντιστοίχως ( −∞,α). 

151. Κανόνας De l’ Hospital:  

☛ Αν )(lim
0

xf
xx→

=0 και )(lim
0

xg
xx→

=0  με 

x0RU{-,+} και υπάρχει το όριο 

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
 πεπερασμένο ή άπειρο, τότε  

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx→
=

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
. 

☛ Αν )(lim
0

xf
xx→

= και )(lim
0

xg
xx→

=  με 

x0RU{-,+} και υπάρχει το όριο 

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
 πεπερασμένο ή άπειρο, τότε 

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx→
=

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
. 

152. Ο κανόνας De l’ Hospital ισχύει και για 

πλευρικά όρια και μπορούμε, αν χρειάζε-

ται, να τα εφαρμόσουμε περισσό-τερες 

φορές, αρκεί να πληρούνται οι προϋπο-

θέσεις τους. 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

153. Ορισμός: Έστω f μια συνάρτηση ορι-

σμένη σε ένα διάστημα Δ. Αρχική συ-

νάρτηση ή παράγουσα της f στο Δ  

ονομάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι 

παραγωγίσιμη στο Δ και ισχύει F′(x)= 

=f(x), για κάθε x∈∆. 

154. Κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστημα 

Δ έχει παράγουσα στο διάστημα αυτό. 

155. Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα 

διάστημα Δ. Αν F είναι μια παράγουσα 

της f στο Δ, τότε: 

● όλες οι συναρτήσεις της μορφής G(x)= 

=F(x)+c, c∈R, είναι παράγουσες της f 

στο Δ και 

● κάθε άλλη παράγουσα G(x) της f στο Δ 

παίρνει τη μορφή G(x)=F(x)+c, c∈R. 

Απόδειξη:  

• Κάθε συνάρτηση της μορφής G(x)= 

=F(x)+c, όπου c∈R, είναι μια παράγουσα 

της f στο Δ, αφού G′(x)=(F(x)+c)′=F′(x)= 

=f(x), για κάθε x ∈ ∆. 

• Έστω G είναι μια άλλη παράγουσα της 

f στο Δ. Τότε για κάθε x∈∆ ισχύουν F′(x)= 

=f(x) και G′(x)=f(x), οπότε G′(x)=F′(x), για 

κάθε x∈∆. Άρα υπάρχει σταθερά c τέτοια, 

ώστε G(x)=F(x)+c, για κάθε x∈∆. 

156. Εάν F, G αρχικές συναρτήσεις των f και g 

αντίστοιχα σε διάστημα Δ και cR, τότε: 

i) H συνάρτηση cF είναι αρχική της cf. 

ii) H FG είναι αρχική της fg. 
iii) Μια αρχική της f΄(x) είναι η f(x). 
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iv) Μια αρχική της f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x) είναι η 
f(x)g(x). 

v) Μια αρχική της 
𝑓΄(x)𝑔(x)−𝑓(x)𝑔΄(x)

𝑔2(x)
 είναι η 

𝑓(x)

𝑔(x)
 , με g(x)≠0. 

vi) Μια αρχική της 
𝑓΄(x)

𝑓2(x)
 είναι η −

1

𝑓(x)
 , με 

f(x)≠0. 

vii) Μια αρχική της 
𝑓΄(𝑥)

𝑓(𝑥)
 είναι η lnf(x), με f(x)>0. 

viii) Μια αρχική της 
𝑓΄(𝑥)

2√𝑓(𝑥)
 είναι η √𝑓(𝑥). 

ix) Μια αρχική της f΄(x)𝑒𝑓(𝑥)
 είναι η 𝑒𝑓(𝑥)

. 

x) Μια αρχική της 𝑓𝜈(𝜒)𝑓΄(𝑥) είναι η 

𝑓𝜈+1(𝑥)

𝜈+1
. 

xi) Μια αρχική της f΄(x)ημf(x) είναι η –συνf(x). 
xii) Μια αρχική της f΄(x)συνf(x) είναι η ημf(x). 

xiii) Μια αρχική της 𝑎𝑓(𝑥)𝑓΄(𝑥) είναι η 
𝛼𝑓(𝑥)

𝑙𝑛𝛼
, 

0<α≠1. 

xiv) Μια αρχική της 
𝑓΄(𝑥)

𝜎𝜐𝜈2𝑓(𝑥)
 είναι η εφf(x). 

xv) Μια αρχική της 
𝑓΄(𝑥)

𝜂𝜇2𝑓(𝑥)
 είναι η -σφf(x). 

157. Πίνακας απλών αρχικών συναρτήσεων: 

f F 

f(x)=α, με αR  F(x)=αx+c

 
f(x)=1  F(x)=x+c

 

f(x)=𝑥𝜈
 με  νR-{-1} F(x)= c

x
+

+

+

1

1





  
f(x)=ημx F(x)=-συνx+c 

 
f(x)=συνx F(x)=ημx+c

 

f(x)=
x2

1


, με x(κπ-

π/2, κπ+π/2) 

F(x)=εφx+c

 

f(x)= 
x2

1


, με x(κπ, 

κπ+π) 

F(x)=-σφx+c

 

f(x)=
xe  F(x)=

xe +c

 

f(x)=
x

1
,  με x(0, +) F(x)= cx +2

 

f(x)=
x

1
, με x>0  

f(x)= -
x

1
 με x<0 

F(x)=lnx+c  

 

F(x)= -ln(-x)+c

 

f(x)= x  

με  0<α≠1 

F(x)= c
a

x

+
ln


 

 

f(x)=εφx, με x(κπ-

(π/2),κπ+(π/2)),  κΖ 
F(x)=-lnσυνx+c

 

f(x)=σφx, με 

x(κπ,κπ+π),  κΖ  
F(x)=lnημx+c

 

22

1
)(

x
xf

−
=


 , με 

x(-α,α), α>0.  

F(x)=  

= c
xa

xa
+

−

+
ln

2

1


 

f(x)=lnx, με x > 0.  F(x)=xlnx-x+c

 
158. Ορισμός εμβαδού: Έστω f μια συνεχής 

συνάρτηση σε ένα διάστημα [α,β], με 

f(x)≥0 για κάθε x∈[α,β] και Ω το χωρίο 

που ορίζεται από τη γραφική παράσταση 

της f, τον άξονα των x και τις ευθείες x=α, 

x=β. 

Για να ορίσουμε το εμβαδόν του χωρίου 

Ω, (σχ. 12), εργαζόμαστε ως εξής: 

 
● Χωρίζουμε το διάστημα [α,β] σε ν ισο-

μήκη υποδιαστήματα, μήκους ∆x=


 −

με τα σημεία α=x0<x1<x2<…<xν=β. 

σχ. 12 
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● Σε κάθε υποδιάστημα [xκ–1,xκ] επιλέ-

γουμε αυθαίρετα ένα σημείο ξκ και σχη-

ματίζουμε τα ορθογώνια που έχουν βάση 

Δx και ύψη τα f(ξκ) (σχ. 13). Το άθροισμα 

των εμβαδών των ορθογωνίων 

αυτών είναι: 

 
Sν=f(ξ1)Δx+f(ξ2)Δx+…+f(ξν)Δx= 

    = [f(ξ1)+f(ξ2)+…+f(ξν)]Δx. 

● Yπολογίζουμε το 


S
+→

lim . 

Αποδεικνύεται ότι το 


S
+→

lim  υπάρχει στο 

R και είναι ανεξάρτητο από την επιλογή 

των σημείων ξκ. Το όριο αυτό ονομάζεται 

εμβαδόν του επιπέδου χωρίου Ω και 

συμβολίζεται με Ε(Ω). Είναι Ε(Ω)≥0. 

159. Ορισμός ορισμένου ολοκληρώματος:  

Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σε ένα 

διάστημα [α,β]. 

● Χωρίζουμε το διάστημα [α,β] σε ν ισο-

μήκη υποδιαστήματα, μήκους ∆x=


 −

με τα σημεία α=x0<x1<x2<…<xν=β. 

● Σε κάθε υποδιάστημα [xκ–1,xκ] επιλέ-

γουμε αυθαίρετα ένα σημείο ξκ και σχη-

ματίζουμε το άθροισμα  

Sν=f(ξ1)Δx+f(ξ2)Δx+…+f(ξν)Δx=
=







1

)( xf  

(άθροισμα Riemann). 

● Αποδεικνύεται ότι το 















=
+→









1

)(lim xf  

υπάρχει στο R και είναι ανεξάρτητο από 

την επιλογή των σημείων ξκ. Το όριο αυ-

τό ονομάζεται ορισμένο ολοκλήρω-μα 

της συνεχούς συνάρτησης f από το α στο 

β και συμβολίζεται με 




dxxf )(  και διαβά-

ζεται “ολοκλήρωμα της f από το α 

στο β”. 




dxxf )( =















=
+→









1

)(lim xf  . 

160. Ορισμοί: 

i. 0)( =




dxxf

  

. 

ii. =




dxxf )( −




dxxf )(

  

. 

161. Αν f(x)≥0, τότε 




dxxf )( 0. 

162. Ιδιότητες ορισμένου ολοκληρώματος : 

i) =




dxxgxf ))()(( 




dxxf )( .)(




dxxg  

ii) =




 dxxf )( 




 dxxf )(  και γενικά: 

=+




 dxxgxf ))()(( +




 dxxf )( .)(




 dxxg  

iii) Εάν f συνεχής σε διάστημα Δ και α, β, γΔ, 

τότε =




dxxf )( +




dxxf )( .)(




dxxf  

iv) Εάν f συνεχής συνάρτηση στο [α,β], f(x)0, 
στο [α,β], και  η f δεν είναι η μηδενική συνάρ-

τηση στο [α,β], τότε .0)( 




dxxf  

163. Η συνάρτηση ολοκλήρωμα: 

Αν f είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα 

διάστημα Δ και α είναι ένα σημείο του Δ, 

τότε η συνάρτηση F(x)= 
x

dttf



)(

 

είναι μια 

παράγουσα της f στο Δ. Δηλαδή ισχύει: 

)()( xfdttf

x

=




















 για κάθε xΔ. 

164. Θεμελιώδες θεώρημα ολοκληρωτικού 

λογισμού:  

σχ. 13 
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Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα 

διάστημα [α,β]. Αν G είναι μια παράγου-

σα της f στο [α, β], τότε 






dxxf )( =G(β)-G(α)= )(xG . 

Απόδειξη:  

Η συνάρτηση F(x)= 
x

dttf



)(

 

είναι επίσης 

μια παράγουσα της f στο [α,β]. Επειδή 

και η G(x) είναι μια παράγουσα της f στο 

[α,β], θα υπάρχει c∈R τέτοιο, ώστε  

G(x)=F(x)+c…………………………….(1) 

Από την (1) για x=α έχουμε: 

G(α)=F(α)+c= 




dttf )( +c=c……………(2) 

Από την (1) για x=β έχουμε: 

G(β)=F(β)+c= 




dttf )( +c 

 
)2(

= 




dttf )( +G(α) 

Επομένως 




dxxf )( =G(β)-G(α). 

165. Ολοκλήρωση κατά παράγοντες: 

 





dxxgxf )()( =[f(x)g(x)]

 -

 
 





dxxgxf )()( , 

όπου f΄, g΄ συνεχείς στο [α,β]. 

166. Ολοκλήρωση με αντικατάσταση: 

 





dxxgxgf )())(( = 
2

1

)(

u

u

duuf  όπου: 

f΄, g΄ συνεχείς συναρτήσεις, u=g(x), du= 

=g΄(x)dx, u1=g(α) και u2=g(β). 

167. Ολοκληρώματα βασικών συναρτήσεων: 

  



 −==

a

xdx1  

  −==




 
a

ccxcdx )(

       

 

 








+
=

+ 







a

x
dxx

1

1

, ν≠-1 

 








+−
=

+− 





 
a

x
dx

x 1

1 1

, ν≠1 

  =






a

xdx
x

2
1

 

  −=





a

xxdx  

  =





a

xxdx  

  =







a

xdx
x2

1
 

  −=







a

xdx
x2

1
 

  =






a

xx edxe  

  =






a

xdx
x

||ln
1

 

 







=

 







a

x
xdx

ln
 

  −=





a

xxdx ||ln  

  =





a

xxdx ||ln  

 








−

+
=

−

 

a
xc

xc

c
dx

xc
ln

2

11
22  

  −=






a

xxxxdx |lnln  

 

168. Ολοκληρώματα   σύνθετων   συναρτήσεων  : 

∫ (𝑓΄(𝑥) + 𝑔΄(𝑥))𝑑𝑥 = [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]𝛼
𝛽

𝛽

𝛼

 

∫ (𝑓΄(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔΄(𝑥))𝑑𝑥 = [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝛼
𝛽

𝛽

𝛼

 

∫
(𝑓΄(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔΄(𝑥))

𝑔2(𝑥)
𝑑𝑥 = [

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
]

𝛼

𝛽𝛽

𝛼

 

0 
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∫ 𝑓΄(𝑔(𝑥))𝑔΄(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑓(𝑔(𝑥)]𝛼
𝛽

𝛽

𝛼

 

  )()( )()( 


ffxfdxxf a

a

−==  

  =





a

xfdxxf΄ )()(  

 








+
=

+ 







a

xf
dxxf΄xf

1

)(
)()(

1

 

 








+−
=

+− 





 
a

xf
dxxf

xf 1

)(
)(

)(

1 1

 

  =






a

xfdx
xf

x΄f
)(2

)(

)( 
 

  −=





a

xfdxxfxf )()()(  

  =





a

xfdxxfxf )()()(  

  =








a

xfdx
xf

xf
)(

)(

)(
2  

  −=








a

xfdx
xf

xf
)(

)(

)(
2  

  =






a

xfxf edxxfe )()( )(  

  =







a

xfdx
xf

xf
|)(|ln

)(

)(
 

 







=

 







a

xf
xf dxxf

ln
)(

)(
)(

 

  −=





a

xfdxxfxf |)(|ln)()(  

  =





a

xfdxxfxf |)(|ln)()(  

 

ΕΜΒΑΔΑ 

169. Εάν f συνεχής συνάρτηση στο [α,β], τό-

τε το εμβαδόν Ε  του χωρίου που περι-

κλείεται από την καμπύλη y=f(x), τον ά-

ξονα x΄x ( ευθεία y=0)  και τις ευθείες με 

εξισώσεις x=α και x=β είναι:        

Ε= 




dxxf )(  , αν f(x)0 (σχ. 14)  

 

και Ε= - 




dxxf )(  , αν f(x)≤0 (σχ. 15). 

 

Γενικά =




dxxfE )(  

170. Εάν f, g συνεχείς στο [α,β]  τότε το εμβαδόν 

Ε του χωρίου που περικλείεται μεταξύ των 

γραφικών παραστάσεων Cf, Cg και των ευ-

θειών x=α, x=β (σχ. 16) δίνεται από την σχέ-

ση  −=





dxxgxfE )()( . 

 

σχ. 14 

σχ. 15 

σχ. 16 
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171. Το 




dxxf )(

 

είναι ίσο με το άθροισμα 

των εμβαδών των χωρίων που βρίσκο-

νται πάνω από τον άξονα x′x μείον 

το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων 

που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x′x 

(σχ. 17) 

 
172. Τέλος.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

σχ. 17 
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