
ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ 

Δ΢ΩΣΔΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΔΝΟ 
ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΕΙ΢ 

1. 


 


 =  


, όπνπ θ ε γσλία ησλ δηαλπζκάησλ 


  θαη 


  

(ζρήκα 1). Δάλ 


 =


0 ή 


 =


0 , ηόηε 


 


 =


0 . 

2. 


 


 =


 


  (αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα). ΢πλέπεηα ηεο αληη-

κεηαζεηηθήο ηδηόηεηαο, είλαη όηη ηζρύνπλ νη γλσζηέο ηαπηόηεηεο 

από ηελ άιγεβξα, πρ (


 +


 )
2
=



2
+2



 


 +



2
. 

3. 





  


 


 =


  , γηαηί θ=00 θαη ζπλ00=1 

Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ παξαπάλσ είλαη 

2

 =

2

 , γηαηί 


 


 =
00 



=


  =

2

  

εηδηθά 

2

i =1 θαη 

2

j =1 

 

4. 


        



    


 


 = -


  , γηαηί θ=1800 θαη ζπλ1800= -1 

 

5. 


 


     


 


 =0, γηαηί θ=900 θαη ζπλ900=0. Δηδηθά 


i 


j =0. 

6. Δάλ θ<900, ηόηε ζπλθ>0 θαη 


 


 >0 

7. Δάλ θ>900, ηόηε ζπλθ<0 θαη 


 


 <0 

8. Αλαιπηηθή έθθξαζε εζσηεξηθνύ γηλνκέλνπ: Δάλ 


 =(x1,y1) θαη 


 =(x2,y2),ηόηε 


 


 =x1x2+y1y2 

9. Δάλ ιR, ηόηε (ι


 )


 =


 (ι


 )=ι(


 


 ) 

 

10. 


 (


 


 )=


  


 


  


  

 

11. 


 


     ι1ι2= -1 

 

12. ζπλθ=








|||| 


 θαη ζπλθ=

2
2

2
2

2
1

2
1

2121

yxyx

yyxx




 

13. Αλ δεηείηαη ή δίλεηαη ε θαζεηόηεηα δπν δηαλπζκάησλ, θάλνπκε ρξήζε ηεο ζρέζεο 


 


     

 


 


 =0 

14. Αλ δεηείηαη ν ππνινγηζκόο ηνπ κέηξνπ ηνπ γξακκηθνύ ζπλδπαζκνύ 


  δπν δηαλπζκάησλ 


  

θαη 


 (


 =ι


 +κ


 ), ηόηε θάλνπκε ρξήζε ηεο ηδηόηεηαο 

2

 =

2

  

15. Δάλ δεηείηαη ε παραλληλία δπν δηαλπζκάησλ  


  θαη 


 , θάλνπκε ρξήζε κηαο από ηηο ηδηό-

ηεηεο:  i. 


 //


   


 =ι


 ,   ii. 


 //


   det(


 ,


 )=0  

 

ζρήκα 1 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ 

iii. 


 //


   ||


 a = ||||


 a   

2












a

22 

 a  

16. Δάλ δεηείηαη λα απνδείμνπκε όηη δπν δηαλύζκαηα  


  θαη 


  είλαη ομόρροπα, θάλνπκε ρξήζε 

κηαο από ηηο ηδηόηεηεο: i.  





  


 =ι


 , κε ι>0 ii. 





  |


 +


 |=


   

 

iii. 





  


 


 =


    iv. 





  ζπλ(


 ,


 )=1 

17. Δάλ δεηείηαη λα απνδείμνπκε όηη δπν δηαλύζκαηα  


  θαη 


  είλαη αντίρροπα, θάλνπκε ρξήζε 

κηαο από ηηο ηδηόηεηεο: i.  





  


 =ι


 , κε ι<0 ii. 





  |


 +


 |=



   

 

iii. 





  


 


 = -


   iv. 





  ζπλ(


 ,


 )= -1 

18. Γηα ηελ αληηκεηώπηζε πξνβιεκάησλ γεσκεηξίαο, εθκεηαιιεπόκαζηε ηελ θαζεηόηεηα. Αληηθα-
ζηζηνύκε θάπνηα δηαλύζκαηα ηνπ εζσηεξηθνύ γηλνκέλνπ κε άζξνηζκα ή δηαθνξά ησλ δηαλπ-
ζκάησλ ζέζεο, ρξεζηκνπνηώληαο ζεκείν αλαθνξάο θάπνην ζεκείν ηνπ ζρήκαηνο. Αλ ε κέζν-
δνο  απηή δελ ιεηηνπξγεί, ηόηε θαηαζθεπάδνπκε ζύζηεκα ζπλ/λσλ θαη επηιύνπκε ην πξόβιεκα 
κε ηελ αλαιπηηθή κέζνδν. 

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 

1. Θεσξνύκε ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ πιεπξάο α=3 θαη ην ύςνο ηνπ ΑΓ. Να ππνινγίζεηε ηα πα-
ξαθάησ γηλόκελα: 

a. 




  

b. 




  

c. 




  

2. Δάλ 63 


 , λα ππνινγίζεηε ην ιR, ώζηε ηα δηαλύζκαηα 


 +ι


  θαη 


 -ι


  λα είλαη 

θάζεηα. 

3. Να δείμεηε όηη ηα δηαλύζκαηα 


  θαη (


 


 )


 -(


 


 )


  είλαη θάζεηα. 

4. Να δείμεηε όηη ηα δηαλύζκαηα 


  θαη 
2


 





 



  είλαη θάζεηα. 

5. Να δείμεηε όηη ηα δηαλύζκαηα 


 =(ξβ,ξα-2β) θαη 


 =(α+ξβ,ξα) κε 
22 





 είλαη θάζεηα. 

6. Έζησ 


 ,


  θαη


 ηξία κε κεδεληθά δηαλύζκαηα. Δάλ


  (


 +


 ) θαη


  (


 +


 ), λα δείμεηε 

όηη 


  (


 -


 ). 

7. Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα 


 =

















22

2

1

2
,

1

1








 θαη  



 =


















 2

2

2 1

1
,

1

2








, κε θι=1. Να δείμεηε όηη: 

α) 1



  

β) 


  


 . 
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8. Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα 


  θαη 


  κε 6


 θαη ηζρύεη (4x


 +y


 )  (y


 -9x


 ), γηα θάζε 

x,yR.   α) Να απνδείμεηε όηη 


  


 . 

β) Να ππνινγίζεηε ηα κέηξα ησλ δηαλπζκάησλ 


  θαη 


 -2


 . 

9. Δάλ ηα δηαλύζκαηα 


 =(x2+y2,-1) θαη 


 =(1,2x-4y-5) είλαη θάζεηα, λα ππνινγίζεηε ηα x θαη y.  

10. Δάλ ηξηγώλνπ ΑΒΓ γλσξίδνπκε όηη Α(-1,0), Β(-2,-3), Γ(2,-1) θαη ΑΓ ην ύςνο ηνπ, λα βξείηε ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Γ. 

11. Δάλ 


 ji 26 θαη 


 ji 43 , λα βξείηε ηηο ζπλ/λεο ηνπ δηαλύζκαηνο 


 , όπνπ Η ην 

νξζόθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

12. Δάλ 2


 , 3


  θαη  
^

,


=
3

2
, λα ππνινγίζεηε ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο 



x =2


 +4


 . 

13. Δάλ 1


 , 2


  θαη  
^

,


=
3


,λα ππνινγίζεηε ηα κέηξα ησλ δηαλπζκάησλ



 +


  θαη 3


 -2


 . 

14. Δάλ 


 


 , 


 +


 


 -


  θαη 


3 =1, λα ππνινγίζεηε ηα 


  θαη 


 . 

15. Δάλ 


 , 


 , 


  κνλαδηαία δηαλύζκαηα θαη 


 +


 +


 =


0 , λα απνδείμεηε όηη 





 +





 +





 = 

= 
2

3
 . 

16. Δάλ 


 , 


 , 


  κνλαδηαία δηαλύζκαηα θαη  
^

,


=  
^

,


=  
^

,


=
3


, λα ππνινγίζηε ην κέηξν 




2 . 

17) Έζησ 


, 


 δηαλύζκαηα κε 1


, 2


 θαη 


),( 


=

3


. Να ππνινγίζεηε : 

a) ην γηλόκελν )2)(2( 


 , 

b) ην κέηξν ησλ δηαλπζκάησλ 


23   θαη 


23  . 

c) ην ζπλεκίηνλν ηεο γσλίαο )23  , 23(


 


. 

18) Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα 𝛼  θαη 𝛽  κε  𝛼 , 𝛽  
 

=
𝜋

3
 θαη  𝛼  =

 𝛽    

2
=  2. Να ππνινγίζεηε: 

a) 𝑎 𝛽  

b) 𝛼 2 + 𝛽 2 

c)  𝛼 + 𝛽  
2
 

d)  𝛼 + 𝛽   

e)  2𝛼 + 3𝛽   4𝛼 − 5𝛽  . 

19) Έζησ 


, 


,


 δηαλύζκαηα κε 1 


, 2


 θαη 0


  . 

a) Να δείμεηε όηη 


  

b) Να ππνινγίζεηε ηελ γσλία 


),( 


. 

20) Έζησ 


, 


 δηαλύζκαηα κε 4 


= 


33  θαη )32( 


 . Να δείμεηε όηη 


),( 


=

6


. 

21) Να δείμεηε ηελ ηζνδπλακία 





  |


 -


 |=


   
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22) Αλ  𝛼  =  𝛽  = 1 θαη  𝛼,    𝛽  
 

= 
2𝜋

3
, λα ππνινγίζεηε ηελ γσλία ησλ δηαλπζκάησλ 𝑢  = 2𝑎 + 4𝛽  θαη 

𝑣 = 𝑎 − 𝛽 . 

23) Αλ 𝛼 𝛽 , (𝛼 + 𝛽 )(𝛼 − 3𝛽 )θαη  𝛼 − 𝛽  = 2, λα δείμεηε όηη  𝛼  =  3 θαη  𝛽  = 1. 

24) Γίλνληαη ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα 𝛼  θαη 𝛽  κε  𝛼 , 𝛽 
 

 =
𝜋

3
. Να βξείηε δηάλπζκα 𝜒  ηέηνην ώζηε 

𝜒 //(𝛼 + 𝛽 ) θαη 𝛽 (𝛼 + 𝜒 ). 

25) Να απνδείμεηε όηη ηα δηαλύζκαηα 𝛼 =  3 3 + 1,  3 − 3  θαη 𝛽 =  2, −6 , ζρεκαηίδνπλ γσλία 

600. 

26) Να απνδείμεηε όηη ηα δηαλύζκαηα 𝛼 =  
1

 3−1
, 1 −  2  θαη 𝛽 =  

1

 3+1
,  2 + 1 , ζρεκαηίδνπλ 

γσλία 1500. 

27) Αλ 𝛼 =   𝑥 − 1  3, 2𝑥  θαη 𝛽 =  − 3, 1 , λα ππνινγίζεηε ην ρ, ώζηε  𝛼 , 𝛽 
 

 = 
𝜋

 3
. 

28) Αλ γηα ηα δηαλύζκαηα ηζρύνπλ νη ζρέζεηο 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0   θαη  𝛼  =
 𝛽    

2
=

 𝛾    

3
, λα απνδείμεηε 

όηη : i) 


        



   θαη 

ii)        


        


 .  

29) Να ππνινγίζεηε ην )β-α , 2(





 , όηαλ 


, 


 κνλαδηαία δηαλύζκαηα κε 


),( 


=

6


. 

30) Να αλαιπζεί ην δηάλπζκα 𝛽 = (5,10) ζε δπν θάζεηεο ζπληζηώζεο, από ηηο νπνίεο ε κία είλαη 
παξάιιειε ζην δηάλπζκα 𝛼 = (3, −4). 

31) Έζησ ji


53  , ji


 2   θαη ji


 3 . Να αλαιπζεί ην 


ζε δπν ζπληζηώζεο, από 

ηηο νπνίεο ε κηα λα είλαη παξάιιειε ζην 


 
θαη ε άιιε θάζεηε ζην 


. 

32) Δάλ 1 


, 


 , 
6

),(


 


 θαη 
3

),(


 


, λα βξεζεί ην κέηξν ηνπ 


23 

θαη λα γξαθεί ην 


 σο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ  


θαη 


 . 

33)  Έζησ 


, 


, x


, y


 κε κεδεληθά δηαλύζκαηα ηνπ επηπέδνπ κε 


//a . 

a) Δάλ yx


     θαη yx


    , ηόηε πνηα απάληεζε είλαη ζσζηή; 

i) yx


//   ii. yx


   iii. yx


  

b) Δάλ επηπιένλ 1


, λα δείμεηε όηη 
22  ) ( 


 . 

34) Έζησ 

 =


+2 


, 

=2


- 


, όπνπ  


, 


 γλσζηά δηαλύζκαηα. 

a) Δάλ 




 , λα δείμεηε όηη )( 22

3

2



 , 

b) εάλ αθόκε 4


 θαη 5


, λα ππνινγίζεηε ην ζπλεκίηνλν ηεο γσλίαο 


),( 


. 

35) Έζησ 


 =


, 


= 


, 


 =


, 3 


, 7


 θαη 032


  . 

a) Nα δείμεηε όηη ηα ζεκεία Α, Β, Γ είλαη ζπλεπζεηαθά, 

b) ππνινγίζηε ηα εζσηεξηθά γηλόκελα 


, 


, 


θαη ηελ γσλία 


),( 


, 

c) εάλ γηα ην δηάλπζκα x


 ηζρύνπλ 




















)()(

)//(











x

x

, λα δείμεηε όηη )(
4

21



x  θαη 

λα ππνινγίζεηε ην x


. 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ 

36) Δάλ 


 , 


 , 


  ηξία κνλαδηαία δηαλύζκαηα θαη 


 


 +


 


 =0, λα δείμεηε όηη 


 =


 =


 . 

37) Θεσξνύκε νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ (𝛢 =900) θαη ην ύςνο ηνπ ΑΓ. Να δείμεηε όηη : 

a. 








  2  

b. 







  2  

c. 
222 






 . 

38) Γίδεηαη επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ κέηξνπ 4. Να απνδείμεηε όηη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ Ν ηνπ 

επηπέδνπ πνπ είλαη ηέηνηα ώζηε 5




 , είλαη θύθινο κε θέληξν ην κέζν Ο ηνπ ΑΒ. 

Πνηα είλαη ε αθηίλα ηνπ θύθινπ; 
39) Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Γ ην κέζν ηνπ ΒΓ. Να βξεζεί ν γ.η. ησλ ζεκείσλ Μ(x,y) ηνπ επηπέδνπ, 

γηα ηα νπνία ηζρύεη 




 02 





 . 

40) Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ (Α=900). Από ηπραίν ζεκείν Δ ηεο ΑΓ θέξλνπκε επζεία 

θάζεηε ζηελ ΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΒΑ ζην ζεκείν Γ. Να δείμεηε όηη ΒΔ  ΓΓ. 
41)  
 
ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΙ΢ 

1. 
2

9
, 

2

9
 , 

4

27
  

2. ι=
3

1
 

8. 4


  θαη |


 -2


 |=10 

9. x= -1, y=2 
10. Γ(0,-2) 

11. 


 =(2,1) 

12. 112  

13. |


 +


 |= 7 θαη |3


 -2


 |= 13  

14. 



10

1




  

15. 


2 = 5  

16. 15, 13 , 37 , 
481

7
  

18. 2, 10, 14, 14 , 140 

19. 450 
21. 600 

23. 𝜒 = −
1

3
(𝛼 + 𝛽 ) 

26. x=±1 

28. ζπλθ=
342

32




 

29. (-3,4) θαη (8,6) 
30.  

31. | 


23  |=0, 


2

1

2

3
  

32. yx


 , Δάλ 
22)(   


  …  ζπλθ= 

=1 άξα 


//a άηνπν 

33. 
10

3
 

34. 


=
2

9
, 


=

2

15
, 


=6, θ=π/3, x


= 

4

21
 

35. ΢ηε ζρέζε 


 


 +


 


 =0 αλαιύνπκε ηα 

εζσηεξηθά γηλόκελα κε ηνλ νξηζκό. 
36. ΢ε όια ηα εξσηήκαηα παίξλνπκε ην 2ν 

κέινο θαη ρξεζηκνπνηνύκε σο ζεκείν 
αλαθνξάο ην Α. 

37. ΢εκείν αλαθνξάο ην Ο. ξ=3 
38. Πξνεθηείλνπκε ηελ ΑΒ θαηά (ΒΔ)=2(ΑΒ). 

Η δνζκέλε ζρέζε γίλεηαη 0





.Ο γ.η. είλαη ε επζεία ΓΜ  ΔΓ. 
39. Οξίδνπκε ζύζηεκα ζπλ/λσλ κε θέληξν Α 
40. δ 


