
ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ    1 
 

ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 

1. Ορισμός: Αν δύο μεταβλητά μεγέθη x, y συν-

δέονται με τη σχέση y=f(x), όταν f είναι μια συ-

νάρτηση παραγωγίσιμη στο x0, τότε ονομά-

ζουμε ρυθμό μεταβολής του y ως προς το 

x στο σημείο x0 την παράγωγο f ′(x0). 

2. H επιτάχυνση α(t0) ενός κινητού τη χρονική 

στιγμή t0, είναι ο ρυθμός μεταβολής της ταχύ-

τητας υ(t) ως προς το χρόνο t τη χρονική 

στιγμή t0:  α(t0) = υ ′(t0) = S″(t0). 

Υπάρχουν και άλλα μεγέθη στην φυσική που 

το μέτρο τους ορίζεται ως ρυθμός μεταβολής 

άλλου μεγέθους. Πχ: 

 Η δύναμη που δέχεται ένα σώμα, ισούται 

με τον ρυθμό μεταβολής της ορμής του:   F(t0) 

= 
𝑑𝑃(𝑡0)

𝑑𝑡
 = P ′(t0)  . 

 Η ένταση του ρεύματος που διαρρέει έναν 

αγωγό, ισούται με τον ρυθμό μεταβολής του 

φορτίου που διέρχεται από μια διατομή του:   

Ι(t0) = 
𝑑𝑄(𝑡0)

𝑑𝑡
 = Q ′(t0)  . 

 Στην απλή αρμονική ταλάντωση, όπου η 

απομάκρυνση y είναι ημιτονοειδής συνάρ-

τηση του χρόνου, y(t)=Aημ(ωt+φ0), η ταχύ-

τητα είναι:  

u(t)=y΄(t)=(Aημ(ωt+φ0))΄ 

 =Aσυν(ωt+φ0)·(ωt+φ0)΄    

 =Aωσυν(ωt+φ0). 

Και η επιτάχυνση είναι:  

α(t)=u΄(t)=(Aωσυν(ωt+φ0))΄ 

 =-Aωημ(ωt+φ0)·(ωt+φ0)΄,   

 =-Aω2συν(ωt+φ0). 

 Η ισχύς μιας μηχανής, ισούται με τον 

ρυθμό μεταβολής του έργου που παράγει η 

μηχανή: 

P(t0) = 
𝑑𝑊(𝑡0)

𝑑𝑡
 = W ′(t0)  . 

 Η ΗΕΔ (ηλεκτρεγερτική δύναμη) από επα-

γωγή που αναπτύσσεται στα άκρα κινούμε-

νου αγωγού εντός μαγνητικού πεδίου, ισούται 

με τον ρυθμό μεταβολής της μαγνητικής ροής 

Φ που διέρχεται από την επιφάνεια που δια-

γράφει ο αγωγός, κατά την κίνησή του: 

Ε(t0) = 
𝑑𝛷(𝑡0)

𝑑𝑡
 = Φ ′(t0)  . 

3. Ορισμός: Το κόστος παραγωγής Κ(x), η εί-

σπραξη Ε(x) και το κέρδος Ρ(x) εκφράζονται 

συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόμε-

νου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος K′(x0) πα-

ριστάνει το ρυθμό μεταβολής του κόστους Κ 

ως προς την ποσότητα x, όταν x=x0 και λέγε-

ται οριακό κόστος στο x0.  

Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες οριακή εί-

σπραξη Ε΄(x0) στο x0 και οριακό κέρδος 

Ρ΄(x0) στο x0. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΟ ΡΥΘΜΟ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 

1. Ένα σημείο Α κινείται στη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης y = x2 - 2x , και όταν βρίσκε-

ται στο σημείο (2,0) το x αυξάνεται με ρυθμό 

dx/dt = 3cm/sec .  

i.  Να βρεθεί το dy/dt και να ερμηνευθεί το α-

ποτέλεσμα .  

ii. Μετά να βρεθεί σε ποια θέση οι δύο ρυθμοί 

μεταβολής είναι ίσοι . 

2. Το ύψος του νερού σε ένα κυλινδρικό δοχείο α-

νεβαίνει με ρυθμό 10/π cm/sec. Αν η ακτίνα της 

βάσης του δοχείου είναι 80cm , να υπολογίσετε 

τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνει ο όγκος του νε-

ρού. 

3. Δίνεται η ορθή γωνία xOy και το ευθύγραμμο 

τμήμα ΑΒ μήκους 10m του οποίου τα άκρα Α 

και Β ολισθαίνουν πάνω στις πλευρές Oy ,Ox 

αντίστοιχα. Το σημείο Β κινείται με σταθερή τα-

χύτητα υ = 2m/sec και η θέση του πάνω στον 

άξονα Οx δίνεται από τη συνάρτηση s(t)=υ(t) 

,όπου t ο χρόνος σε sec, 0  t  5 . 

i. Να βρεθεί το εμβαδόν E(t) του τριγώνου 

ΑΟΒ ως συνάρτηση του χρόνου t. 

ii. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού 

E(t) τη στιγμή κατά την οποία το μήκος του 

τμήματος ΟΑ είναι 6m. 

4. Ένα σημείο κινείται στην παραβολή y=2x2+3x. 

Να βρεθεί το σημείο, αν είναι γνωστό ότι ο ρυθ-

μός μεταβολής της τεταγμένης του είναι επτα-

πλάσιος από τον ρυθμός μεταβολής της τετμη-

μένης του. 

5. Δίνεται η συνάρτηση f(θ)=2συν2θ, θR. Εάν το 

θ αυξάνεται σταθερά με τον χρόνο 2,5 rad/sec, 

να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της συνάρτη-

σης f(θ) ως προς τον χρόνο, όταν η γωνία θ ι-

σούται με 
7𝜋

12
rad. 

6. Μια ευθεία κινείται γύρω από το σημείο Κ(1,2) 

και τέμνει τον θετικό ημιάξονα Οx σ’ ένα ση-

μείο Α. Αν το σημείο Α κινείται με σταθερή τα-

χύτητα 2 cm/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβολής 

της γωνίας θ=𝛰𝛫̂𝛢 ως προς το χρόνο t κατά τη 

χρονική στιγμή t0 που το σημείο Α βρίσκεται 

στη θέση Α0(5/3, 0). 

7. Μια λάμπα που φωτίζει το δρόμο βρίσκεται σε 

ύψος 5m. Ένας άνθρωπος ύψους 2m απομα-

κρύνεται από αυτήν με ταχύτητα 4m/sec. 
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i. Να βρείτε το μήκος της σκιάς του σε συνάρ-

τηση με την απόσταση x του ανθρώπου από 

την βάση της κολώνας. 

ii. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της σκιάς του 

ανθρώπου. 

8. Αν ένα σημείο Α(x(t),y(t)) κινείται πάνω στην 

γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
5

3
𝑥3και την χρονική στιγμή t0 διέρχεται από το 

σημείο με τετμημένη -1 m και η ταχύτητα της 

τετμημένης πάνω στον άξονα των x είναι 

5m/sec ενώ η επιτάχυνσή του 3είναι 

1𝑚
𝑠𝑒𝑐2 ⬚⁄  τότε βρείτε: 

i. Την τεταγμένη του σημείου την χρονική 

στιγμή t0. 

ii. Την ταχύτητα της τεταγμένης την χρονική 

στιγμή t0. 

iii. Την επιτάχυνση της τεταγμένης την χρονική 

στιγμή t0. 

9. (ΕΜΕ 2008) Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση      

f : R→R για την οποία ισχύει: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(2𝑥+1)−7

𝑥−1
= 10. 

i. Να αποδείξετε ότι: α) f(3) = 7 

  β) f΄(3) = 5. 

ii. Έστω (ε) η εφαπτοµένη της γραφικής παρά-

στασης της f στο σημείο της M(3,f(3)). 

α) Να αποδείξετε ότι η (ε) έχει εξίσωση 

y=5x-8. 

β) Ένα σημείο Σ, που έχει τετμημένη μεγα-

λύτερη του 3, κινείται στην ευθεία (ε). Αν 

ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του 

είναι 2m/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβο-

λής του εμβαδού του τριγώνου ΟΜΣ. 

10. 36787 ΘΕΜΑ 4: Δίνεται η συνάρτηση  

f ∶ IR→ IR με f(x) = x3  +
1

4
x. 

α) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής 

παράστασης της f στο σημείο Α(α , f (α)) έχει 

εξίσωση y = (3α2 +
1

4
) x − 2α3.     Μονάδες 8 

β) Ένα αυτοκίνητο κινείται τη νύχτα, κατά μήκος 

ενός επίπεδου δρόμου. Θεωρήστε το αυτοκί-

νητο ως σημείο στο επίπεδο Οxy και τη γρα-

φική παράσταση της συνάρτησης f, ως τον 

δρόμο που αυτό κινείται, όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήμα. Σε μια συγκεκριμένη χρο-

νική στιγμή to, που το αυτοκίνητο βρίσκεται 

στο σημείο Α0, οι προβολείς του φωτίζουν μια 

πινακίδα που βρίσκεται στο σημείο Β (0 ,
1

4
 ).   

i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Α0.     

                                                             Μονάδες 8 

ii. Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του 

αυτοκινήτου τη χρονική στιγμή to, είναι 2, να 

βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης 

του αυτοκινήτου, τη χρονική στιγμή to. 

                                                               Μονάδες 9 

  

11. 36815 ΘΕΜΑ 4: Έστω 𝑓 μια συνεχής συνάρ-

τηση στο διάστημα [−2,2], για την οποία ι-

σχύει 𝑓2(𝑥) + 𝑥2 = 4 για κάθε 𝑥 ∈ [−2,2]. 

α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης 𝑓(𝑥) = 0. 

Μονάδες 6 

β) Αν η γραφική παράσταση της 𝑓 διέρχεται από 

το σημείο 𝛢(0,2), τότε να βρείτε τον τύπο της 𝑓.  

γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της 𝑓.  

Μονάδες 4 

δ) Ένα κινητό κινείται κατά μήκος της καμπύλης 

της 𝑓. Καθώς περνάει από το σημείο 

𝛣(-1, √3), η τεταγμένη του 𝑦 αυξάνεται με 

ρυθμό 2 μονάδες το δευτερόλεπτο. Να βρείτε 

τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης 𝑥 του κι-

νητού τη χρονική στιγμή που περνάει από το 

𝛣.        Μονάδες 6 

12. END. 


