
ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 
ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 

1. Ένα σημείο Α κινείται στη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης y = x2 - 2x , και όταν βρίσκε-

ται στο σημείο (2,0) το x αυξάνεται με ρυθμό 

dx/dt = 3cm/sec .  

i.  Να βρεθεί το dy/dt και να ερμηνευθεί το α-

ποτέλεσμα .  

ii. Μετά να βρεθεί σε ποια θέση οι δύο ρυθμοί 

μεταβολής είναι ίσοι. 

Λύση: 

i. y(t) = x2(t) - 2x(t)…………………………(1) 

Την χρονική στιγμή t0 που το κινητό διέρχε-

ται από το σημείο (2,0) είναι:  

x(t0)=2cm. 

x΄(t0)=3cm/sec. 

(1)  y΄(t) = 2x(t)x΄(t) - 2x΄(t)…………..(2) 

η οποία  για t=t0 γίνεται: 

y΄(t0) = 2x(t0)x΄(t0) - 2x΄(t0) 

   = 223-23 

   = 12-6 

   = 6cm/sec. 

Το y αυξάνεται με ρυθμό 6cm/sec. 

ii. 

)()(

)2(
tytx =

  x΄(t) = 2x(t)x΄(t) - 2x΄(t) 

     x΄(t) = 2x(t)x΄(t) - 2x΄(t) 

     x΄(t)(2x(t)-3)=0 

     x΄(t)=0 ή x(t)=3/2. 

Επειδή το κινητό Α κινείται και μάλιστα όχι 

παράλληλα στον άξονα των y΄Οy, είναι 

x΄(t)0, οπότε x(t)=3/2 και από την (1) βρί-

σκουμε y(t) = -3/4. 

2. Το ύψος του νερού σε ένα κυλινδρικό δοχείο α-

νεβαίνει με ρυθμό 10/π cm/sec. Αν η ακτίνα της 

βάσης του δοχείου είναι 80cm , να υπολογίσετε 

τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνει ο όγκος του νε-

ρού. 

Λύση: h΄(t) = 10/π cm/sec.  

 

Ο όγκος κυλίνδρου δίνεται από την σχέση 

V=Eβh=πρ2h.  

Άρα V(t) = πρ2h(t) 

  = π802h(t). 

  = 6400πh(t). 

V΄(t) = 6400πh΄(t) 

  = 6400π10/π  

  = 64000cm3/sec.  

3. Δίνεται η ορθή γωνία xOy και το ευθύγραμμο 

τμήμα ΑΒ μήκους 10m του οποίου τα άκρα Α 

και Β ολισθαίνουν πάνω στις πλευρές Oy ,Ox 

αντίστοιχα . Το σημείο Β κινείται με σταθερή τα-

χύτητα υ = 2m/sec πάνω στον άξονα Οx 

(σχήμα). 

i. Να βρεθεί το εμβαδόν E(t) του τριγώνου 

ΑΟΒ ως συνάρτηση του χρόνου t. 

ii. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού 

E(t) τη στιγμή κατά την οποία το μήκος του 

τμήματος ΟΑ είναι 6m. 

Λύση: 

 
i. Η τετμημένη xB του σημείου Β, δίνεται σε συ-

νάρτηση με τον χρόνο t από την σχέση 

xB(t)=ut  xB(t)=2t……………………….(1) 

Εφαρμόζοντας Π.Θ. στο ορθογώνιο τρίγωνο 

ΟΑΒ βρίσκουμε ότι η τεταγμένη yA του ση-

μείου A είναι yA(t)= )(100 2 txB−  

 =
24100 t− ……...(2) 

To εμβαδόν Ε του τριγώνου είναι: 

Ε(t)=
2

1
xB(t)yA(t) η οποία λόγω των (1) και 

(2) γίνεται Ε(t)=
24100 tt − ………….(3) 

με 0  t  5. 

ii. )4100(

41002

1
4100)( 2

2

2 −

−

+−= t
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tttE  
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2

2

4100

8100

t

t

−

−
= …………………….(4) 

Η σχέση (2) για yA(t)=6m, δίνει t=4sec. 

Η σχέση (4) για t=4sec δίνει: 

E΄(4)= sec/
3

14 2m− .  

4. Ένα σημείο κινείται στην παραβολή y=2x2+3x. 

Να βρεθεί το σημείο, αν είναι γνωστό ότι ο ρυθ-

μός μεταβολής της τεταγμένης του είναι επτα-

πλάσιος από τον ρυθμός μεταβολής της τετμη-

μένης του. 

Λύση:  ).(3)(2)( 2 txtxty += ………………(1) 

).(3)()(4)( txtxtxty +=  

Στην τελευταία αντικαθιστούμε )(7)( txty =

και βρίσκουμε: 

)(3)()(4)(7 txtxtxtx +=  και επειδή x΄(t)0 

7=4x(t)+3  x(t)=1. 

Η σχέση (1) για x(t)=1 δίνει y(t)=5. 

Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το (1,5). 

5. Δίνεται η συνάρτηση f(θ)=2συν2θ, θR. Εάν το 

θ αυξάνεται σταθερά με τον χρόνο 2,5 rad/sec, 

να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της συνάρτη-

σης f(θ) ως προς τον χρόνο, όταν η γωνία θ ι-

σούται με 
12

7
rad. 

Λύση:  

f(θ(t))=2συν2θ(t) 

f΄(θ(t))=-2ημ2θ(t)2θ΄(t) 

στην οποία αν θέσουμε θ΄(t)=2,5 rad/sec και 

θ(t)=
12

7
rad, βρίσκουμε: 

f΄(θ(t))=-2ημ
6

7
22,5 

  =-2ημ 







+
6


 5 

  =10ημ
6


 

  =10
2

1
 

  =5 μονάδες/sec. 

6. Μια ευθεία κινείται γύρω από το σημείο Κ(1,2) 

και τέμνει τον θετικό ημιάξονα Οχ σ’ ένα ση-

μείο Α. Αν το σημείο Α κινείται με σταθερή τα-

χύτητα 2cm/sec, να βρείτε το ρυθμό μετα-βο-

λής της γωνίας θ=  ˆ ως προς το χρόνο t 

κατά τη χρονική στιγμή t0 που το σημείο Α βρί-

σκεται στη θέση Α0(5/3, 0). 

Λύση: Υποθέτουμε ότι ο χρόνος μετράει από 

την στιγμή που η ευθεία έχει την θέση ΚΓ και το 

Γ κινείται προς τα θετικά του άξονα x΄Οx με τα-

χύτητα u=2 cm/sec. 

 
 

Τότε (ΓΑ)=x-1=ut=2t. 

Επειδή θ(t)=θ1(t)+θ2(t)και η γωνία θ1(t) δεν με-

ταβάλλεται, θ΄(t)=θ΄1(t)+θ΄2(t)=θ΄2(t), ο ρυθμός 

μεταβολής της γωνίας θ ισούται με τον ρυθμό 

μεταβολής της γωνίας θ2. 

Θεωρούμε την συνάρτηση f(θ2(t))=εφθ2(t). 

Τότε f(θ2(t))=εφθ2(t)=
)(

)(




=
𝑥−1

2
=
2𝑡

2
= t. 

Άρα (f(θ2(t)))΄=(t)΄=1……………………..(1) 

και (f(θ2(t)))΄=(εφθ2(t))΄ 

  =
))((

1

2
2 t

 θ΄2(t) 

  =
2

2

)(

)(




 θ΄2(t) 

  =
4

4)1( 2 +−x
 θ΄2(t)……….(2) 

Εάν στην (2) θέσουμε (f(θ2(t)))΄=1 και x=5/3, 

βρίσκουμε θ΄2(t)=0,9 rad/sec. 

7. Μια λάμπα που φωτίζει το δρόμο βρίσκεται σε 

ύψος 5m. Ένας άνθρωπος ύψους 2m απομα-

κρύνεται από αυτήν με ταχύτητα 4m/sec. 

i. Να βρείτε το μήκος της σκιάς του σε συνάρ-

τηση με την απόσταση x του ανθρώπου από 

την βάση της κολώνας. 

ii. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της σκιάς του 

ανθρώπου. 

Λύση: 

i. Η σκιά μήκους (ΘΛ) στο παρακάτω σχήμα, 

υπολογίζεται με αναλογίες στα όμοια τρίγω- 

να ΗΘΛ και ΓΔΘ: 

 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

 

)(
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)(




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




5

2

)(

)(
=

+ xfx

xf
 

  )(22)(5 xfxxf +=  

 
3

2
)(

x
xf = m. 

ii. ( )
3

)(2
)(

tx
txf = . 

( )
3

)(2
)(

tx
txf


= =

3

2
4m/sec  

   =
3

8
m/sec. 

8. Αν ένα σημείο Α(x(t),y(t)) κινείται πάνω στην 

γραφική παράσταση της συνάρτησης 

3

3

5
)( xxf = και την χρονική στιγμή t0 διέρχεται 

από το σημείο με τετμημένη -1 m και η ταχύ-

τητα της τετμημένης πάνω στον άξονα των x 

είναι 5m/sec ενώ η επιτάχυνσή του είναι 1 2sec
m  

τότε να βρείτε: 

i. Την τεταγμένη του σημείου την χρονική 

στιγμή t0. 

ii. Την ταχύτητα της τεταγμένης την χρονική 

στιγμή t0. 

iii. Την επιτάχυνση της τεταγμένης την χρονική 

στιγμή t0. 

Λύση: 

i. x(t0)=-1m. 

f(x(t0))
 

)(
3

5
0

3 tx=
 

 

3)1(
3

5
−=

 

 3

5
−= m. 

ii. ux(t0)=x΄(t0)=5m/sec. 

f(x(t)) )(
3

5 3 tx=   

f΄(x(t)) )()(3
3

5 2 txtx =   

f΄(x(t)) )()(5 2 tutx x=  

f΄(x(t0)) )()(5 00
2 tutx x=  

 =5(-1)25 

 =25m/sec. 

iii. αx(t0)=1m/sec2. 

αy(t)=f΄΄(x(t)) 

 ( )= )()(5 2 tutx x  

 )()(5)()()(10 2 tutxtutxtx xx +=  

 )()(5)()(10 22 tatxtutx xx +=  

οπότε 

αy(t0)= )()(5)()(10 00
2

0
2

0 tatxtutx xx +  

  =10(-1)52+5(-1)21 

  = -250+5 

  = -245m/sec2. 

9.  (ΕΜΕ 2008) Θεωρούμε τη συνεχή συνάρ-

τηση f : R→R για την οποία ισχύει: 

10
1

7)12(
lim
1

=
−

−+

→ x

xf

x
. 

i. Να αποδείξετε ότι: α) f(3) = 7 

  β) f΄(3) = 5. 

ii. Έστω (ε) η εφαπτοµένη της γραφικής παρά-

στασης της f στο σημείο της M(3,f(3)). 
α) Να αποδείξετε ότι η (ε) έχει εξίσωση 

y=5x-8. 

β) Ένα σημείο Σ, που έχει τετμημένη μεγα-

λύτερη του 3, κινείται στην ευθεία (ε). Αν 

ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του 

είναι 2m/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβο-

λής του εμβαδού του τριγώνου ΟΜΣ. 

Λύση:  

i. Θέτουμε 
1

7)12(
)(

−

−+
=

x

xf
xg . Τότε  

f(2x+1)=(x-1)g(x)+7, 

10)(lim
1

=
→

xg
x

και 

)12(lim
1

+
→

xf
x

= ]7)()1[(lim
1

+−
→

xgx
x

 

  =010+7= 7………...…..(1) 

Θέτουμε 2x+1=u. 

3lim
1

=
→
u

x
, οπότε η (1) γίνεται: 

7)(lim
3

=
→

uf
u

και επειδή η συνάρτηση f εί-

ναι συνεχής, 7)(lim)3(
3

==
→

uff
u

. 

f΄(3)=
3

)3()(
lim
3 −

−

→ x

fxf

x
 

 =
3

7)(
lim
3 −

−

→ x

xf

x
 

Θέτω x=2u+1. 

Τότε u=
2

1−x
 

u
x 3
lim
→

=
2

1
lim
3

−

→

x

x
=1 
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 =
312

7)12(
lim
1 −+

−+

→ u

uf

u
 

 =
22

7)12(
lim
1 −

−+

→ u

uf

u
 

 =
1

7)12(
lim
2

1

1 −

−+

→ u

uf

u
 

 = .510
2

1
=  

ii. α) Η εξίσωση της εφαπτομένης είναι  

y-f(3)=f΄(3)(x-3)  y-7=5(x-3) 

   y=5x-8. 

β) 
→

O =(x,y)=(x,5x-8) και 
→

OM =(3,7). 

(ΟΜΣ)=
2

1
|

73

85
|

−xx
 

  =
2

1
|7x-15x+24| 

  =
2

1
|-8x+24| 

  =4|-x+3| 

  =4(x-3) ………………γιατί x>3. 

Έστω E(x(t))=4(x(t)-3). 

E΄(x(t))=4x΄(t) 

 =42 

 =8m2/sec.  

10. 36787 ΘΕΜΑ 4: Δίνεται η συνάρτηση  

f ∶ IR→ IR με f(x) = x3  +
1

4
x. 

α) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής 

παράστασης της f στο σημείο Α(α , f (α)) έχει εξί-

σωση:y = (3α2 +
1

4
) x − 2α3. Μονάδες 8 

β) Ένα αυτοκίνητο κινείται τη νύχτα, κατά μήκος 

ενός επίπεδου δρόμου. Θεωρήστε το αυτοκί-

νητο ως σημείο στο επίπεδο Οxy και τη γρα-

φική παράσταση της συνάρτησης f, ως τον 

δρόμο που αυτό κινείται, όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήμα. Σε μια συγκεκριμένη χρο-

νική στιγμή to, που το αυτοκίνητο βρίσκεται 

στο σημείο Α0, οι προβολείς του φωτίζουν μια 

πινακίδα που βρίσκεται στο σημείο Β (0 ,
1

4
 ).   

i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Α0.     

                                                             Μονάδες 8 

ii. Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του 

αυτοκινήτου τη χρονική στιγμή to, είναι 2, να 

βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης 

του αυτοκινήτου, τη χρονική στιγμή to. 

                                                               Μονάδες 9 

 
Λύση:  

α) Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο ℝ με 

f ′(x) = (x3  +
1

4
x)
′

= 3x2 +
1

4
.          

H εφαπτομένη ε, της γραφικής παράστασης Cf 

της f, στο σημείο Α(α , f (α)), έχει εξίσωση 

y − f(α) = f ′(α)(x − α)  

y − (α3 +
1

4
α) = (3α2 +

1

4
) (x − α)  

y = (3α2 +
1

4
) x − 3α3 −

1

4
α + α3 +

1

4
α  

y = (3α2 +
1

4
) x − 2α3.  

β) i. Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι οι προβολείς 

του αυτοκινήτου, φωτίζουν κατά τη διεύθυνση 

της εφαπτομένης της Cf, καθώς αυτό κινείται 

κατά μήκος της Cf. Από το α) ερώτημα έχουμε ότι 

η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf, στο σημείο 

Α(α , f (α)) είναι η 

ε:  y = (3α2 +
1

4
) x − 2α3. 

Δίνεται ότι τη χρονική στιγμή to, που το αυτοκί-

νητο βρίσκεται στο σημείο Α0, οι προβολείς του 

φωτίζουν μια πινακίδα που βρίσκεται στο σημείο 

Β (0 ,
1

4
 ).   
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Επομένως η εφαπτομένη ε  διέρχεται από το ση-

μείο Β (0 ,
1

4
 ),   

άρα  
1

4
= (3α2 +

1

4
) ∙ 0 − 2α3 

⇔ α3 = −
1

8
  

⇔ α3 = (−
1

2
)
3

  

⇔ α = −
1

2
 .  

Άρα, η τετμημένη του σημείου Α0 είναι  −
1

2
 και η 

τεταγμένη του είναι 

f (−
1

2
 )  = (−

1

2
)
3

 +
1

4
(−

1

2
)   

= −
1

8
−
1

8
  

= −
2

8
 = −

1

4
 . 

Επομένως είναι Α0  (−
1

2
 , −

1

4
 ).   

ii. Καθώς το αυτοκίνητο κινείται κατά μήκος  της 

Cf, μπορούμε να θεωρήσουμε την τετμημένη και 

την τεταγμένη του αυτοκινήτου, ως συναρτήσεις 

του χρόνου t.  

Έτσι αντίστοιχα, έχουμε τις συναρτήσεις x(t) και 

y(t) = f(x(t)) = (x(t))3   +
1
4
x(t), t > 0. 

Δίνεται ότι ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης 

του αυτοκινήτου τη χρονική στιγμή to είναι 2, ο-

πότε x′(to) = 2. Από το προηγούμενο ερώτημα 

είναι x(to) = −
1

2
.  

Ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης του αυτοκι-

νήτου είναι  y ΄(t) = ((x(t))
3
  +

1

4
x(t))

′

  

= 3(x(t))
2
x ′(t)   +

1

4
x′(t), t > 0.  

Επομένως, τη χρονική στιγμή to θα είναι 

y′(to)  = 3(x(to))
2
x′(to)  +

1

4
x′(to)  

= 3(−
1

2
)
2

∙ 2  +
1

4
∙ 2 = 2  μονάδες μή-

κους ανά μονάδα χρόνου). 

11. 36815 ΘΕΜΑ 4: Έστω 𝑓 μια συνεχής συνάρ-

τηση στο διάστημα [−2,2], για την οποία ι-

σχύει 𝑓2(𝑥) + 𝑥2 = 4 για κάθε 𝑥 ∈ [−2,2]. 

α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης 𝑓(𝑥) = 0. 

Μονάδες 6 

β) Αν η γραφική παράσταση της 𝑓 διέρχεται από 

το σημείο 𝛢(0,2), τότε να βρείτε τον τύπο της 𝑓.  

γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της 𝑓.  

Μονάδες 4 

δ) Ένα κινητό κινείται κατά μήκος της καμπύλης 

της 𝑓. Καθώς περνάει από το σημείο 

𝛣(-1, √3), η τεταγμένη του 𝑦 αυξάνεται με 

ρυθμό 2 μονάδες το δευτερόλεπτο. Να βρείτε 

τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης 𝑥 του κι-

νητού τη χρονική στιγμή που περνάει από το 

𝛣.        Μονάδες 6 

Λύση:  

α) Δίνεται ότι 𝑓2(𝑥) + 𝑥2 = 4 

⇔ 𝑓2(𝑥) = 4 − 𝑥2  ……………..(1) 

 για κάθε 𝑥 ∈ [− 2,2]. 

Η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 στο [−2,2] γράφεται ισοδύ-

ναμα: 

𝑓(𝑥) = 0 ⇔ 𝑓2(𝑥) = 0
(1)
⇔4− 𝑥2 = 0 ⇔ 𝑥

= 2  ή  𝑥 = −2 

Επομένως, οι λύσεις της εξίσωσης 𝑓(𝑥) = 0 στο 

[− 2,2] είναι μόνο οι αριθμοί −2 και 2. 

β) Η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στο (−2,2) και 

δεν μηδενίζεται σε αυτό. Επομένως, η 𝑓 διατηρεί 

πρόσημο στο διάστημα αυτό.  

Αφού είναι 𝑓(0) = 2 > 0, συμπεραίνουμε ότι 

𝑓(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (− 2,2). 

Από τη σχέση (1) έχουμε ότι: 

𝑓(𝑥) = √4 − 𝑥2,  𝑥 ∈ (− 2,2)     

Όμως, 𝑓(−2) = 𝑓(2) = 0, οπότε: 

𝑓(𝑥) = √4 − 𝑥2,  𝑥 ∈ [− 2,2]     



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

γ) Είναι 𝑓2(𝑥) + 𝑥2 = 4 

𝑓(𝑥)=𝑦
⇔    𝑦2 + 𝑥2 = 22  με 𝑦 = 𝑓(𝑥) ≥ 0. 

Επομένως, η γραφική παράσταση της 𝑓 είναι το 

ημικύκλιο του σχήματος, το οποίο έχει κέντρο 

𝛰(0,0) και ακτίνα 𝜌 = 2. 

 

δ) Έστω 𝑥(𝑡) η τετμημένη και 𝑦(𝑡) η τεταγμένη του 

κινητού τη χρονική στιγμή 𝑡. Τη χρονική στιγμή 𝑡𝜊 

το κινητό περνάει από το σημείο 𝛣(−1, √3), οπότε 

είναι 𝑥(𝑡𝜊) = −1,  𝑦(𝑡𝑜) = √3. 

Επίσης δίνεται ότι 𝑦΄(𝑡𝑜) = 2 μονάδες/sec 

Αφού το κινητό κινείται κατά μήκος της καμπύλης 

της 𝑓, θα είναι 𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡) = 4 

Οπότε έχουμε διαδοχικά: 

(𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡))΄ = (4)΄  

⇔ 2𝑥(𝑡)𝑥΄(𝑡) + 2𝑦(𝑡)𝑦΄(𝑡) = 0  

⇔ 𝑥(𝑡)𝑥΄(𝑡) + 𝑦(𝑡)𝑦΄(𝑡) = 0  

Τη χρονική στιγμή 𝑡𝜊 θα είναι: 

𝑥΄(𝑡𝜊)  =
−𝑦(𝑡𝜊)𝑦 ΄(𝑡𝜊)

𝑥(𝑡𝜊)
  

=
−√3∙2

−1
   

= 2√3  μονάδες/sec. 

12. END. 


