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ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
1. Ορισμός: Έστω Α ένα υποσύνολο του IR. Ο-

νομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πε-
δίο ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα) f 
, με την οποία κάθε στοιχείο x∈A αντιστοιχί-
ζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y. Το 
y ονομάζεται τιμή της f στο x και συμβολί-
ζεται με f(x). 
Για να εκφράσουμε την διαδικασία αυτή, 

γράφουμε: f: A→IR ή 

x→f(x) 

2. Ορισμός: Έστω f: Α→IR και ΒΑ. Το σύνολο 

{yR/y=f(x) για κάποιο x∈B},  θα συμβολί-

ζουμε με f(B) και θα ονομάζεται σύνολο τι-

μών της f σε κάθε x∈B. Ειδικά το 

f(A)={yIR/y=f(x) για κάποιο x∈A}, ονομάζεται 

σύνολο τιμών της f. 

3. Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και 

Oxy ένα σύστημα συντεταγμένων στο επί-

πεδο. Το σύνολο των σημείων Μ(x,y) για τα 

οποία ισχύει y=f (x), δηλαδή το σύνολο των 

σημείων Μ(x,f(x)), x∈A, λέγεται γραφική πα-

ράσταση της f και συμβολίζεται με Cf. Η εξί-

σωση, λοιπόν, y=f (x) επαληθεύεται μόνο από 

τα σημεία της Cf .  

Επομένως, η y=f (x) είναι η εξίσωση της γρα-

φικής παράστασης της f. 

4. Επειδή κάθε x∈A αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο 

y∈IR, δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής πα-

ράστασης της f με την ίδια τετμημένη. Αυτό 

σημαίνει ότι κάθε κατακόρυφη ευθεία έχει 

με τη γραφική παράσταση της f το πολύ 

ένα κοινό σημείο.  

 
Έτσι, ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική παρά-

σταση συνάρτησης. 

 
5. Όταν δίνεται η γραφική παράσταση Cf μιας 

συνάρτησης f, τότε: 

α) Το πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο Α 
των τετμημένων των σημείων της Cf . 

 
β) Το σύνολο τιμών της f είναι το σύνολο f (A) 

των τεταγμένων των σημείων της Cf. 

 
γ) Η τιμή της f στο x0∈A, είναι η τεταγμένη του 

σημείου τομής της ευθείας x=x0 και της Cf. 

 
6. Ορισμός: Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ί-

σες όταν: 

● έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού Α και 

● για κάθε x∈A ισχύει f(x) = g(x). 

7. Ορισμός: Έστω f: Α→R και g: Β→R δυο συ-

ναρτήσεις. Ορίζουμε ως άθροισμα f+g, δια-

φορά f – g, γινόμενο fg και πηλίκο f/g τις συ-

ναρτήσεις με τύπους: 

(f+g)(x)=f(x)+g(x) 

(f–g)(x)=f(x)–g(x) 

(fg)(x)=f(x)g(x) και 

(
𝑓

𝑔
) (𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
. 

Το πεδίο ορισμού των f+g, f–g και fg είναι η 
τομή A∩B των πεδίων ορισμού Α και Β των 
συναρτήσεων f και g αντιστοίχως, ενώ το πε-

δίο ορισμού της 
𝑓

𝑔
 είναι το A∩B, εξαιρουμέ-

νων των τιμών του x που μηδενίζουν τον πα-
ρονομαστή g(x), δηλαδή το σύνολο {x/x∈A 

και x∈B , με g(x)≠0}. 
8. Μια συνάρτηση είναι πλήρως ορισμένη, αν 

δίνεται ο τύπος της αντιστοίχισης και το πε-

δίο ορισμού της. Πχ αν f(x)=3x2-3, x[3,5), 
το πεδίο ορισμού της είναι το Αf  =[3,5). 
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Αν 𝑓(𝑥) = {
1 − 2𝑥,  αν  x ≤ 1

𝑥2 − 𝑥,  αν x > 3
, το πε-

δίο ορισμού της είναι το Αf =(-∞,1]U(3,+∞). 
9. Όταν δεν δίνεται το πεδίο ορισμού, τότε ως 

πεδίο ορισμού θεωρούμε το ευρύτερο υπο-
σύνολο του R, στο οποίο έχει νόημα ο τύπος 
της. Μερικές βασικές περιπτώσεις είναι: 
(Στα παρακάτω P(x), Q(x) είναι πολυώνυμα 
του x). 
a. Πολυωνυμική συνάρτηση f(x)=P(x). 

Τότε Αf=IR. 

b. Ρητή συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
. Τότε 

Αf ={xIR/Q(x)0}. 

c. Άρρητη συνάρτηση 𝑓(𝑥) = √𝑃(𝑥). 

Τότε Αf ={xIR/P(x)0}. 
d. Λογαριθμική συνάρτηση f(x)=lnP(x) και 

f(x)=logP(x). Τότε Αf ={xIR/P(x)>0}. 

e. Εκθετική συνάρτηση f(x)=𝑃(𝑥)𝑄(𝑥). 
Τότε Αf ={xIR/1P(x)>0}. 

f. f(x)=ημP(x) και g(x)=συνP(x). Τότε Αf=IR. 

g. f(x)=εφP(x). Τότε Αf={xIR/P(x)κπ+π/2, 

κΖΖ}. 

h. f(x)=σφP(x). Τότε Αf={xIR/P(x)κπ, κΖΖ}. 
i. συνδυασμοί των παραπάνω. 

10. Η γραφική παράσταση Cf της f τέμνει τον ά-

ξονα των y΄Oy, μόνο όταν 0Αf. Το σημείο 
τομής είναι το Α(0,f(0)). Η γραφική παρά-
σταση Cf της f τέμνει τον άξονα των x΄Ox στα 
σημεία που οι τετμημένες τους είναι λύση 
της εξίσωσης f(x)=0. 

11. Τα κοινά σημεία των γραφικών παραστά-
σεων δυο συναρτήσεων f και g – αν υπάρ-
χουν – έχουν τετμημένες τις ρίζες της εξίσω-
σης f(x)=g(x). Για να βρούμε την τεταγμένη 
ενός τέτοιου σημείου, βάζουμε την τετμη-
μένη του στον τύπο της f ή της g (το ίδιο εί-
ναι). 

12. Για να βρούμε τα διαστήματα στα οποία 
η  γραφική παράσταση Cf της συνάρτησης f 
είναι πάνω (κάτω) από τον άξονα των x΄Ox, 
λύνουμε την ανίσωση f(x)>0 (f(x)<0). 

13. Για να βρούμε τα διαστήματα στα οποία 
η  γραφική παράσταση Cf της συνάρτησης f 
είναι πάνω (κάτω) από τη  γραφική παρά-
σταση Cg της συνάρτησης g, λύνουμε την α-
νίσωση f(x)>g(x)  (f(x)<g(x)). 

14. Για να βρούμε το σύνολο τιμών μιας συνάρ-
τησης που ορίζεται με κλάδους ή που το πε-
δίο ορισμού της είναι ένωση διαστημάτων 
Αf=Α1UA2U…UAν, βρίσκουμε ξεχωριστά το 
σύνολο τιμών κάθε κλάδου ή διαστήματος, 
και παίρνουμε ένωση. 
f(Αf)=f(Α1)Uf(A2)U…Uf(Aν). 

15. Αν g(x)=f(x)+α, α>0, (g(x)=f(x)-α) τότε η Cg 
προκύπτει με κατακόρυφη μετατόπιση της 
Cf κατά α μονάδες προς τα πάνω (κάτω). 

 

16. Αν g(x)=f(x+α), α>0, (g(x)=f(x-α)) τότε η Cg 
προκύπτει με οριζόντια μετατόπιση της Cf 

κατά α μονάδες προς τα αριστερά (δεξιά). 
 

 

 

 

17. Αν g(x) = -f(x), τότε η Cg είναι συμμετρική της 
Cf  ως προς τον άξονα x΄Ox. 
 
 
 
 

 
 
 

18. Αν g(x)=f(-x), τότε η Cg είναι συμμετρική της 
Cf  ως προς τον άξονα y΄Oy. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

19. Αν g(x)=f(x), τότε η Cg ταυτίζεται με την 

Cf  στα σημεία της Cf  με μη αρνητική τεταγ-

μένη και ταυτίζεται με την C-f  στα σημεία της 

Cf  με αρνητική τεταγμένη. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Να γράψετε με μορφή διαστήματος ή ένωσης διαστημάτων τα σύνολα: 

a. {xIR/2x-1<3}. 

b. {xIR/ 
𝑥+3

2𝑥
< 1}. 

c. {xIR/-x2+6x-80<3}. 

d. {xIR/ 
𝑥+2

𝑥−3
< 2}. 

e. {xIR/(x2-4x+4)(x-1)0}. 

f. {xIR/x3-3x+20}. 

g. {xIR/x24}. 

h. {xIR/
1

𝑥2
≥ 3}. 

i. {xIR/x-23}. 

j. {xIR/(x2+x+1)(x-2)0}. 

2. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 

i) 𝑓(𝑥) =
𝑥−1

−𝑥2+3𝑥−2
. 

ii) 𝑓(𝑥) = √𝑥3 − 4𝑥. 

iii) 𝑓(𝑥) = √3 − |𝑥 − 1|
3

. 

iv) 𝑓(𝑥) = √
𝑥+2

𝑥−2
. 

v) 𝑓(𝑥) =
√𝑥+2

√𝑥−2
. 

vi) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛( 𝑥2 − 7𝑥 + 10). 

vii) 𝑓(𝑥) = 2√𝑥
2−4𝑥

. 

viii) 𝑓(𝑥) =
2

𝜂𝜇𝑥−1
. 

ix) 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 𝑥 + 1. 

x) 𝑓(𝑥) = √5 − √𝑥 − 6. 

xi) 𝑓(𝑥) =
3

√𝑥2+4𝑥+4
. 

xii) 𝑓(𝑥) = (
2−𝑥

2+𝑥
)
√𝑥

. 

xiii) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛( √1 + 𝑥2 − 𝑥). 

xiv) 𝑓(𝑥) = 𝑥 − √𝑙𝑛2 𝑥 − 𝑙𝑛 𝑥. 

xv) 𝑓(𝑥) =
1−𝑒𝑥

1+𝑒𝑥
. 

xvi) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛
1−𝑥

1+𝑥
. 

xvii) 𝑓(𝑥) = √𝑙𝑛 𝑥 − 1. 

xviii) 𝑓(𝑥) =
1

√2−𝑙𝑛𝑥
. 

xix) 𝑓(𝑥) =
√𝑥−1

𝑥2−1
. 

xx) 𝑓(𝑥) = √𝑒𝑥+1 − 𝑒2. 

xxi) 𝑓(𝑥) = √𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 + 2. 

xxii) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛( 𝑒𝑥 + 1).

3. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 
 

i) 𝑓(𝑥) = {
1 − 2𝑥,  x ≤ 1

𝑥2 − 𝑥,  x > 1
. 

ii) 𝑓(𝑥) = {
𝑥 − 3,          x ≤ −2
3𝑥 − 7,     -2 < 𝑥 ≤ 1

. 

iii) 𝑓(𝑥) = {

𝑥

𝑥−1
,     x ≤ 0

5𝑥

√𝑥+3
,  0 < 𝑥 ≤ 1

. 

iv) 𝑓(𝑥) = {
0,    αν x = 𝜌𝜂𝜏ό𝜍

1,     αν x = άρρητος
. 

v) 𝑓(𝑥) = {
𝑥+1

𝑥−3
,    αν  x ≠ 3

   4,       αν x = 3
. 

vi) 𝑓(𝑥) = {
    𝑥 − 1,   αν x < 1
       5,      αν x = 1
−2𝑥 + 3,  αν x > 1

.

4. Να γράψετε χωρίς απόλυτες τιμές τις συναρτήσεις:
 

i. f(x)=3-2x. 

ii. f(x)=2x-1+3. 

iii. 𝑓(𝑥) =
2𝑥−4

|𝑥−2|
. 

iv. 𝑓(𝑥) =
|𝑥−1|+|𝑥+1|

2
. 

v. f(x) = 5x -x+4+ 2x-1. 

vi. f(x) =x2-5x+6. 

vii. 𝑓(𝑥) =
|𝑥2+1|−𝑥2

𝑥−2
. 

viii. 𝑓(𝑥) =
|1−𝜂𝜇𝑥|

𝜎𝜐𝜈2𝑥
. 

ix. 𝑓(𝑥) =
|𝑥2−3𝑥|+𝑥−3

𝑥2−9
. 

5. Να προσδιορίσετε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των παρακάτω συναρτήσεων με τους
άξονες: 

i. 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐−𝒙+𝟐

𝒙−𝟒
 

ii. 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐−𝒙−𝟐

𝒙−𝟏
 

iii. 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐−𝟗

𝒙−𝟑
 

iv. 𝒇(𝒙) = 𝒙 +
𝟐

𝒙
 

v. f(x)=1-ημx 

? 
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vi. 𝒇(𝒙) =
𝟒

𝒙−𝟏
 

vii. 𝒇(𝒙) =
𝟐𝜼𝝁𝒙−𝟏

𝒙𝟐+𝟏
 

viii. 𝒇(𝒙) = √𝒙 − 𝟔 

ix. f(x)=ln(x2-6x+9) 

x. 𝒇(𝒙) = √𝟐 + 𝟐𝝈𝝊𝝂𝒙 

6. Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών 
παραστάσεων των συναρτήσεων: 

i. f(x)=-x2+6x-8 και g(x)=
𝟒−𝒙

𝒙
 

ii. f(x)=(x-1)2 και g(x)=
𝟐

𝒙
  

iii. f(x)=x3 και g(x)=x 

iv. f(x)=3𝑥
2−5𝑥+6

 και g(x)=1 

v. f(x)=ημx και g(x)=2 
vi. f(x)=ln(x+2) και g(x)=0 

vii. f(x)=8x4-28x3-6 και g(x)=-22x2-7x 

viii. f(x)=√𝟑𝒙 + 𝟒 και g(x)= 𝟕 − √𝒙 + 𝟓.  
7. Βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι  
      α) πάνω από τον άξονα των x΄Ox,  
      β) κάτω από τον άξονα των x΄Ox,  

στις παρακάτω περιπτώσεις:
i. f(x)=-3x2+10x-3. 

ii. 𝒇(𝒙) =
𝒙−𝟏

𝒙+𝟐
. 

iii. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥
2−3𝑥+2 − 1. 

iv. f(x)=ln(x+3) 
v. f(x)=lnx+3 

vi. f(x)=2x-10. 

vii.𝑓(𝑥) = l𝑜𝑔( 𝑥2 + 2𝑥 − 1) 
viii.f(x)=lnx-2 
ix.f(x)=2+ημx 

8. Βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της συνάρτησης f είναι:  
      α) πάνω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g,  
      β) κάτω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g,  

στις παρακάτω περιπτώσεις:
i. f(x)=x2 και g(x)=5x-6. 

ii. f(x)=|x-2| και g(x)=5. 

iii. f(x)=ημx και g(x)=1/2, x[0,π]. 
iv. f(x)=x3-1 και g(x)=-x2+x. 
v. f(x)=lnx και g(x)=1. 

vi. f(x)=συνx και g(x)= 
√2

2
 , x[-π,π]. 

vii. f(x)=x3-x2 και g(x)=4x-4. 
viii. f(x)=αx2, α=σταθερός πραγματικός με 

α>4 και g(x)=4x-1. 

ix. f(x)=ημx και g(x)=−
√3

2
, x[π,2π]. 

x. f(x)=συνx και g(x)=−
1

2
 , x[π/2,3π/2]. 

xi. f(x)=x4 και g(x)=2-x2. 
xii. f(x)=x2 και g(x)=|x|+6. 

xiii. f(x)= 
4

𝑥2
 και g(x)=-x4+4x2+1. 

xiv. f(x)= 
1

𝑥
 και g(x)=x. 

xv. f(x)=−
1

𝑥
 και g(x)=x. 

xvi. f(x)=ex και g(x)=e-x. 

xvii. f(x)=lnx και g(x)=ln(
1

𝑥
). 

xviii. f(x)=ln(
𝑥−1

𝑥+1
) και g(x)=-ln(2x-1). 

9. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων και μετά, από αυτές να βρείτε το 
πεδίο τιμών τους: 
i) f(x)=3x-2. 
ii) f(x)=4x-3, με Α=[2,3]. 
iii) f(x)=4-2x, με Α=(-1,2]. 

iv) f(x)=ex, με x(0,4]. 

v) f(x)=3x-1, με x2. 
vi) f(x)=5-2x, με x<7. 

vii) f(x)=x2-5x+6. 

viii) 𝑓(𝑥) = {
−𝑥 + 4,   αν  x ≤ 2
3𝑥 − 1,     αν  x > 2

. 

ix) 𝑓(𝑥) =
|𝑥−3|

3−𝑥
− 2𝑥. 

x) 𝑓(𝑥) = {
𝑥2−9

𝜒−3
,   αν  x ≠ 3

    4,       αν  x = 3
. 

xi) f(x)=x+3-3x-2. 

xii) 𝑓(𝑥) =
1

|𝑥|
. 

xiii) f(x)=x+x-3 

xiv) 𝑓(𝑥) = {
  − 𝑥2,   αν  1 ≤ 𝑥 < 2

2𝑥 − 3,  αν  -
1

2
≤ 𝑥 < 1

. 

xv) 𝑓(𝑥) = {
  𝑥 − 1,   αν  x ≥ 1

    x 2,    αν -1 ≤ 𝑥 < 1
−𝑥 + 2,  αν  x < −1

. 
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10. Έστω f : IR→IR, τέτοια ώστε f(x+y)=f(x)+f(y), για κάθε xIR. Να δείξετε ότι: 
     α) f(0)=0      β) η f είναι περιττή 

11. Δίνεται η μη σταθερή συνάρτηση f : IR→IR, τέτοια ώστε f(x+y)+f(x-y)=2f(x)f(y), για κάθε x, yIR. Να δείξετε 
ότι:     α) f(0)=1      β) η f είναι άρτια. 

12. Να βρείτε συνάρτηση f, τέτοια ώστε ,  

                                          , για κάθε xIR*. 
13. Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι ίσες. Στην περίπτωση που δεν έχουν το ίδιο 

πεδίο ορισμού, αλλά έχουν ίδιο τύπο, να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του R, στο οποίο είναι f(x)=g(x): 

i) f(x)=
𝑥2+2|𝑥|

𝑥2−4
 και g(x)= 

|𝑥|

|𝑥|−2
 

ii) f(x)=
2

√𝑥+2+√𝑥
 και g(x)= √𝑥 + 2 − √𝑥 

iii) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛( √𝑥 + 1 − √𝑥) και   

𝑔(𝑥) = − 𝑙𝑛( √𝑥 + 1 + √𝑥). 

iv) 𝑓(𝑥) = √𝑥(𝑥 − 1) και   

𝑔(𝑥) = √𝑥√𝑥 − 1.

 
14. Να βρεθούν οι συναρτήσεις f+g, fg και f/g, όταν:

i) f(x)=
−3𝑥+2

𝑥−4
και g(x)= 

𝑥2+3

𝑥−5
. ii) 𝑓(𝑥) = √9 − 𝑥2 και  𝑔(𝑥) = √𝑥. 

iii) f(x)=ex και g(x)=e-x 

iv) 𝒇(𝑥) = {
𝑥 − 1,      αν  x ≤ 2
3𝑥 + 2,    αν  x > 2

 και  

𝑔(𝑥) = {
2𝑥 − 3,   αν  x ≤ −1
4 − 7𝑥,   αν  x > −1

. 

v) f(x)=
𝑥2+1

𝑥3−1
 και g(x)= 

𝑥2+𝑥+1

1−𝑥
 

vi) f(x)=
1

|𝑥+2|−1
και g(x)= −

1

𝑥2+3𝑥+2
 

vii) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 και  𝑔(𝑥) = √𝑥2 + 𝑥 

viii) f(x)=
1

𝑥2−4
και g(x)= 

𝑥+2

𝑥−2
. 

ix) 𝑓(𝑥) = √4 − 𝑥2 και  𝑔(𝑥) = √𝑥2 − 4
15. Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει περίμετρο 100 μονάδες. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του ορθο-

γωνίου, δίνεται από την συνάρτηση E(x)=50x-x2, όπου x η μια εκ των δυο διαστάσεων του ορθογωνίου, 
με 0<x<50. 

16. Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει εμβαδόν 25 τετραγωνικές μονάδες. Να αποδείξετε ότι η περίμετρος 

Π του ορθογωνίου, δίνεται από την συνάρτηση Π(x)=
2𝑥2+50

𝑥
, x>0, όπου x η μια εκ των δυο διαστάσεων 

του ορθογωνίου. 
17. Ένα σύρμα μήκους 20cm, κόβεται σε δυο κομμάτια. Με το πρώτο κομμάτι μήκους xcm, κατασκευάζουμε 

τετράγωνο και με το δεύτερο κομμάτι, κατασκευάζουμε ισόπλευρο τρίγωνο. Να αποδείξετε ότι το άθροι-

σμα των εμβαδών των δυο κατασκευών, δίνεται από τη συνάρτηση Ε(x)= 
9𝑥2+4(20−𝑥)2√3

144
, 0<x<20. 

18. Στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ τετραγώνου ΑΒΓΔ πλευράς 4cm, παίρνουμε αντίστοιχα ίσα τμήματα 
ΑΕ=ΒΖ=ΓΗ=ΔΘ=xcm. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του σχήματος ΕΖΗΘ, δίνεται από τη συνάρτηση 
E(x)=2x2-8x+16, 0<x<4. 

19. Σε κύκλο ακτίνας ρ=4, εγγράφουμε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. Εάν η μια από τις δυο διαστάσεις του 
ορθογωνίου είναι x, να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου δίνεται σε συνάρτηση με το x, από τη 

σχέση Ε(x)= =x√64 − 𝑥2 , 0<x<8. 
20. Ένα σύρμα μήκους 40m, κόβεται σε δυο κομμάτια. Με το πρώτο κομμάτι κατασκευάζουμε τετράγωνο 

πλευράς xm και με το δεύτερο κομμάτι κατασκευάζουμε κύκλο. 

i. Να αποδείξετε ότι η ακτίνα R του κύκλου, δίνεται από τη συνάρτηση R(x) = 
2(10−𝑥)

𝜋
 ,  0<x<10. 

ii. Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των εμβαδών του τετραγώνου και του κύκλου, δίνεται από τη συνάρτηση 

Ε(x) = 
(𝜋+4)𝑥2−80𝑥+400

𝜋
,  0<x<10. 

21. Σε ημικύκλιο κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας 1, που βρίσκεται πάνω από 
τον άξονα x΄x, εγγράφουμε ορθογώνιο ΜΝΓΔ, όπως φαίνεται και στο 
διπλανό σχήμα. 
, Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε και η περίμετρος Π του ορθογωνίου 

ΜΝΓΔ δίνονται από τις σχέσεις Ε(y)=2y√1− 𝑦2, και 

Π(y)=2y+4√1 − 𝑦2, όπου y η τεταγμένη του τυχαίου σημείου Μ του η-

μικυκλίου, με 0<y<1. 
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22. Έστω Μ(x,y), x>1, σημείο που κινείται στην γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=lnx, x>0. Εάν Ν η 
προβολή του Μ στον άξονα x΄x και Α(0,α) τυχαίο σημείο του άξονα y΄y, να δείξετε ότι το εμβαδόν του 

τριγώνου ΑΜΝ δίνεται από την συνάρτηση Ε(x) = 
1

2
 xlnx, x>1. 

23. Το κόστος για την παραγωγή x μονάδων μιας βιομηχανικής παραγωγής, δίνεται από τη συνάρτηση 

K(x)=60x-1500, με x25 και τα έσοδα από την πώληση των x μονάδων, δίνεται από τη συνάρτηση 

Ε(x)=x2-20x. Να εκφράσετε το κέρδος ως συνάρτηση του x και να βρείτε για ποιες τιμές του xN, η 
βιομηχανία κερδίζει. 

24. Σημείο Μ(x,y), 0<x<2, κινείται πάνω στην γραφική παράσταση της συνάρ-
τησης f(x)=4-x2. Εγγράφουμε σε αυτή ορθογώνιο παραλληλόγραμμο 
ΜΝΓΔ όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 
Να δείξετε ότι το εμβαδόν του παραλληλογράμμου, δίνεται από τη συνάρ-
τηση Ε(x)=8x-2x3, 0<x<2. 

25. Κύλινδρος έχει άθροισμα ύψους και διαμέτρου 20cm. Να αποδείξετε ότι ο 
όγκος του, δίνεται από τη συνάρτηση V(ρ)=20πρ2-2πρ3, όπου ρ η ακτίνα 
της βάσης και η ολική του επιφάνεια, δίνεται από τη συνάρτηση Εολ(ρ) = 
2πρ(20-ρ), με 0<ρ<10cm. 

26. Κύλινδρος έχει όγκο 1Lit (=1000cm3). Να αποδείξετε ότι η ολική του επι-

φάνεια, δίνεται από τη συνάρτηση Εολ(ρ) = 
2𝜋𝜌3+2000

𝜌
 cm2, όπου ρ η ακτίνα της βάσης του. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΣΤΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

27. 26603-2: Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας 
συνάρτησης f. 
α) Nα βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρτη-

σης f.            (Μονάδες 10) 

β) Να προσδιορίσετε τον τύπο της συνάρτησης f.  

             (Μονάδες 10) 

γ) Ποιες είναι οι συντεταγμένες του σημείου Γ; 

             (Μονάδες 5) 
28. 26604-4: Δυο εταιρείες Ε1 και Ε2 δραστηριοποιούνται στο χώρο 

της γεώτρησης νερού. Η πολιτική των χρεώσεων προς τους πε-
λάτες τους είναι διαφορετική. Η εταιρεία Ε1 χρεώνει 1500 ευρώ για 
την εκπόνηση της αρχικής μελέτης και 200 ευρώ για κάθε μέτρο 
βάθους μέχρι τα 15 πρώτα μέτρα. Αν δεν βρεθεί νερό μέχρι τα 15 
μέτρα, τότε αλλάζει τη χρέωση από 200 σε 250 ευρώ για κάθε μέ-
τρο βάθους μετά τα 15 πρώτα. Η Ε2 χρεώνει 300 ευρώ για κάθε μέτρο βάθους.  

α) Αν f(x) είναι το ποσό που χρεώνει η εταιρεία Ε1 για γεώτρηση x μέτρων βάθους, να βρείτε: 

i. Τον τύπο της συνάρτησης f.   (Μονάδες 6) 

ii. Το ποσό που θα χρεώσει η εταιρεία Ε1 σε πελάτη που χρειάστηκε να φτάσει σε βάθος 12 μέτρων 

μέχρι να βρει νερό.   (Μονάδες 2) 

iii. Αν κάποιος πελάτης ξόδεψε για τη γεώτρησή του 5050 ευρώ, σε ποιο βάθος έφτασε;  

   (Μονάδες 2) 

β) Αν g(x) είναι το ποσό που χρεώνει η εταιρεία Ε2 για γεώτρηση x μέτρων βάθους, να βρείτε τον τύπο 

της συνάρτησης g.   (Μονάδες 3) 

γ) Σε ποιο βάθος σταμάτησαν τη γεώτρησή τους δυο γείτονες  που συνεργάστηκαν με διαφορετική 

εταιρεία ο καθένας τους, βρήκαν νερό στο ίδιο βάθος και  πλήρωσαν ακριβώς το ίδιο ποσό; 

   (Μονάδες 6) 

δ) Να βρείτε για ποιες τιμές της μεταβλητής x (μέτρα βάθους) συμφέρει η επιλογή της εταιρείας Ε1; 

   (Μονάδες 6) 
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29. 26637-2: Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = √x και g(x) = lnx . 
α) Να  ορίσετε τη συνάρτηση f ∙ g .                                                                        (Μονάδες 9 ) 

β) Να ορίσετε  τη συνάρτηση 
f

g
 .                                                                           (Μονάδες 9 ) 

γ) Να βρεθούν οι τετμημένες των σημείων τομής των γραφικών παραστάσεων  των συναρτήσεων                  

f ∙ g και 
f

g
 , που ορίσατε στα ερωτήματα (α) και (β).            (Μονάδες 7 ) 

30. 29830-2: Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓(𝑥) = √9 − 𝑥2 και 𝑔(𝑥) =
√4−𝑥2

𝑥
. 

α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑔.    (Μονάδες 10) 

β) Να ορίσετε τις συναρτήσεις: 

i. 𝑓 ⋅ 𝑔.           (Μονάδες 7) 

ii. 
𝑓

𝑔
.           (Μονάδες 8) 

31. END.
 
 
 
 

 
 
 
 

ΣΥΝΘΕΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 

1) Ορισμός: Έστω f:Α→IR και g:Β→IR. Σύνθεση 
της f με την g (συμβολίζουμε gof), ονομάζουμε 
την συνάρτηση με τύπο (gof)(x)=g(f(x)) και πεδίο 

ορισμού Αgof={xAf/ /f(x)Ag}. 
2) Η σύνθεση ορίζεται μόνο στην περίπτωση που 

f(Af)B. 
3) Προφανώς (fog)(x)=f(g(x)) και πεδίο ορισμού 

Αfog={xAg/g(x)Af}. 

4) Γενικά goffog. 
5) (gof)oh=go(foh)=gofoh. H ιδιότητα αυτή ισχύει 

και για περισσότερες συναρτήσεις. 

6) Αν 𝑓(𝑥) = {
𝑓1(𝑥),  x ∈ 𝐴1
𝑓2(𝑥),  x ∈ 𝐴2

  

και 𝑔(𝑥) = {
𝑔1(𝑥),  x ∈ 𝐵1
𝑔2(𝑥),  x ∈ 𝐵2

,  

τότε (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = {

(𝑓1 ∘ 𝑔1)(𝑥),  x ∈ Γ1
(𝑓1 ∘ 𝑔2)(𝑥),  x ∈ Γ2
(𝑓2 ∘ 𝑔1)(𝑥),  x ∈ Γ3
(𝑓2 ∘ 𝑔2)(𝑥),  x ∈ Γ4

 , 

όπου Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 είναι τα πεδία ορισμού των α-
ντίστοιχων συνθέσεων. Προφανώς αν κάποιο 
από αυτά είναι το κενό σύνολο, δεν υπάρχει ο α-
ντίστοιχος τύπος. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Εάν f(x)=2x-1, x[-3,3] και g(x)=5-2x, x[3,7], να βρείτε τις gof και fog. 
2. Εάν η f έχει πεδίο ορισμού (3,7), να βρείτε το πεδίο ορισμού της fog, όπου g(x)=x2-x+1. 

3. Βρείτε την fog, όταν 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥−4
 και g(x)=x2-x+2. 

4. Βρείτε τις gof και fog, όταν 𝑓(𝑥) =
1−𝑥

1+𝑥
 και 𝑔(𝑥) =

1+𝑥

1−𝑥
. 

5. Έστω f:IR→IR με (fof)(x)=4-x, για κάθε xIR. Να δείξετε ότι f(2)=2 

6. Έστω f: IR→IR με (fof)(x)=xf(x), για κάθε xIR. Να δείξετε ότι f(0)=0. 
7. Αν f(x)=2x+3 και g(x)=4x+9, να δείξετε ότι gof=fog. 
8. Εάν f(x)=(ημx+συνx)2-ημ2x-1 και g(0)=1, βρείτε το (gof)(2004). 

9. Εάν 𝑓(𝑥) =
1−𝑥

1+𝑥
, να δείξετε ότι (fof)(x)=x, για κάθε xΑf. 

10. Βρείτε τις gof και fog, όταν 𝑓(𝑥) =
𝑥+2

𝑥−3
 και 𝑔(𝑥) =

𝑥+3

𝑥−2
.  

11. Εάν f(x)=x2-2x+3, x[-3,1] και g(x)=x+2, x[-2,3], να βρείτε τις gof και fog. 

12. Βρείτε την gof , όταν 𝑓(𝑥) =
𝑥+1

𝑥+2
 και 𝑔(𝑥) =

𝑥−3

𝑥−2
. 

13. Εάν 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 + 1) και g(x)=-x, να δείξετε ότι fog=-f. 

14. Έστω f,g: IR→IR τέτοιες ώστε g(x)=x-2 και (fog)(x)=x2+x+1, για κάθε xR. Να βρείτε τον τύπο της f. 
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15. Ομοίως εάν f(x)=x+3 και (fog)(x)=ex+1+3, να βρείτε τον τύπο της g. 

16. Έστω f,g: IR→IR. Να δείξετε ότι: 
i) Αν f άρτια και g περιττή, τότε gof και fog είναι άρτιες, 
ii) Αν f και g περιττές, τότε gof και fog είναι περιττές. 

17. Εάν η f έχει πεδίο ορισμού το [7,27], να βρείτε το πεδίο ορισμού της g(x)=f(x3+x-3). 

18. 28304-2: Η γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης f ∶ IR→IR διέρχεται από τα σημεία Α(2 , 2), 

Β(−2 , 2) και Γ(0 , −2). Έστω επίσης η συνάρτηση g ∶ IR→IR με g(x) = |x|.   
α) Να βρείτε τις τιμές f(2),  f(−2) και f(0).               (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε τις τιμές ( gof )(2), ( gof )(−2) και ( gof )(0).                                         (Μονάδες 8) 

γ) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  φαίνεται παρακάτω.  

 

Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  gof.    (Μονάδες 9) 

19. 29832-2: Δίνεται οι συναρτήσεις 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥+1

𝑒𝑥−1
 και 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛

1−𝑥

1+𝑥
 . 

α) Να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 𝑓 είναι το IR* και της 𝑔 το διάστημα (-1, 1).  

            (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 𝑓 ∘ 𝑔.                                   (Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥).       (Μονάδες 9) 

20. 35168-2: Δίνονται οι συναρτήσεις f, g και h ώστε  

f(x) = ln(1+ 𝑒𝑥) , g(x) = 2lnx και  h(x) = ln(1 + 𝑥2). 

α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f και  g.      (Μονάδες 8) 

β) Να ορίσετε τη συνάρτηση f ∘ g.        (Μονάδες 9) 

γ) Nα εξετάσετε αν οι συναρτήσεις f ∘ g και h είναι ίσες.     (Μονάδες 8) 

21. END.
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ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ, ΑΚΡΟΤΑΤΑ & «1-1» ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

1) ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 

1. Σταθερή λέγεται η συνάρτηση για την οποία 

για κάθε x1, x2Af με x1x2 f(x1)=f(x2). Υπάρ-

χει cR, τέτοιο ώστε f(x)=c, για κάθε xAf. 
2. Ορισμοί: Μια συνάρτηση f λέγεται:  

● γνησίως αύξουσα (➹) σ’ ένα διάστημα Δ 

του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδή-

ποτε x1, x2 ∈ Δ με x1 < x2 ισχύει f(x1)<f(x2).  

● γνησίως φθίνουσα (➷) σ’ ένα διάστημα Δ 

του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδή-

ποτε x1, x2∈Δ με x1 < x2 ισχύει f(x1)>f(x2). 

● αύξουσα σ’ ένα διάστημα Δ του πεδίου ορι-

σμού της, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 ∈ Δ 

με x1 < x2 ισχύει f(x1)f(x2).  

● φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ του πεδίου ο-

ρισμού της, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 ∈ Δ 

με x1 < x2 ισχύει f(x1)f(x2). 
3. Η μονοτονία είναι μια ιδιότητα που αναφέρεται 

σε κάποιο διάστημα, υποσύνολο του πεδίου ο-
ρισμού της. Όταν επομένως λέμε ότι μια συ-
νάρτηση είναι αύξουσα ή φθίνουσα, θα πρέπει 
να λέμε και το διάστημα στο οποίο συμβαίνει.  

4. Υπάρχουν συναρτήσεις που δεν είναι μονότο-
νες σε κανένα υποσύνολο του πεδίου ορισμού 

τους. Πχ η συνάρτηση f(x)=

{
0,   αν  x = άρρητος

1,   αν  x = ρητός
, δεν είναι μονότονη που-

θενά. 
5. Μια συνάρτηση μπορεί να έχει διαφορετικά 

είδη μονοτονίας σε διάφορα υποσύνολα του 

πεδίου ορισμού της. Πχ η f(x)=x2, είναι ➷ στο 

(-,0) και ➹ στο (0,+). 

6. Εάν f ➹ (➷) στο διάστημα Δ, τότε f () στο 

Δ. Τα αντίστροφα δεν ισχύουν. 
7. Εάν η f είναι  και   στο Δ, τότε η f είναι στα-

θερή στο Δ. 
8. Εάν η f είναι μονότονη σε διάστημα Δ, τότε εί-

ναι μονότονη με το ίδιο είδος μονοτονίας σε 
κάθε υποσύνολο του Δ. 

9. Η f είναι ➹ () στο διάστημα Δ, αν και μόνο αν 

η g(x)=-f(x) είναι  ➷() στο διάστημα Δ. (Με 

απόδειξη) 
10. Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη 

(μονότονη) με το ίδιο είδος μονοτονίας στα 
διαστήματα Α1 και Α2, τότε δεν ισχύει η μονο-
τονία πάντα και στην ένωση Α1UΑ2. Πχ η 

f(x)=1/x, είναι  ➷ στα διαστήματα    (-,0) και 

(0,+), δεν είναι όμως ➷ στην ένωση                   

(-,0)U(0,+), γιατί -2<2 ενώ f(-2)<f(2). 
11. Εάν δυο συναρτήσεις f, g είναι ορισμένες και 

μονότονες με το ίδιο είδος μονοτονίας σε διά-
στημα Δ, τότε και η f+g έχει το ίδιο είδος μονο-
τονίας. (Με απόδειξη) 

12. Εάν η f είναι ➹ (, ➷, ) στο διάστημα Δ,   

τότε   και   η   g(x)=αf(x), α>0 είναι  ➹ 

    (, ➷, )  στο διάστημα Δ. (Με απόδειξη) 

13. Εάν η f είναι ➹ (, ➷, ) στο διάστημα Δ, τότε 

και η g(x)=αf(x), α<0 είναι  ➷      (, ➹, )  στο 

διάστημα Δ. (Με απόδειξη) 
14. Ένας τρόπος εύρεσης της μονοτονίας μιας συ-

νάρτησης είναι ο υπολογισμός του λόγου με-

ταβολής 𝜆 =
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
, όπου x1, x2 είναι τυ-

χαία στοιχεία του Δ. 

i) Εάν λ>0 (λ0), τότε η f είναι ➶ () στο Δ. 

ii) Εάν λ<0 (λ0), τότε η f είναι ➷ () στο Δ. 

iii) Εάν λ=0, τότε η f είναι σταθερή στο Δ.  
     (Με 
απόδειξη) 

15. Άλλος τρόπος εύρεσης της μονοτονίας μιας 
συνάρτησης, είναι ο πίνακας μεταβολών της 
πρώτης παραγώγου (μεθεπόμενο κεφάλαιο). 

2) ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ,  
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 1-1, ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ 

ΣΥΝΑΣΤΗΣΗ 
16. Ορισμός: Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού 

Α θα λέμε ότι: 

● Παρουσιάζει στο x0∈A (ολικό) μέγιστο, το 

f(x0), όταν f(x) ≤ f(x0) για κάθε x∈A.  

● Παρουσιάζει στο x0∈A (ολικό) ελάχιστο το 

f(x0), όταν f(x)  f(x0) για κάθε x∈A. 

17. Ορισμός: Μια συνάρτηση f: A → IR λέγεται συ-

νάρτηση 1–1, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 ∈ 

A ισχύει η συνεπαγωγή: αν x1≠x2 , τότε f(x1) ≠ 

f(x2). 

18. Μια συνάρτηση f:A → IR είναι συνάρτηση 1–1, 

αν και μόνο αν για οποιαδήποτε x1, x2 ∈ A ι-

σχύει η συνεπαγωγή: αν f(x1)=f(x2), τότε x1=x2. 

19. Μια συνάρτηση f : A→IR είναι 1–1, αν και μόνο 

αν: 

☛ Για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιμών της 

η εξίσωση f(x)=y έχει ακριβώς μια λύση ως 

προς x. 

☛ Δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής της πα-

ράστασης με την ίδια τεταγμένη.  

☛ Κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει τη γραφική 

παράσταση της f το πολύ σε ένα σημείο. 

20. Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, 

τότε είναι συνάρτηση ″1–1″. 

21. Ο ισχυρισμός «Εάν μια συνάρτηση είναι 1-1 

τότε είναι και γνησίως μονότονη» είναι εσφαλ-

μένος. Παράδειγμα η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
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{
𝑥,   𝑥 ≤ 0
1

𝑥
,  𝑥 > 0

, είναι 1-1, αλλά δεν είναι μονότονη 

στο R, αφού είναι ➹ στο διάστημα (-,0) και 

➷ στο [0,+). 

22. Ορισμός: Έστω μια συνάρτηση f: A → IR η ο-

ποία είναι 1–1, τότε για κάθε στοιχείο y του συ-

νόλου τιμών f(A), της f υπάρχει μοναδικό στοι-

χείο x του πεδίου ορισμού της Α για το οποίο 

ισχύει f(x)=y. Επομένως ορίζεται μια συνάρ-

τηση που συμβολίζεται με f−1: f(A)→Α με την 

οποία κάθε y∈f(A) αντιστοιχίζεται στο μονα-

δικό x∈A για το οποίο ισχύει f(x)=y.  

Άρα f -1(y)=x  f(x)=y.  

H συνάρτηση f−1 ονομάζεται αντίστροφη συ-

νάρτηση της f. 

23. f -1(f(x))=x για κάθε xΑ 

24. f(f -1(y))=y για κάθε yf(Α). 

25. Οι γραφικές παραστάσεις C και C′ των συναρ-

τήσεων f και f –1 αντίστοιχα, είναι συμμετρικές 

ως προς την ευθεία y = x που διχοτομεί τις γω-

νίες xOy και x′Oy′. 

26. Για να βρούμε τα ακρότατα μιας συνάρτησης, 
θέτουμε f(x)=y, και προσπαθούμε να βρούμε 
το διάστημα ή τα διαστήματα που βρίσκεται το 
y (σύνολο τιμών), ή μια ανίσωση που περιέχει 
το y. 

27. Εάν μια συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη 

σε διάστημα (α,β)  𝛢𝑓, τότε ο περιορισμός της 

f στο (α,β) δεν έχει ακρότατα (Άσκηση 2i,ii). 
28. Εάν μια συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη 

σε διάστημα [α,β]  𝛢𝑓, τότε ο περιορισμός της 

f στο [α,β] έχει ακρότατα στα α και β, τα f(α) και 
f(β) (Άσκηση 2iv). 

29. Εάν η f έχει στο πεδίο ορισμού της ένα διά-

στημα (α,β) και υπάρχει x0(α,β) τέτοιο ώστε 
σε καθένα από τα διαστήματα (α,x0] και [x0,β) 
η f να είναι γνησίως μονότονη με διαφορετικό 
είδος μονοτονίας, τότε ο περιορισμός της f στο 
(α,β) έχει ακρότατο στο x0 (Άσκηση 2v). 

30. Μπορεί μια συνάρτηση να έχει μόνο ελάχιστο, 
να έχει μόνο μέγιστο, να έχει και τα δυο, ή να 
μην έχει καθόλου ακρότατα. Εάν υπάρχουν, 
είναι μοναδικά. 

31. Το ακρότατο μια συνάρτηση, μπορεί να το πα-
ρουσιάζει σε περισσότερες από μια τιμή του x. 
Πχ η f(x)=ημx έχει μέγιστο το 1, όταν 

x=2κπ+(π/2), κΖ. 
32. Για να βρούμε την αντίστροφη μιας συνάρτη-

σης, ακολουθούμε τα εξής: 
i) Θέτουμε f(x)=y, 
ii) λύνουμε την εξίσωση ως προς x, 
iii) θέτουμε x=f-1(y), 
iv) αλλάζουμε την μεταβλητή από y σε x. Το 

βήμα αυτό είναι προαιρετικό. 

33. Εάν η f είναι αντιστρέψιμη, τότε και η f-1 είναι 
αντιστρέψιμη και ισχύει (f-1)-1=f. 

34. Θεώρημα: Οι γραφικές παραστάσεις των f και 
f-1 είναι συμμετρικές ως προς την διχοτόμο 1ης 
– 3ης γωνίας y=x.  
Απόδειξη: Έστω Μ(x,y) σημείο της γραφικής 

παράστασης της f. Τότε f(x)=y  f -1(y)=x. Δη-
λαδή το σημείο Ν(y,x) είναι σημείο της γραφι-
κής παράστασης της f -1. Τα σημεία όμως 
Μ(x,y) και Ν(y,x) είναι συμμετρικά ως προς την 
διχοτόμο 1ης – 3ης γωνίας y=x. 

35. Αυτό όμως δεν σημαίνει ότι τα σημεία τομής 
των γραφικών παραστάσεων των f και f -1 είναι 
πάνω στην διχοτόμο y=x. Σχετικά ισχύουν τα 
εξής: 

i) Εάν η f είναι γνησίως αύξουσα στο R, 

τότε f(f(x0))=x0  f(x0)=x0. 

Απόδειξη:  Το Αντίστροφο ()είναι προφα-

νές. Ευθύ (): Έστω f(f(x0))=x0. Θα δεί-

ξουμε ότι f(x0)=x0. 

• Εάν f(x0)<x0 τότε f(f(x0)<f(x0) γιατί f ➹ στο 

R, ή x0< f(x0), άτοπο γιατί f(x0)<x0. 

• Εάν f(x0)>x0 τότε f(f(x0)>f(x0) γιατί f ➹ στο 

R, ή x0> f(x0), άτοπο γιατί x0<f(x0). 

• Άρα f(x0)=x0. 

ii) Εάν η f είναι γνησίως αύξουσα στο R, 

τότε f -1(x)=f(x)  f(x)=x.  

Απόδειξη:  𝑓−1(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇔
𝑓   "1−1"

 

 𝑓(𝑓−1(𝑥)) = 𝑓(𝑓(𝑥)  𝑥 = 𝑓(𝑓(𝑥)) 

⇔

(𝑖)
𝑓  νησ. αύξ.

𝑓(𝑥) = 𝑥. 

Έτσι αν η συνάρτηση f είναι ➷ στο Af, τότε οι 

σχέσεις f -1(x)=f(x) και f(x)=x δεν είναι ισοδύ-

ναμες.  

 

Πχ οι γραφικές παραστάσεις των  συναρτή-

σεων f(x)=-x3 και f-1(x) = {
√−𝑥
3 ,   𝛼𝜈 𝑥 < 0

−√𝑥
3 ,   𝛼𝜈 𝑥   0 

, 

(παραπάνω σχήμα), τέμνονται εκτός του ση-

μείου Ο(0,0) της διχοτόμου y=x, και σε σημεία 
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εκτός της διχοτόμου, τα σημεία Α(-1,1) και 

Β(1,-1). Παρατηρούμε ότι f και f-1 είναι γνη-

σίως φθίνουσες. 

36. Εάν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη 
στο Αf, τότε είναι «1-1». Το αντίστροφο δεν ι-
σχύει. Πχ η f(x)=1/x είναι «1-1» και δεν είναι 
μονότονη στο IR*. 

37. Εάν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη 
στο Αf, τότε αντιστρέφεται και η αντίστροφή 
της έχει το ίδιο είδος μονοτονίας. 

38. Εάν μια συνάρτηση είναι «1-1» στα διαστή-
ματα Α1 και Α2, τότε δεν είναι πάντα «1-1» και 
στην ένωση Α1UΑ2. Πχ η f(x)=x2, είναι «1-1» 

στα (-,0) και (0,+ ), δεν είναι όμως  «1-1» 

στην ένωση (-,0)U(0,+ ), αφού -2<2 ενώ f(-
2)=f(2). 

39. Για να δείξουμε ότι μια συνάρτηση δεν είναι «1-1», 
αρκεί να βρούμε δυο στοιχεία του Αf τέτοια ώστε 

x1x2 ενώ f(x1)=f(x2). Αυτό μπορεί να γίνει είτε με 
απλή παρατήρηση είτε με διερεύνηση. Πχ εάν 

f(x)=x2-6x+3 τότε f(x1)=f(x2)  𝑥1
2 − 6𝑥1 + 3 =

𝑥2
2 − 6𝑥2 + 3  …  x1=x2 ή x1+x2=6. 

Εάν διαλέξουμε δυο στοιχεία του R με 

x1+x2=6, π.χ. x1=2 και x2=4, τότε 

f(x1)=f(x2)=1. 

40. Μια συνάρτηση με κλάδους αντιστρέφεται, 
μόνο αν κάθε κλάδος είναι «1-1» και τα σύ-
νολα τιμών των κλάδων είναι ανά δυο ξένα. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ, ΑΚΡΟΤΑΤΑ, ΄΄1-1΄΄ & ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

1) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τις συναρτήσεις
i) f(x)=-x 
ii) f(x)=2x-3 
iii) f(x)=|x| 
iv) f(x)=5x3-2 

v) f(x)=x2-8x+15 στα διαστήματα (-,4] 

και [4,+) 

vi) 𝑓(𝑥) =
2𝑥−1

𝑥+1
 στα διαστήματα (-,-1) και     

(-1,+) 
vii) f(x)=2|x|+3|x-2|+x. 
viii) f(x)=2lnx-3 

2) Να μελετήσετε ως προς τα ακρότατα τις συναρτήσεις:
i) fx)=2x-1 

ii) f(x)=2x-1, x(-1,1) 

iii) f(x)=2x-1, x[-1,1) 

iv) f(x)=2x-1, x[-1,1] 
v) f(x)=x2-5x+6 
vi) f(x)=x2 

vii) f(x)=-3x2+1 
viii) f(x)=3συνx-1 

ix) f(x)=
𝑥2−2𝑥+4

𝑥2+2𝑥+4
. 

x) f(x)= 
𝑥2−𝑥+1

𝑥2+𝑥+1
. 

xi) f(x)=-x2+6x-3. 

xii) f(x)= 
𝑥+2

𝑥2+𝑥+3
. 

xiii) f(x)=5-2ημ(
𝑥

2
).

3) Να δείξετε ότι αν f, g γνησίως αύξουσες (φθίνουσες) σε διάστημα Δ και ορίζονται οι συναρτήσεις fog και 
gof, να δείξετε ότι και αυτές είναι γνησίως αύξουσες (φθίνουσες) στα πεδία ορισμού τους. 

4) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x5+x3+2x+1. 
i) Να δείξετε ότι είναι γνησίως αύξουσα στο IR. 
ii) Να λύσετε την εξίσωση x5+x3+2x-4=0 

5) Να λυθούν οι ανισώσεις: 

a) 5𝑥
2−𝑥 < 52𝑥−2 

b) (
3

4
)
𝑥2−𝑥

< (
3

4
)
2𝑥−2

 

c) 23𝑥−𝑥
2
− 𝑥2 > 26−2𝑥 − 5𝑥 + 6 

6) Έστω f(x)=(
3

5
)
𝑥
+ (

4

5
)
𝑥
− 1, xIR. 

a) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο IR, 
b) να λυθεί η εξίσωση 3x+4x=5x, 
c) να λυθεί η ανίσωση 3x+4x>5x. 

7) Έστω f(x)=αx+(α2-α)x-α2, με 0<α1 και  xIR. 
a) Να δείξετε ότι αν α>1 (0<α<1) η f είναι γνησίως αύξουσα (φθίνουσα) στο R, 
b) να λυθεί η εξίσωση αx+(α2-α)x=α2, 0<α≠1. 

8) Αν η f είναι γνησίως αύξουσα και η g είναι γνησίως φθίνουσα στο IR, να λύσετε την ανίσωση: 

(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥2 − 2𝑥) ≥ (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥 + 4) . 
9) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex+ln(x+1)-1. 

i) Να δείξετε ότι είναι γνησίως αύξουσα στο (-1,+). 

ii) Να λύσετε την ανίσωση 𝑒𝑥
2
+ 𝑙𝑛( 𝑥2 + 1) > 1. 

iii) Να λύσετε την ανίσωση 𝑒𝑥
2
− 𝑒𝑥+2 > 𝑙𝑛

𝑥+3

𝑥2+1
. 

10) Έστω g:(0,+)→ IR μια γνησίως μονότονη συνάρτηση της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από 
τα σημεία Α(1,-2), Β(2,-3) και η συνάρτηση f(x)=lnx-g(x), x>0. 

i) Να δείξετε ότι η g είναι γνησίως φθίνουσα. 
ii) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 
iii) Να λύσετε την ανίσωση 2lnx<2+g(x2). 

11) Μια συνάρτηση f : IIR→IR έχει την ιδιότητα f(x+y)=f(x)+f(y) για κάθε x,yIR. Αν f(x)>0 για κάθε xIR, να 
αποδείξετε ότι: i) f(0)=0. 

ii)  η f είναι περιττή. 
iii) η f είναι γνησίως αύξουσα. 

12) Μια συνάρτηση f : IR→IR έχει την ιδιότητα f(x)+x≤x2+1≤f(x+1)-x για κάθε xIR. 
i) Να δείξετε ότι f(x)=x2-x+1. 
ii) Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

13) Εάν f συνάρτηση ΄΄1-1΄΄, να λυθεί η εξίσωση f(x2+4x)=f(x+4). 
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14) Να βρεθούν οι αντίστροφες των συναρτήσεων (εφόσον υπάρχουν): 

a) f(x)=x2+4, x0, 

b) f(x)=√2𝑥 − 1, 
c) f(x)=3ex-2- 5,      

d) f(x)=𝑙𝑛
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥+1
     

e) 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
    

f) 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
 

g) 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
 

h) 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
 

15) Aν η συνάρτηση f: IR→IR είναι γνησίως φθίνουσα, να λυθεί η εξίσωση: 

(𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥2 + 4𝑥) = (𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥 + 4). 
16) Μια συνάρτηση f: IR→IR έχει την ιδιότητα (𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑎𝑥 για κάθε xIR, όπου α≠0. Να αποδεί-

ξετε ότι: 
i) Η f είναι 1-1 
ii) f(0)=0. 

17) Εάν f(x) = lnx −
𝑒
𝑥
 + x, να δείξετε ότι αντιστρέφεται και να βρεθούν τα κοινά σημεία των γραφικών 

παραστάσεων των f και f -1. 

18) Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f : IR*→IR αν γνωρίζουμε ότι είναι 1-1 και για κάθε x≠0 ικανοποιεί 

την σχέση (𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑥) = 𝛼, όπου α≠0. 

19) Η γραφική παράσταση μιας γνησίως μονότονης συνάρτησης f : IR→IR διέρχεται από τα σημεία A(4,2) 

και Β(6,1). 

a) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα, 

b) να δείξετε ότι αντιστρέφεται και να βρείτε τις τιμές f -1(2) και f -1(1), 

c) να λύσετε την εξίσωση f(2+f -1(x2-x))=1, xIR, 

d) να λύσετε την ανίσωση f(f -1(x2)-2) < 2, xIR. 

20) Αν η συνάρτηση f: IR→IR είναι γνησίως μονότονη και f(x+f(y))=f(x+y)+2, για κάθε x,yIR, να αποδείξετε 

ότι f(x)=x+2.  

21) Μια συνάρτηση f: IR*→IR έχει την ιδιότητα 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = 𝑓 (
𝑥

𝑦
), για κάθε x,yIR*. Αν η εξίσωση f(x)=0 

έχει μοναδική ρίζα: 

i) Να αποδείξετε ότι f(1)=0. 

ii) Nα αποδείξετε ότι ορίζεται η f -1.  

iii) Να λυθεί η εξίσωση f(x)+f(x2+3)=f(x2+1)+f(x+1). 

iv) Αν επιπλέον είναι f(x)>0, για κάθε x>1, να αποδείξετε ότι είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+). 

22) Θέλουμε να κατασκευάσουμε στάδιο ολυμπιακών διαστά-

σεων, με περίμετρο 400m, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

i. Εάν ο αγωνιστικός χώρος (σκούρα περιοχή) έχει μήκος 
xm, να αποδείξετε ότι το πλάτος ΑΒ δίνεται από τη συ-

νάρτηση AB(x)=
400−2𝑥

𝜋
, με 0<x<200. 

ii. Να δείξετε ότι ο αγωνιστικός χώρος έχει εμβαδόν 

Ε(x)=
2

𝜋
(200𝑥 − 𝑥2), με 0<x<200. 

iii. Να δείξετε ότι ο αγωνιστικός χώρος έχει μέγιστο εμβα-
δόν, όταν x=100m. 

23) Δίνεται η παραβολή y=x2 και η ευθεία (ε): y=-x-1. 
i. Εάν Μ(x,y) τυχαίο σημείο της παραβολής, να βρείτε την απόσταση  d του σημείου Μ από την ευθεία 

(ε), ως συνάρτηση της τετμημένης x του σημείου Μ. 
ii. Να αποδείξετε ότι η απόσταση d γίνεται ελάχιστη, για x=-1/2 και ότι η ελάχιστη απόσταση ισούται με 

3√2

8
. 
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24) Στην πλευρά ΑΒ ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ (�̂� = 900, ΑΒ=3m, 

ΑΓ=4m), κινείται σημείο Δ. Στο τρίγωνο εγγράφουμε ορθογώνιο 
παραλληλόγραμμο ΑΔΕΖ όπως φαίνεται στο σχήμα. 

i. Εάν ΑΔ=x, να δείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΔΕΖ 

δίνεται από την συνάρτηση Ε(x) = 4x−
4
3x2 και να βρείτε το 

πεδίο ορισμού της. 

ii. Να δείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΔΕΖ γίνεται μέ-

γιστο, όταν τα Δ, Ε και Ζ είναι τα μέσα αντίστοιχα των πλευ-

ρών ΑΒ, ΒΓ και ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ. 

25) Δυο θετικοί ακέραιοι αριθμοί, έχουν άθροισμα 50. 
i. Εάν ο ένας από τους δυο αριθμούς είναι x, να υπολογίσετε το γινόμενο των αριθμών, ως 

συνάρτηση του x. 
ii. Να αποδείξετε ότι το γινόμενο γίνεται μέγιστο, όταν οι αριθμοί είναι ίσοι με το μισό του 

αθροίσματός τους. 
26) Θέλουμε να κατασκευάσουμε μια κατοικία, σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, εμβα-

δού 100m2 και ύψους 2,5m. 
i. Να αποδείξετε ότι η ολική επιφάνεια της κατοικίας (τοίχων και πλάκας) δίνεται από την 

συνάρτηση Εολ(x)=
5𝑥2+100𝑥+500

𝑥
 , όπου x είναι η μια πλευρά της βάσης της κατοικίας. 

ii. Βάσει των απαιτήσεών μας προς τον μηχανικό, πρέπει να έχουμε την μικρότερη εκπο-
μπή θερμότητας από την κατοικία προς το περιβάλλον. Να αποδείξετε ότι αυτή η συν-
θήκη πληρούται, όταν η βάση της κατοικίας είναι τετράγωνο.  

27) Ένας κτηνοτρόφος θέλει να περιφράξει μια έκταση 10 στρεμμάτων σχήματος ορθογωνίου πα-
ραλληλογράμμου για βοσκή (1στρέμμα=1.000m2). Να τον βοηθήσετε ώστε να διαλέξει τις δια-
στάσεις της έκτασης με τέτοιο τρόπο, ώστε η περίφραξη να του στοιχίσει όσο το δυνατόν φθη-
νότερα. 

28) Δίνεται η ευθεία (ε): x-2y+2=0. 
i. Να αποδείξετε ότι η απόσταση της αρχής Ο(0,0) του συστήματος συντεταγμένων από τυχαίο 

σημείο Μ(x,y) της ευθείας, δίνεται από τη συνάρτηση d(x)=
1

2
√5𝑥2 + 4𝑥 + 4, xIR. 

ii. Να αποδείξετε ότι η απόσταση d γίνεται ελάχιστη, όταν x=−
2

5
 και ότι τότε ΟΜ ⊥ (ε).
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΣΤΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  

29. 23196-2: Δίνεται η συνάρτηση 

 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1, 𝑥 ∈ IR. 

α) Να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται.         (Μονάδες 7) 

β) Να βρείτε την 𝑓−1.                      (Μονάδες 9) 

γ) Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f και της ευθείας y=x, η οποία εφάπτεται 

της Cf στο μοναδικό κοινό τους σημείο, την αρχή των 

αξόνων. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης  𝑓−1.                     (Μονάδες 9) 

30. 23197-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥, 𝑥 ∈ IR. 

α) Να βρείτε δυο διαφορετικούς αριθμούς α, β ώστε 𝑓(𝛼) = 𝑓(𝛽). Κατόπιν να αιτιολογήσετε γιατί η 

συνάρτηση f δεν αντιστρέφεται.        (Μονάδες 9) 

β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση, με τη βοήθεια της παραγώγου ή με οποιονδήποτε άλλο τρόπο, ως 

προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.       (Μονάδες 8) 

γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση fC της f.      (Μονάδες 8) 

31. 23198-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = √𝑥 − 1, 𝑥 ≥ 0. 

α) Να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται.         (Μονάδες 7) 

β) Να βρείτε την 𝑓−1.         (Μονάδες 9) 

Έστω 𝑓−1(𝑥) = (𝑥 + 1)2, 𝑥 ≥ −1 

γ) Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των 𝑓, 𝑓−1. (Μονάδες 9) 

32. 23200-4: Έστω 𝑓: IR→ IR μια γνησίως μονότονη συνάρτηση της οποίας η γραφική παράσταση τέμνει 

τον άξονα y y  στο σημείο με τεταγμένη 3 και διέρχεται από το σημείο A(1, ln 2).  

α) Να βρείτε τη μονοτονία της. (Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε θετικό αριθμό α ισχύει  𝑓(𝛼 𝑙𝑛 𝛼) ≤ 𝑓( 𝑙𝑛 𝛼). (Μονάδες 7) 

γ) Να λύσετε την εξίσωση 𝑓(𝑒𝑥−1 + 𝑙𝑛 𝑥) = 𝑙𝑛 2.      (Μονάδες 6) 

δ) Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + (3 − 𝑙𝑛 2)𝑥 − 3, 𝑥 ∈ IR. Να αιτιολογήσετε γιατί η συνάρτηση g  

δεν αντιστρέφεται.          (Μονάδες 7) 

33. 23209-2: Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)2 −  1 ,       𝑥 ≤ 1. 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 

(−∞, 1].      (Μονάδες 9) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.   (Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η συνάρτηση 𝑓−1 και να μεταφέρετε 

στην κόλλα σας ή στο φύλλο απαντήσεων το παρακάτω σχήμα με 

την γραφική παράσταση της 𝑓 και το οποίο να συμπληρώσετε με 

την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓−1. (Μονάδες 8) 
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34. 23216-2: Έστω συνάρτηση 𝑓 γνησίως μονότονη στο IR της οποίας η γραφική της παράσταση διέρχεται 

από τα σημεία 𝛢(3,0) και 𝛣(0,8). 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο IR.    (Μονάδες 7) 

β) Να βρείτε για ποιες τιμές του 𝑥 η 𝐶𝑓  είναι κάτω από τον άξονα 𝑥𝑥′ και για ποιες είναι πάνω από τον 

𝑥𝑥′.           (Μονάδες 8) 

γ) Να λύσετε την ανίσωση 𝑓(𝑙𝑛 𝑥) > 0.       (Μονάδες 10) 

35. 24130-2: Δίνεται η συνάρτηση  𝑓, με τύπο   𝑓(𝑥) = √𝑥 − 1 + 3,  𝑥 ≥ 1. 

α) Να δείξετε ότι η  𝑓 είναι  1 − 1.  

(Μονάδες 07) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών κα-

θώς και την αντίστροφη της  𝑓. 

(Μονάδες 10) 

γ) Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η 

γραφική παράσταση της συνάρ-

τησης 𝑓 καθώς και η διχοτόμος 

𝑦 = 𝑥  της γωνίας 𝑥�̂�𝑦. Αφού 

μεταφέρετε το σχέδιο στην κόλλα 

σας, να σχεδιάσετε την γραφική 

παράσταση της  𝑓−1  και με βάση 

το σχήμα ή με οποιονδήποτε 

άλλο τρόπο θέλετε, να βρείτε τα 

κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων
 
των συναρτήσεων 𝑓, 𝑓−1   .   (Μονάδες 08) 

36. 24569-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = √1 − √1 − 𝑥 . 

α) Να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το 𝐷𝑓 = [0,1].  (Μονάδες 05) 

β)  

i. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι “1 – 1”.     (Μονάδες 10) 

ii. Να λύσετε την εξίσωση 𝑓(𝑓(𝑥)) = 0, 𝑥 ∈ [0,1].     (Μονάδες 10) 

37. 24703-2: Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓 με 𝑓(𝑥) = √1 − 𝑥 και 𝑥 ∈ (−∞, 1]. 

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η συνάρτηση 𝑓−1.

                   (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση 𝑓−1.   (Μονάδες 10) 

γ) Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παρά-

σταση της συνάρτησης 𝑓 και ένα τμήμα της 

γραφικής παράστασης της 𝑓−1. Να μεταφέρετε 

στο φύλλο απαντήσεων το παραπάνω σχήμα 

και το οποίο να συμπληρώσετε με την υπό-

λοιπη γραφική παράσταση της συνάρτησης  𝑓−1.         (Μονάδες 7) 
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38. 23642-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓: IR → IR με τύπο 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 + 1. 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της. (Μονάδες 7) 

β) Ένα από τα παρακάτω σχήματα παριστάνει την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓. Να 

βρείτε ποιο είναι και να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.    (Μονάδες 7) 

γ)  

i. Να παραστήσετε γραφικά την συνάρτηση |𝑓|.    (Μονάδες 6) 

ii. Με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης της συνάρτησης |𝑓|, να βρείτε το πλήθος των 

ριζών της εξίσωσης |𝑥3 + 𝑥 + 1| = 2023.     (Μονάδες 5) 

     

39. 24991-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓: (0 , +∞) → IR, με 𝑓(𝑥) = −2 𝑙𝑛 𝑥 + 1 ,   𝑥 > 0. 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓  αντιστρέφεται.     (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση 𝑓−1.    (Μονάδες 9) 

γ) Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση g με τύπο 𝑔(𝑥) = 1 − 𝑙𝑛 𝑥2. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις 𝑓 𝜅𝛼𝜄 𝑔 

δεν είναι ίσες και στη συνέχεια να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του IR στο οποίο ισχύει𝑓 = 𝑔. 

            (Μονάδες 8) 

40. 26602-2: Δίνονται οι συναρτήσεις f και g, με  f(x) =
x2−4

x+2
  και  g(x) = x − 2.  

α) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες και να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

   (Μονάδες 8) 

β) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και h, με h(x) =|g(x)|.  

   (Μονάδες 7) 

γ) Με τη βοήθεια των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων ή με όποιο άλλο τρόπο θέλετε, να 

μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις f και h.  (Μονάδες 10) 

41. 27277-2: Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της αντίστροφης μιας  συνάρτησης f. 

Με τη βοήθεια του σχήματος να απαντήσετε στα παρακάτω ερωτήματα, δικαιολογώντας τις απαντήσεις 

σας. 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρτησης f.    (Μονάδες 10) 
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β) Να βρείτε τις τιμές f(2) και f-1(f(6)).  

                             (Μονάδες 8) 

γ) Στο σύστημα αξόνων που ακολουθεί να χαρά-

ξετε την γραφική παράσταση της f.  

                                                       (Μονάδες 7) 

42. 28299-2: Έστω μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού 

το Α = [−1 , 4] και με γραφική παράσταση Cf που 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.  

Μελετώντας τη Cf :  

α) να δικαιολογήσετε ότι ορίζεται η αντίστροφη 

συνάρτηση  f−1  της   f,         

  (Μονάδες 8)        

β) να βρείτε τα σημεία τομής της Cf με την ευθεία y = x,                                

(Μονάδες 8)   

γ) να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f−1.                                            

(Μονάδες 9)   

43. 28300-2: Έστω μια συνάρτηση f της οποίας η γραφική παρά-

σταση φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.  

Μελετώντας τη γραφική παράσταση της f να βρείτε: 

α) το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της f, 

                     (Μονάδες 6) 

β) τις τιμές  f(−1), f(2) και f(5), 

          (Μονάδες 6) 

γ) το ολικό μέγιστο και το ολικό ελάχιστο της f, εφόσον 

υπάρχουν,                           (Μονάδες 7) 

δ) την τιμή της σύνθεσης fοf στο −1.      (Μονάδες 6) 

44. 29211-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓, με 𝑓(𝑥) = 1 −
1

𝑥2
 ,

𝑥 < 0. 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της.     (Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.           (Μονάδες 8) 

γ)  i. Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι “1 – 1”.           (Μονάδες 5) 

ii. Να βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης 𝑓, την 𝑓−1.        (Μονάδες 7) 

45. 29926-2: Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με f(x) = ln(x-2) + 5 για κάθε x > 2 και  g(x) = 2x-1 με xIR.  

α)  

i. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι αντιστρέψιμη.   (Μονάδες 6) 

ii. Nα βρείτε τη συνάρτηση 𝑔−1.   (Μονάδες 7) 

β)  

i. Να προσδιορίσετε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f ∘ 𝑔−1.   (Μονάδες 6) 

𝑪𝒇−𝟏  
άσκ. 41 

άσκ. 42 

άσκ. 43 
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ii. Να βρείτε  τον τύπο της συνάρτησης f ∘ 𝑔−1.   (Μονάδες 6) 

46. 31528-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(1 − 𝑒−𝑥) . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται.           (Μονάδες 14) 

β) Να βρείτε την 𝑓−1.                  (Μονάδες 11) 

47. 32695-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 με πεδίο ορισμού το [0, +∞), σύνολο τιμών το [−
1

2
, 1)

 
και τύπο 𝑓(𝑥) =

1 −
3

√𝑥+2
.  Δίνεται επίσης η συνάρτηση 𝑔 με πεδίο ορισμού το [−

1

2
, 1), σύνολο τιμών το [0, +∞) και τύπο 

𝑔(𝑥) = (
1+2𝑥

1−𝑥
)
2

. Με δεδομένο ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι 1-1,  

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 είναι η αντίστροφη της συνάρτησης𝑓.            (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) < 0  και 𝑔(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 που ανήκει στο [0,1).  (Μονάδες 6) 

γ) Να αποδείξετε ότι  οι γραφικές παραστάσεις 𝐶𝑓 , 𝐶𝑔 των συναρτήσεων 𝑓 , 𝑔 αντίστοιχα δεν έχουν 

κοινά σημεία.           (Μονάδες 7) 

48. 35170-2: Δίνονται οι συναρτήσεις f και g ώστε f(x) = ln(1+ 𝑒𝑥)  και  g(x) = 2lnx . 

α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f και  g .    (Μονάδες 8) 

β) Να ορίσετε τη συνάρτηση f + g.    (Μονάδες 8) 

γ) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f + g ως προς τη μονοτονία.    (Μονάδες 9) 

49. END. 
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ΟΡΙΑ ΜΟΡΦΗ (0/0) 

 

1. Ορισμός: Για να αναζητήσουμε το όριο μιας 

συνάρτησης f στο x0, πρέπει η f να ορίζεται 

όσο θέλουμε “κοντά στο x0”, δηλαδή η f να 

είναι ορισμένη σ’ ένα σύνολο της μορφής 

(α,x0)∪(x0,β), ή (α,x0), ή (x0,β). 

2. Το x0 μπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισμού της 

συνάρτησης, όπως πχ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

(2𝑥 − 3) =-1,  ή  να 

μην ανήκει σ’ αυτό, όπως πχ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

(
𝑥2−1

𝑥−1
)=2. 

3. Η τιμή της συνάρτησης f στο x0, όταν υπάρχει, 

μπορεί να είναι ίση με το όριό της f στο x0, ό-

πως πχ για την f(x)=2x-3, είναι f(1)=𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

(2𝑥 −

3) =-1, ή διαφορετική από αυτό, όπως για τη 

συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
𝑥2−1

𝑥−1
,   𝑥 ≠ 1

5,  𝑥 = 1
, είναι 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥) =2  f(1)=5. 

4. Ορισμός: ΠΛΕΥΡΙΚΑ ΟΡΙΑ:  

Το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

−

𝑥<𝑥0

 𝑓(𝑥), ονομάζεται όριο της f(x), 

όταν το x τείνει στο x0 από τα αριστερά και 

ονομάζεται αριστερό όριο της f στο x0 και το 

όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

+

𝑥>𝑥0

𝑓(𝑥), ονομάζεται όριο της f(x), όταν 

το x τείνει στο x0 από τα δεξιά και ονομάζεται 

δεξιό όριο της f στο x0. 

5. Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε ένα σύ-

νολο της μορφής (α,x0)∪(x0,β), τότε ισχύει η 

ισοδυναμία 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)=lR  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

+
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
−
 𝑓(𝑥) =l . 

6. Ορισμός: Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη 

σε ένα σύνολο της μορφής (α,x0), τότε ορί-

ζουμε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

−

𝑥<𝑥0

𝑓(𝑥). Πχ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

√−𝑥= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

√−𝑥=0. 

7. Ορισμός: Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη 

σε ένα σύνολο της μορφής (x0,β), τότε ορί-

ζουμε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

+

𝑥>𝑥0

𝑓(𝑥). 

Πχ  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

√𝑥= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

√𝑥=0. 

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΙΩΝ 

8. ● Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) >0, τότε f(x)>0 κοντά στο x0.  

● Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) <0, τότε f(x)<0 κοντά στο x0.  

9. Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν όριο στο x0 και 

ισχύει f(x)≤g(x), ή f(x)<g(x) κοντά στο x0, τότε: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥). 

10. Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f και 

g στο x0, τότε: 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥))= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥). 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝜅 ⋅ 𝑓(𝑥))=κ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), κ=σταθερός 

πραγματικός αριθμός. 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥))= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥). 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥))𝜈=[ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)]
𝜈

. 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
)=

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥)
, εφόσον 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
𝑔(𝑥) 0. 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥)|=| 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)|. 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

√𝑓(𝑥)
𝜅

=√ 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥)𝜅 , εφόσον f(x)0 κο-

ντά στο x0. 

11. Όριο πολυωνυμικής συνάρτησης 

P(x)=𝛼𝜈𝑥
𝜈+𝛼𝜈−1𝑥

𝜈−1 +⋯+ 𝛼1𝑥 + 𝛼0 

lim
𝑥→𝑥0

𝑃(𝑥) = 𝑃(𝑥0). 

Απόδειξη: Έχουμε: lim
𝑥→𝑥0

𝑃(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

(𝛼𝜈𝑥
𝜈 +

𝛼𝜈−1𝑥
𝜈−1 +⋯+ 𝛼1𝑥 + 𝛼0)=  

= lim
𝑥→𝑥0

(𝛼𝜈𝑥
𝜈) + lim

𝑥→𝑥0
(𝛼𝜈−1𝑥

𝜈−1) +⋯+

lim
𝑥→𝑥0

(𝛼1𝑥) + 𝛼0=  

=𝛼𝜈𝑥0
𝜈+𝛼𝜈−1𝑥0

𝜈−1 +⋯+ 𝛼1𝑥0 + 𝛼0 

= 𝑃(𝑥0). 

12. Όριο ρητής συνάρτησης: lim
𝑥→𝑥0

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝑃(𝑥0)

𝑄(𝑥0)
. 

13. Κριτήριο παρεμβολής: 

Έστω οι συναρτήσεις f, g, h. Αν ισχύει: 

● h(x)≤f(x)≤g(x) κοντά στο x0 . 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = l. 

Τότε και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =l . 

Το κριτήριο παρεμβολής ισχύει και για πλευ-

ρικά όρια. 

14. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
=1. 

15. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜎𝜐𝜈 𝑥−1

𝑥
=0. 

16. Όριο σύνθετης συνάρτησης. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑙𝑖𝑚
𝑢→𝑢0

𝑓(𝑢), όπου 𝑢0 =

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) εφόσον υπάρχουν τα αντίστοιχα 

όρια 

17. Αν 𝑙 𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 0 και κοντά στο x0 είναι 

|f(x)|≤|g(x)|, τότε και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 0. Η απόδειξη 

με κριτήριο παρεμβολής. 
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18. Μπορεί να υπάρχει το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) IR 

και να μην υπάρχουν τα όρια 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) και 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥). Πχ οι συναρτήσεις 𝑓(𝑥) =

{
  1,  αν x > 4
-1,  αν x < 4

και 𝑔(𝑥) = {
−1,  αν x > 4
  1,  αν x < 4

δεν έ-

χουν όριο στο x0=4, αλλά           𝑙𝑖𝑚
𝑥→4

(𝑓(𝑥) +

𝑔(𝑥)) = 0. 
19. Αν f(x)>0 (f(x)<0) κοντά στο x0 και υπάρχει το 

όριο της συνάρτησης f στο x0, τότε, 

τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≥ 0 (αντίστοιχα 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≤ 0). 

20. Ομοίως εάν f(x)≥ 0 (f(x) ≤0 ) . 
21. Αν f(x)>g(x), (f(x)<g(x)) κοντά στο x0 και υ-

πάρχουν τα όρια των f και g στο x0, τότε 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≥ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) (αντίστοιχα 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≤

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥)). 

22. Ομοίως εάν f(x)≥ g(x), (f(x) ≤g(x)) . 
23. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0
𝑓(𝑥0 ± ℎ) και 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) =

𝑙𝑖𝑚
ℎ→1

𝑓(𝑥0ℎ) 

24. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇(𝛼𝑥)

αx
= 1, α≠0. 

25. Εάν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 0, τότε την συνάρτηση f την 

λέμε μηδενική συνάρτηση στο x0 (Δεν το 
μαθαίνετε απ’ έξω, γιατί δεν αποτελεί εξετα-
στέα ύλη). 

26. Εάν το σύνολο τιμών f(Af) μιας συνάρτησης f 
είναι διάστημα της μορφής (α,β), [α,β], (α,β] ή 
[α,β) με α,β≠±∞, τότε η συνάρτηση f λέγεται 
φραγμένη συνάρτηση (Δεν το μαθαίνετε απ’ 
έξω, γιατί δεν αποτελεί εξεταστέα ύλη). 

27. Το γινόμενο μηδενικής επί φραγμένη συνάρ-
τηση είναι μηδενική συνάρτηση. Αυτό αποτε-
λεί  οδηγία και όχι θεώρημα που μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί. Θα το αποδεικνύετε όταν το 
χρησιμοποιείτε με κριτήριο παρεμβολής. Πα-

ράδειγμα το lim
x→0

(xημ
1

x
) = 0. Είναι γινόμενο 

μηδενικής συνάρτησης επί φραγμένη συνάρ-
τηση. Απόδειξη:  

Για κάθε xIR, ισχύει |𝜂𝜇
1

𝑥
| ≤ 1 

 |x||𝜂𝜇
1

𝑥
| ≤|x| 

 |𝑥 𝜂𝜇
1

𝑥
| ≤|x| 

 -|x|≤ |𝑥𝜂𝜇
1

𝑥
| ≤|x|. 

Επειδή lim
𝑥→0

(−|𝑥|) = lim
𝑥→0

(|𝑥|)=0, από το κριτή-

ριο παρεμβολής, έχουμε lim
x→0

(xημ
1

x
) = 0. 

 
 

28. Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) > 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥),  τότε f(x)>g(x) κοντά 

στο x0. 

Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) < 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥),  τότε f(x)<g(x) κο-

ντά στο x0. 

29. Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥)| = 0 (ή 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓2(𝑥) = 0), τότε 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 0. (Με απόδειξη. Χρησιμοποιούμε 

κριτήριο παρεμβολής στην ανισότητα -
|f(x)|≤f(x)≤|f(x)| ). 

30. Το παραπάνω δεν ισχύει εάν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥)| = 𝑙 ≠

0 ή 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓2(𝑥) = 𝑙 ≠ 0. Πχ η 𝑓(𝑥) =
|𝑥|

𝑥
, x≠0, έ-

χει 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓2(𝑥) = 1, ενώ το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) δεν υπάρ-

χει. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→5

5−√5𝑥

5√5−𝑥√𝑥
. ii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−3

2√−3𝑥−3+𝑥

√𝑥+3
. 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥+√𝑥

𝑥−√𝑥
. iv) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

|𝑥7−𝑥+2|−2

𝑥−1
.  

v) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥3−1

𝑥4−1
 . vi) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−2

−3𝑥2−5𝑥+2

𝑥2−2𝑥−8
. 

vii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

2𝑥3−5𝑥2−8𝑥−1

𝑥4+𝑥3−𝑥−1
. vii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→ √2
3

𝑥3−2

𝑥− √2
3 . 

2. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥+√𝑥−2

𝑥2−1
  ii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

√𝑥
3

−1

√𝑥
4

−1
  

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

√𝑥+ √𝑥
3

√𝑥
6  

3. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

|𝑥−1|+𝑥2−5𝑥+4

𝑥−1
.   

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3+

|𝑥+3|+𝑥2+5𝑥+6

𝑥2−9
. 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

|𝑥2−5𝑥+6|

𝑥2−4
. 

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2−

|𝑥2−𝑥−2|

𝑥3−3𝑥−2
. 

v) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

|−𝑥2+3𝑥|+𝑥2−5𝑥+6

𝑥2−9
. 

4. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

4−|𝑥+2|

|3𝑥−1|+𝑥
. 

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

|2𝑥−1|+𝑥−2

𝑥2−1
. 

iii)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2𝑥

|𝑥2−𝑥|
. 

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

|𝑥−3|+3|𝑥−1|−4

𝑥−2
. 

5. Να υπολογίσετε τα όρια, για τις διάφορες τιμές 

του αR: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝛼2−𝑥2

|𝑥|−𝑎
  ii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎

𝑥−|𝑎|

|𝑥|−𝑎
 

6. Εάν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) =1 και g(x)1 κοντά στο x0,να 

βρείτε το lim
x→x0

f(x),όπου 𝑓(𝑥) =
√𝑔2(𝑥)+3−2

𝑔(𝑥)−1
. 

7. Εάν α,βΖ, και 𝑓(𝑥) = {
4𝑥,    x ≤ 𝛽
2(𝑥 + 𝛼) + 1,   x > 𝛽

, να 

δείξετε ότι δεν υπάρχει το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛽

𝑓(𝑥). 

8. Να εξετάσετε εάν υπάρχουν α,βIR, τέτοια ώ-

στε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥3+𝑎𝑥+2𝛽−5

𝑥2−1
= 4. 

 

9. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥3−1
 . ii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥3−𝑥
. 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥

√𝑥+4−2
. iv) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2

𝜂𝜇(𝑥−2)

𝑥2−3𝑥+2
.  

v) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥

𝜂𝜇𝑥
.  vi) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥

𝜀𝜑𝑥
.   

vii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇7𝑥

𝜀𝜑3𝑥
. viii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥−𝜂𝜇𝑥

𝑥+𝜂𝜇𝑥
. 

ix) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

(𝑥2−9)𝜂𝜇(𝑥−1)

|𝑥2−4𝑥+3|
. x) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−𝛼

𝜂𝜇𝑥+𝜂𝜇𝛼

𝑥+𝛼
. 

10. Να υπολογίσετε τα α,βIR, τέτοια ώστε η γρα-
φική παράσταση της συνάρτησης  

𝑓(𝑥) = {
2𝛼𝑥 + 5𝛽,   𝛼𝜈 𝑥 ≤ 0

𝑥2 + 3𝛽𝑥 + 𝛼 + 𝛽, 𝛼𝜈 𝑥 > 0
 

να διέρχεται από το σημείο Α(-1,3) και να υπάρ-

χει το lim
x→0

f(x)IR . 

11.  Αν 𝑓(𝑥) = {

3𝑥2 − 𝛼𝑥 + 𝛽,  αν  χ ≤ -2

(𝛽 + 2)𝑥2 − 𝑥 + 𝑎,   αν -2 < 𝑥 < 1

𝑥2 + 2𝛽𝑥 + 2𝑎 − 6,  αν x ≥ 1

, 

να υπολογίσετε τα α,βIR, τέτοια ώστε να υπάρ-

χουν τα όρια  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

𝑓(𝑥) και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥). 

12.  Εάν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(3𝑓(𝑥) − 2𝑔(𝑥)) = 7  

  και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(3𝑔(𝑥) + 7𝑓(𝑥)) = 1 να υπολογίσετε τα 

όρια lim
x→x0

f(x) και lim
x→x0

g(x). 

13.  Εάν f  περιττή στο IR και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

(𝑓(𝑥) − 1 + √𝑥) = 

=√2, να υπολογίσετε το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

𝑓(𝑥). 

14.  Εάν f(x)=f(1-x) για κάθε xIR, και lim
x→2

f(x)+4

𝑥−2
=1, 

να υπολογίσετε το lim
x→−1

f(x). 

15. Εάν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−2

𝑓(𝑥)+3
= 0, να δείξετε ότι lim

x→x0
f(x)=2.  

16. Εάν |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ ℎ(𝑥), για κάθε 

x(α,x0)U(x0,β), και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

ℎ(𝑥) =0, lim
x→x0

f(x)=IR, 

να δείξετε ότι και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) =. 

17.  Αν για κάθε xIR είναι |𝜂𝜇𝑥 − 𝑥𝑓(𝑥)| ≤ |𝑥 −
𝜂𝜇𝑥|, να δείξετε ότι 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑓(𝑥) =1. 

18.  Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) =0 και f(x)<0<g(x) κοντά 

στο x0, να δείξετε ότι 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) =0. 

19. Εάν f2(x)-2f(x)+συν2x  0 για κάθε xIR, να δεί-

ξετε ότι lim
x→0

f(x)=1. 

20.  Εάν 2xημx+ f2(x) `2xf(x)+ημ2x για κάθε xIR, 

να δείξετε ότι lim
x→0

f(x)=0. 

21. Εάν x-x3  2f(x)  x, για κάθε xIR, να υπολογί-

σετε τα lim
x→0

f(x) και lim
x→0

f(x)

x
. 

 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ   23  

Σελίδα 23 από 120 
 

22. Έστω f:(0,+)→ IR με f(x)  1/2 και για κάθε x>0 
ισχύει f(x) - 1 < x <  f2(x) - f(x). Να δείξετε ότι 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) =1. 

23. Έστω f : IR→IR τέτοια ώστε f3(x)+2x2f(x)=3ημ3x 

για κάθε xR. Εάν lim
x→0

f(x)

x
= αIR, 

i) να δείξετε ότι α=1, 

ii) να βρείτε το lim
x→0

f(ημx)

x
. 

24. 24768-2: Θεωρούμε τις συναρτήσεις με τύπους  

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 1και 𝑔(𝑥) = √4𝑥 − 3. 

α) Να αποδείξτε ότι για κάθε 𝑥 ∈ IR, ισχύει 

 𝑓(𝑥) ≥
3

4
.             (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓.  

              (Μονάδες 9) 

γ) Αν ℎ(𝑥) = |2𝑥 − 1| είναι η σύνθεση του ερωτή-

ματος β), να υπολογίσετε το όριο  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

ℎ(𝑥)−1

√𝑥+1−1

                      (Μονάδες 10) 

25. 28477-2: Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 με: 

𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥+2, 𝑥 ∈ IR και 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥2. 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της 𝑔.  (Μονάδες 4) 

β) Να βρείτε την συνάρτηση 𝑔𝑜𝑓. (Μονάδες 8) 

γ) Αν 𝑔(𝑓(𝑥)) = 6𝑥 + 4, 𝑥 ∈ ℝ τότε να υπολογί-

σετε το  lim
𝑥→0

(𝑔𝑜𝑓)(𝑥)−𝜂𝜇2𝑥−4

𝑥
.         (Μονάδες 13) 

26. 28684-3: Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓:IR→ IR, 

τέτοια ώστε  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝜅, με 𝜅 ∈ IR. Αν επιπλέον 

ισχύει ότι 𝑥𝑓(𝑥) ≤ 𝜂𝜇2𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ IR, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι  lim
𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥

𝑥
= 2 (Μονάδες 4) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝜅 = 2.  (Μονάδες 9) 

γ) Να βρείτε το 𝑓(0).   (Μονάδες 4) 

δ) Να ελέγξετε την αλήθεια του παρακάτω ισχυ-

ρισμού «|𝑓(𝑥) ∙
𝜑𝑥

𝑥
| = −𝑓(𝑥) ∙

𝜑𝑥

𝑥
 , κοντά στο 

0». Να δικαιολογήσετε τον ισχυρισμό σας.

        (Μονάδες 8) 

27. END. 
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ΜΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΑ ΟΡΙΑ ΣΤΟ Χ0

  

1. • 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =+  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

+
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
−
𝑓(𝑥) =+. 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = -  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

+
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
−
𝑓(𝑥) = -. 

2. • Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =+ τότε f(x)>0 κοντά στο x0. 

• Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = - τότε f(x)<0 κοντά στο x0. 

3. • Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =+ τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

[−𝑓(𝑥)]= -. 

• Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = - τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

[−𝑓(𝑥)]= +. 

4. Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =  τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

1

𝑓(𝑥)
=0. 

5. • Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 0 και f(x)>0 κοντά στο x0,  τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

1

𝑓(𝑥)
=+. 

• Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 0 και f(x)<0 κοντά στο x0,  τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

1

𝑓(𝑥)
= -. 

6. Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =  τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥)|=+.  Το αντίστροφο δεν ισχύει. 

7. Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =+ τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

√𝑓(𝑥)
𝜈

=+, νΝ*. 

8. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1

𝑥2
=+ και γενικά 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

𝑥2𝜈
=+, νΝ*. 

9. • 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

1

𝑥
=+ και γενικά 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+

1

𝑥2𝜈+1
=+, νΝ. 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

1

𝑥
= - και γενικά 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0−

1

𝑥2𝜈+1
= -, νΝ. 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1

|𝑥|
=+ και γενικά 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

|𝑥|𝜈
=+, νΝ*. 

10. Επιτρεπτές και μη επιτρεπτές πράξεις (απροσδιόριστες μορφές): 

επιτρεπτές πράξεις απροσδιόριστες μορφές 

++=+. 

--=-. 

+α=+, αIR. 

-α=-, αIR. 

Αν α>0 τότε +α=+ και -α=-. 

Αν α<0 τότε +α=- και -α=+. 

+(+)=+. 

+(-)=-. 

-(+)=-. 

-(-)=+. 

𝛼

±∞
= 0, αIR. 

±∞

0
= ±∞.  

+- 

-+ 

0 

00 

()  

()0 

0  

0

0
  

±∞

±∞
   

1  

 

11. • Εάν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞ και g(x)  f(x) κοντά στο x0, τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = +∞. (Άσκ. 2, τράπεζα 23219) 

• Εάν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = −∞ και g(x) f(x) κοντά στο x0, τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = −∞. 

12. Εάν f(x) m κοντά στο x0, όπου mIR και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = +∞, τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = +∞. 
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13. Εάν f(x) Μ κοντά στο x0, όπου ΜIR και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = −∞, τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = −∞. 

14. END.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

  
1. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

1−𝑥

𝑥3−3𝑥2+3𝑥−1
  

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥2−1

𝑥2−2𝑥+1
 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝜋

3−𝑥

𝜂𝜇𝑥
 

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝜋

1−√𝑥

1+𝜎𝜐𝜈𝑥
 

v) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
1

𝑥2
+

1

|𝑥|
) 

vi) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
1

𝑥2
−

1

|𝑥|
) 

vii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
1

√𝑥
−

1

𝑥
) 

viii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
1

|𝑥|
−

1

√𝑥
) 

ix) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥−1

3−𝑥
 

x) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑥

𝑥2−5𝑥+6
 

xi) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

1−𝑥

𝑥2+4𝑥+4
 

2. Ομοίως: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(
1

𝑥
− 𝜂𝜇

1

𝑥
) ii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
(
1

𝑥2
− 𝑥𝜂𝜇

1

𝑥
) 

3. Βρείτε το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑓(𝑥) στις παρακάτω περιπτώσεις:

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

(𝑥𝑓(𝑥) + 2) = +∞ 

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

2𝑥+1

𝑥𝑓(𝑥)
= ±∞ 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑓(𝑥)

𝑥2−2
= −∞ 

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

((𝑥2 − 2)𝑓(𝑥)) = +∞ 

4. Για τις  διάφορες τιμές των α, βIR, να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→4

𝑥2−𝛼

|𝑥−4|
 

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝛼𝑥2−4𝑥−𝛽

𝑥
 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑥2−𝛼𝑥+𝑎

|𝑥−𝑎|
 

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑥2−𝛼𝑥+𝛽

|𝑥−𝑎|
 

5. Υπολογίστε τα α, βIR, ώστε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑥3+𝛼𝑥+𝛽

𝑥+1
= 4. 

6. Υπολογίστε τα α, βIR, ώστε να υπάρχει το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥), της 𝑓(𝑥) = {

𝑥2+𝑎𝑥+𝛽

𝑥2−𝑥
,  𝑥 < 0

√𝑥2+4−2

𝑥
,  𝑥 > 0

. 

7. Υπολογίστε τα κ, λIR, ώστε η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑥2+3

𝑥2−𝜅𝑥−𝜆
, να έχει μη πεπερασμένα πλευρικά 

όρια στα σημεία x1=2 και x2=-3. 

8. Υπολογίστε το αIR, ώστε να υπάρχει το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥3+𝛼𝑥2+5𝑥−2

(𝑥−1)2
 και να είναι πραγματικός αριθμός. 

9. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει λIR, ώστε η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝜆𝑥2+𝑥−6

|𝑥−2|
, να έχει όριο στο x0=2 πραγ-

ματικό αριθμό. 

10. 23217-2 (τράπεζα θεμάτων): Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ln( x − 1) και g(x) =
1

x−1
. 

α) Να εξετάσετε αν υπάρχουν τα παρακάτω όρια αιτιολογώντας την απάντησή σας. 

i.  lim
x→1+

f(x)          (Μονάδες 7) 

ii. lim
x→1

g(x)          (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε  

i. το πεδίο ορισμού της f ⋅ g
       

(Μονάδες 4)
 

ii.το lim
x→1

(f(x) ⋅ g(x)).        (Μονάδες 6) 
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11. 23314-2: Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης 𝑓, για την 
οποία γνωρίζουμε ότι είναι συνεχής και τέμνει τον άξονα x΄x σε ένα μόνο σημείο με τετμη-
μένη −2 και τον άξονα y’y σε ένα μόνο σημείο με τεταγμένη 2.  

 

 α) Από την γραφική παράσταση ή με οποιονδήποτε άλλο τρόπο, να προσδιορίσετε τα όρια:   

         i)  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) 

        ii)  lim
𝑥→−2+

𝑓(𝑥) 

        iii) lim
𝑥→−2−

𝑓(𝑥)         (Μονάδες 12) 

 β) Να βρείτε τα όρια: 

     i) lim
𝑥→−2+

  
1

𝑓(𝑥)
 .         (Μονάδες 6) 

     ii) lim
𝑥→−2−

𝑙𝑛(𝑓(𝑥)).         (Μονάδες 7) 

και να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

12. 23641-2: Δίνεται η γνησίως αύξουσα συνάρτηση 𝑓: IR → IR.  

α) Να λύσετε την ανίσωση  𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥).     (Μονάδες 08) 

β) Αν 𝛼2 < 𝛼, τότε να αποδείξετε ότι lim
𝑥→+∞

([𝑓(𝛼2 − 𝛼) − 𝑓(0)] 𝑥) = −∞. (Μονάδες 09) 

γ) Να λύσετε την εξίσωση 𝑓(𝑒𝑥 − 1) = 𝑓(0).     (Μονάδες 08) 
13. END. 
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ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ

1. lim
x→±∞

f(x) = ±∞ 

 

 

2. lim
x→±∞

f(x) = ℓ 

 
 
3. Όταν x→+ πρέπει Αf=(α, +). 

     Όταν x→- πρέπει Αf=(-, α). 

4. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

𝑥2𝜈 = +∞, 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

𝑥2𝜈+1 = ±∞ 

      𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

1

𝑥𝜈
= 0. 

5. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

(𝛼𝜈𝑥
𝜈 + 𝛼𝜈−1𝑥

𝜈−1+. . . +𝛼1𝑥 + 𝛼0) = 

          = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

(𝛼𝜈𝑥
𝜈). 

6. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

𝛼𝜈𝑥
𝜈+𝛼𝜈−1𝑥

𝜈−1+...+𝛼1𝑥+𝛼0

𝛽𝜇𝑥
𝜇+𝛽𝜇−1𝑥

𝜇−1+...+𝛽1𝑥+𝛽0
=

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

𝛼𝜈𝑥
𝜈

𝛽𝜇𝑥
𝜇
= {

±∞,   αν ν > 𝜇
𝛼𝜈

𝛽𝜇
,   αν ν = 𝜇

0,   αν ν < 𝜇

. 

7. Όρια εκθετικής και λογαριθμικής συνάρτησης: 

 

 
8. Αν 𝑓(𝑥) = √𝑃(𝑥)

𝜈 − √𝑄(𝑥)
𝜈

, και τα P(x), Q(x) έ-

χουν διαφορετικό μεγιστοβάθμιο όρο, βγά-
ζουμε σταδιακά κοινούς παράγοντες τους μεγι-

στοβάθμιους όρους. Όταν x→+ τότε |𝑥| = 𝑥 

και όταν x→-, |𝑥| = −𝑥. 

9. Αν 𝑓(𝑥) = √𝑃(𝑥)
𝜈 − √𝑄(𝑥)

𝜈
, και τα P(x), Q(x) έ-

χουν ίδιο μεγιστοβάθμιο όρο, τότε αν εφαρμό-
σουμε την παρατήρηση 8, θα οδηγηθούμε 

στην απροσδιόριστη μορφή 0. Για να υπο-
λογίσουμε το όριο, μετατρέπουμε την παρά-
σταση σε ρητή με τον τύπο 

𝛢 − 𝛣 =
𝛢𝜈−𝛣𝜈

𝛢𝜈−1+𝛢𝜈−2𝛣+...+𝛢𝛣𝜈−2+𝛢𝜈−1
. 

Εμείς θα ασχοληθούμε μόνο με την περίπτωση 

√𝑃(𝑥) − √𝑄(𝑥) και θα πολ/ζουμε και θα διαι-

ρούμε με τη συζυγή παράσταση. 
10. Το ίδιο όπως στις παρατηρήσεις 8 και 9, εφαρ-

μόζουμε και στην συνάρτηση 𝑓(𝑥) = √𝑃(𝑥)
𝜈 −

𝑄(𝑥), ανάλογα αν η     ν-στη ρίζα του μεγιστο-
βάθμιου όρου του P(x) είναι ίσος ή μεγαλύτε-
ρος από τον μεγιστοβάθμιο όρο του Q(x).

 
 

 

 

 
 

lim
x→+∞

f(x) = +∞ 

lim
x→+∞

f(x) = −∞ 

Ο x 

y 

lim
x→−∞

f(x) = +∞ 

lim
x→−∞

f(x) = −∞ 

Ο x 

y 

Ο 

x 

y 

ℓ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = ℓ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = ℓ 

 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ    28  

Σελίδα 28 από 120 
 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Εάν μR, να υπολογίσετε το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), αν 

i)  𝑓(𝑥) = (𝜇2 − |𝜇|)𝑥3 + 𝜇𝑥2 + 𝜇2𝑥 − 𝜇 
ii) 𝑓(𝑥) =

(𝑥3+𝑥)𝜇2+(𝑥3−𝑥)𝜇−𝜇

(𝑥−𝑥2)𝜇2+𝑥𝜇+𝑥2|𝜇|−1
 

2. Υπολογίστε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝜎𝜐𝜈
1

𝑥
 

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

[(2𝑥 − 3)𝜎𝜐𝜈
1

𝑥
] 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

[(2𝑥 − 3)𝜂𝜇
1

𝑥
] 

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(𝑥𝜀𝜑
1

𝑥+2
) 

v) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(𝑥2𝜂𝜇
1

𝑥
)

3. Υπολογίστε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√9𝑥4 − 3𝑥2 + 1 + 2𝑥 − 1) 

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√4𝑥2 + 1 − √8𝑥2 − 2) 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√9𝑥4 + 1 − √9𝑥4 + 2) 

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑥𝜂𝜇𝑥

𝑥2+2
 

v) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑥𝜂𝜇𝑥−𝜎𝜐𝜈𝑥

𝑥3−𝑥+1
 

4. Υπολογίστε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝜂𝜇𝑥

𝑥
 

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(𝑥𝜂𝜇
1

𝑥
) 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝜂𝜇2𝑥

𝑥2𝜂𝜇
1

𝑥

 

(Παρατήρηση: τα ερωτήματα είναι εξαρτώμενα.)

5. Να υπολογίσετε τα α, βIR, ώστε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(
𝑥2+1

𝑥+2
− 𝛼𝑥 + 𝛽) = 1. 

6. α) Υπολογίστε το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(√4𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑎𝑥 + 1). 

      β) βρείτε τα α, βIR, ώστε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(√4𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑎𝑥 − 2𝛽) = 1. 

7. Εάν για την περιττή συνάρτηση f ισχύει 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

2−𝜂𝜇𝑥
= −∞,να δείξετε ότι 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = −∞ και 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞. 

8. Υπολογίστε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑒𝑥+1

𝑥4+1
 

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

[(3𝑥 − 5) 𝑙𝑛 𝑥2] 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑒
2𝑥2−1

𝑥2+1  

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑒𝑥+1+2𝑥

𝑒𝑥+2𝑥+3
 

v) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛( √𝑥2 + 1
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

 

1. Ορισμός: Μια συνάρτηση f ονομάζεται συ-
νεχής στο x0, όπου x0 ένα σημείο του πε-
δίου ορισμού της, εάν  𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = f(x0). 

2. Περιπτώσεις ασυνέχειας: Μια συνάρτηση f 

που δεν είναι συνεχής στο x0, λέγεται ασυ-

νεχής στο x0. Μια συνάρτηση είναι ασυ-

νεχής στο x0, εάν: 

☛ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =   f(x0) (σχήμα 1) . 

 

Πχ η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
𝑥2−1

𝑥−1
,  x ≠ 1

3,          x = 1
, 

είναι 2=𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥)  f(1)=3. 

☛ Δεν υπάρχει το όριο της συνάρτησης στο 

x0 (σχήμα 2). 

 

Πχ η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
𝑥2 + 1,  x ≤ 0
2-x,   x > 0

δεν 

έχει όριο στο 0 γιατί : 

1= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑓(𝑥)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥) =2. 

☛ Το όριο της συνάρτησης στο x0 είναι + ή 

-.  

Πχ η συνάρτηση  𝑓(𝑥) = {

1

|𝑥|
,  x ≠ 0

1,   x = 0
 δεν 

είναι συνεχής στο 0, γιατί 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) =+. 

3. Ορισμός: Μία συνάρτηση f που είναι συνεχής 

σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, θα 

λέγεται, συνεχής συνάρτηση. 

4. Παραδείγματα συνεχών συναρτήσεων: 

Οι πολυωνυμικές, ρητές, εκθετικές, λογαριθ-

μικές και τριγωνομετρικές συναρτήσεις είναι 

συνεχείς στα πεδία ορισμού τους. 

5. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο 

x0, τότε είναι συνεχείς στο x0 και οι 

συναρτήσεις f+g, cf με cR, fg, 
𝑓

𝑔
, |f| και √𝑓

𝜈
, 

με την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διά-

στημα που περιέχει το x0. 

6. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 και η 

συνάρτηση g είναι συνεχής στο f(x0),τότε η 

σύνθεσή τους gοf είναι συνεχής στο x0. 

7. Ορισμός: Μια συνάρτηση f θα λέμε ότι είναι 

συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα (α, β),ό-

ταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του (α, β) 

(βλέπε σχ. 1 παρακάτω).  

 
8. Ορισμός: Μια συνάρτηση f θα λέμε ότι είναι 

συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα [α, β], ό-

ταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του (α, β) 

και επιπλέον 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼+

𝑓(𝑥) = f(α) και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛽−

𝑓(𝑥) = 

= f(β) (βλέπε σχ. 2 παρακάτω). 

 
9. Ανάλογοι ορισμοί με τους ορισμούς 7 και 8, 

διατυπώνονται για διαστήματα της μορφής 

(α, β] και [α, β) αντίστοιχα. 

10. Θεώρημα Bolzano: Έστω μια συνάρτηση f, ο-

ρισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [α,β]. Αν: 

● η f είναι συνεχής στο [α,β] και,  

● f(α)∙ f(β) < 0, 

   β   Ο 

y 

   α    x 

σχ. 1 

f(x0) Cf 

σχ. 1 

σχ. 2 Cf 
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τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, x0∈(α,β) τέ-

τοιο, ώστε f(x0)=0. 

Δηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρίζα της 

εξίσωσης f(x)=0 στο ανοικτό διάστημα (α,β). 

11. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διά-

στημα Δ και δε μηδενίζεται σ’ αυτό, 

τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x∈Δ ή είναι 

αρνητική για κάθε x∈Δ, δηλαδή δια-τηρεί 

πρόσημο στο διάστημα Δ. 

Άρα μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρό-

σημο σε καθένα από το διαστήματα στα ο-

ποία οι διαδοχικές ρίζες της f, χωρίζουν το 

πεδίο ορισμού της. 

Για το λόγο αυτό το πρόσημο μιας συνεχούς 
συνάρτησης f βρίσκεται ως εξής: 

a. Βρίσκουμε τις ρίζες της f αν υπάρχουν. 
b. Κατασκευάζουμε τον βοηθητικό πίνακα με τις 

ρίζες της f. 
c. Βάζουμε ως πρόσημο της f σε καθένα από τα 

διαστήματα που οι διαδοχικές ρίζες της f χω-
ρίζουν το πεδίο ορισμού της, το πρόσημο της 
f σε ένα τυχαίο εσωτερικό σημείο x0 του κάθε 
διαστήματος. 

12. Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών (ΘΕΤ):  

Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι ορι-

σμένη σε ένα κλειστό διάστημα [α,β]. Αν:

 ● η f είναι συνεχής στο [α,β] και 

● f(α)≠f(β), 

τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των f(α) και 

f(β) υπάρχει ένας, τουλάχιστον 

x0∈(α,β) τέτοιος, ώστε f(x0) = η 

Απόδειξη: Ας υποθέσουμε ότι f(α) < f(β). 

Τότε θα ισχύει f(α) < η < f(β). 

Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=f(x)–η, 

x∈[α,β]. Παρατηρούμε ότι: 

● η g είναι συνεχής στο [α,β] και 

● g(α)g(β) < 0, αφού g(α)=f(α)–η<0 και 

g(β)=f(β)–η>0. 

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του 

Bolzano, υπάρχει x0∈(α,β) τέτοιο, ώστε 

g(x0)=f(x0)–η=0, οπότε f(x0)=η. 

13. Αν μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο 

διάστημα [α,β], τότε δεν παίρνει υποχρεωτικά 

όλες τις ενδιάμεσες τιμές (μπορεί όμως και να 

τις παίρνει). 

14. Η εικόνα f(Δ) ενός διαστήματος Δ μέσω μιας 

συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης f, εί-

ναι διάστημα. Αν το διάστημα Δ είναι κλειστό, 

η εικόνα του f(Δ) είναι κλειστό  διάστημα. 

(Εάν η συνάρτηση είναι σταθερή, η εικόνα εί-

ναι μονοσύνολο). 

15. ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέγιστης και ελάχιστης τιμής): 

Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο [α,β], τότε 

η f παίρνει στο [α,β] μια μέγιστη τιμή Μ και μια 

ελάχιστη τιμή m.  

Άρα το σύνολο τιμών μιας συνεχούς συνάρ-

τησης f με πεδίο ορισμού το [α,β] είναι το κλει-

στό διάστημα [ m, Μ]. 

16. Η εικόνα ανοικτού διαστήματος δεν είναι υπο-

χρεωτικά ανοικτό διάστημα. Πχ. στο παρα-

κάτω σχ. 3 είναι f((α,β))=[m,M]. 

 

17. ☛ Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα 

και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα (α,β), 

τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό 

είναι το διάστημα (Α,Β), όπου Α=𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥) και 

B=𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛽

𝑓(𝑥). 

☛ Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής 

στο (α,β), τότε το σύνολο τιμών της στο διά-
στημα αυτό είναι το διάστημα (Β,Α). 
Ανάλογα συμπεράσματα έχουμε εάν αντί 
του (α,β) έχουμε τα διαστήματα [α,β], [α,β), 
(α,β]. Δηλαδή: 

☛ f([α,β])=[Α,Β] εάν f ➹ στο διάστημα [α,β]. 

f([α,β])=[Β,Α] εάν f  ➷ στο διάστημα [α,β]. 

☛ f([α,β))=[Α,Β) εάν f ➹ στο διάστημα [α,β). 

f([α,β))=(Β,Α] εάν f  ➷ στο διάστημα 

[α,β). 

☛ f((α,β])=(Α,Β] εάν f ➹ στο διάστημα (α,β]. 

f((α,β])=[Β,Α) εάν f  ➷ στο διάστημα 

(α,β]. 

Στα παραπάνω, μπορεί να είναι α=- και 

β=+. 
19. Το αντίστροφο του θεωρήματος Bolzano δεν 

ισχύει. Έτσι εάν η f συνεχής στο [α,β], έχει 

τουλάχιστον μια ρίζα στο x0(α,β), δεν είναι 
κατ’ ανάγκη f(α)f(β)<0.  
Πχ η συνάρτηση f(x)=x2-5x+6 έχει ρίζα το 

2(0,4), ενώ f(0)=6 και f(2)=2. 
Επίσης εάν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[α,β] και  f(α)f(β)>0, τότε η εξίσωση f(x)=0 
μπορεί να έχει, αλλά και να μην έχει ρίζα στο 
διάστημα (α,β).  
Πχ η συνάρτηση f(x)=x2-2x+1 έχει ρίζα το 

1(0,3), ενώ f(0)=1 και f(3)=4, οπότε 
f(0)f(3)=4>0. 

   β   Ο 

y 

   α    x 

σχ. 3 m 

M 
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20. Όταν σε ένα θέμα ζητείται η ύπαρξη ενός ξ (x0 
ή γ κλπ) σε ένα διάστημα (α,β), ώστε να ι-
σχύει μια ισότητα, τότε εφαρμόζουμε σε 
πρώτη φάση το Θ. Bolzano για μια συνάρ-
τηση f στο διάστημα [α,β]. Για την επιλογή της 
συνάρτησης f ακολουθούμε γενικά τα εξής: 

a. Θέτουμε στη ζητούμενη σχέση όπου ξ (x0 ή γ 
κλπ) το x και φέρνουμε όλους τους όρους στο 
πρώτο μέλος, 

b. Θεωρούμε το 1ο μέλος ως συνάρτηση και ε-
φαρμόζουμε το Θ. Bolzano για αυτή στο 
[α,β], 

c. Εάν η συνάρτηση δεν ορίζεται σε κάποιο από 
τα α, β απαλείφουμε πρώτα τους ανεπιθύμη-
τους παρονομαστές και μετά θεωρούμε την 
βοηθητική συνάρτηση. 

21. Εάν κατά την εφαρμογή του Θ. Bolzano σε 

ένα διάστημα [α,β] προκύπτει f(α)f(β)0, δια-
κρίνουμε τις περιπτώσεις: 

a. εάν f(α)f(β)=0 τότε f(α)=0 ή f(β)=0,  
b. εάν f(α)f(β)<0 τότε από Θ. Bolzano υπάρχει 

ξ(α,β) με f(ξ)=0. 

Από τις δυο περιπτώσεις προκύπτει ότι υ-

πάρχει ξ[α,β] με f(ξ)=0. 

22. Εάν δεν μας δίνεται το διάστημα ύπαρξης ρί-
ζας, τότε βρίσκουμε μόνοι μας ένα διάστημα 
[α,β], έτσι ώστε f(α)f(β)<0. 

23. Εάν ζητείται η ύπαρξη περισσοτέρων ση-
μείων ξ1, ξ2, …, ξν, που ικανοποιούν κάποια 
ιδιότητα σε διάστημα (α,β), χωρίζουμε το διά-
στημα σε ν ξένα μεταξύ τους διαστήματα και 
εφαρμόζουμε σε αυτά το Θ. Bolzano. Τα δια-
στήματα αυτά είτε δίνονται είτε προσδιορίζο-
νται μετά από προσεκτική μελέτη δεδομένων 
και ζητούμενων. 

24. Δεν υπάρχει συνεχής μη σταθερή συνάρτηση 

f:R→Q, γιατί το Q δεν μπορεί να περιέχει την 
εικόνα f(R) του R που είναι διάστημα. 

25. Εάν f ορισμένη και συνεχής σε κλειστό διά-
στημα [α,β], τότε η f παίρνει στο [α,β] μια μέ-
γιστη Μ και μια ελάχιστη τιμή m. Υπάρχουν 

δηλ. δυο τουλάχιστον x1, x2 στο [α,β], τέτοια 
ώστε f(x1)=M και f(x2)=m (σχ. 4). 

 
26. Για να δείξουμε ότι μια συνάρτηση f παίρνει 

την τιμή η σε ένα διάστημα [α, β], αρκεί να 

δείξουμε ότι mηΜ, όπου m, M η ελάχιστη 
και η μέγιστη τιμή της f στο [α, β]. 

27. Η χρήση του Θ. Bolzano, δεν είναι πάντα ο 
μόνος (ή ο συντομότερος τρόπος) για να δεί-
ξουμε την ύπαρξη ριζών. Η παρατηρητικό-
τητα και η άμεση επίλυση, μερικές φορές 
πλεονεκτούν. (πχ. Άσκηση 38ii, 39) 

28. Για να δείξουμε την ύπαρξη ρίζας σε σύνολο 
Α μιας συνάρτησης, και δεν εφαρμόζεται το 
Θ. Bolzano στο Α, τότε μπορεί να εφαρμόζε-
ται σε κάποιο υποσύνολο Β του Α (άσκ. 35). 

 

 
 

                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   β   Ο 

y 

   α    x 

σχ. 3 m 

M 

   x1    x2 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ             32   

Σελίδα 32 από 120 

 

ΣΥΝΕΧΕΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Εάν 1-x2f(x) 1+x2, για κάθε xIR, να δεί-
ξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0=0. 

2. Να υπολογίσετε τα α,βIR, ώστε η 

𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥2+𝛽𝑥−3

𝑥−1
,   αν x ≠ 1

        4        ,   αν x = 1
, 

να είναι συνεχής στο IR. 

3. Να υπολογίσετε τα α,βIR, ώστε η 

𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥2−(𝛽−2)𝑥−6

𝑥−2
, αν x ≠ 2

        9         , αν x = 2
, 

να είναι συνεχής στο IR.  

4. Να υπολογίσετε τα α, β, γR, ώστε η 

𝑓(𝑥) = {
𝑥3+𝛼𝑥2+𝛽𝑥+𝛾

(𝑥−1)2
, αν x ≠ 1

        7        , αν x = 1
, να 

είναι συνεχής στο IR. 

5. Να υπολογίσετε τα α,βIR, ώστε η συνάρ-

τηση 𝑓(𝑥) =

{
 

 
𝛼𝑥−𝛽𝜂𝜇2𝑥

𝑥
,   αν x < 0

       α-1        ,  αν x = 0

 
2-√4+𝑥

βx
    ,   αν x > 0

, 

να είναι συνεχής στο x0=0. 

6. Εάν η f είναι συνεχής στο x0=0 και xf(x)-

ημx  x4 ημ
1

𝑥
, για κάθε xIR*, να υπολογί-

σετε το f(0). 

7. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ (0,2), τέτοιο ώ-
στε ξ4=11-2ξ. 

8. Να δείξετε ότι η εξίσωση: 

𝑥2𝜅 + 1

𝑥 − 𝑎
+
𝑥2𝜆 + 1

𝑥 − 𝛽
= 0 

με α,βR, α<β και κ, λIΝ* έχει μια τουλά-
χιστον πραγματική ρίζα στο διάστημα 
(α,β). 

9. Να δείξετε ότι η εξίσωση: 
𝜂𝜇𝑥

4𝑥 − 𝜋
+
𝜎𝜐𝜈𝑥

3𝑥 − 𝜋
= 0 

έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα στο 
διάστημα (π/4,π/3). 

10. Να δείξετε ότι η εξίσωση: 

𝛼

𝑥 − 𝜆
+

𝛽

𝑥 − 𝜇
+

𝛾

𝑥 − 𝜈
= 0 

όπου α, β, γ > 0 και λ<μ<ν έχει δυο ακρι-
βώς πραγματικές άνισες ρίζες στα διαστή-
ματα (λ, μ) και (μ, ν). 

11. Να δείξετε ότι η εξίσωση x4=11-2x έχει δυο 
τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα (-2,2). 

12. Να δείξετε ότι η εξίσωση x2+xημx=συνx έ-
χει    δυο     τουλάχιστον    ρίζες   στο  
διάστημα (-π/2, π/2). 

13. Να δείξετε ότι η εξίσωση  
2x10-3x7+4x5-7x+1=0 

έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα. 

14. Να δείξετε ότι η εξίσωση συνx(1- 
4συνx)=4ημ2x-x έχει μια τουλάχιστον 
πραγματική ρίζα στο διάστημα (π,2π). 

15. Να δείξετε ότι η εξίσωση x2+xeημx=συνx έ-
χει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα σε 
καθένα από τα διαστήματα (-π,0) και 
(0,π). 

16. Εάν f:[α,β]→[α,β] είναι συνεχής στο [α,β], 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον x0[α,β], τέ-
τοιο ώστε f(x0)=x0. 

17. Έστω f, g συνεχείς στο [α,β] και τιμές στο 
[α,β], τέτοιες ώστε g(α)=α και g(β)=β. Να 
αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=g(x) έχει μια 
τουλάχιστον ρίζα στο [α,β]. 

18. Έστω f, g συνεχείς στο [α,β] και 
f(α)+f(β)=g(α)+g(β). Να αποδείξετε ότι οι 
γραφικές παραστάσεις των f και g έχουν 
ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με τετμη-

μένη x0[α,β]. 

19. Εάν f είναι συνεχής στο [α,β], f(α)f(β) και 
κ, λ θετικοί πραγματικοί, να δείξετε ότι υ-

πάρχει ένα τουλάχιστον ξ(α,β), τέτοιο ώ-
στε κf(α)+λf(β)=(κ+λ)f(ξ).  

20. Έστω f:R→R με f(x)=x2+3x-7 και g: IR→IR 

με g(x)=f(x)-λx όπου λIR. Να αποδείξετε 
ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει μια τουλάχιστον 
ρίζα στο [ρ1,ρ2] όπου ρ1,ρ2 είναι οι ρίζες 
της f(x)=0, με             ρ1 < ρ2 . 

21. Έστω f:Α→IR με f(x)=x3-7x+5 και Α=[-3,-2]. 
Να αποδείξετε ότι: 
i) H f είναι γνησίως αύξουσα στο Α. 
ii) H εξίσωση f(x)=0 έχει μια ακριβώς ρίζα 

στο (-3,-2). 

22. Να δείξετε ότι η εξίσωση 
5

𝑥
+ 7 = 3√𝑥 

έχει ακριβώς μια θετική πραγματική ρίζα. 
23.    i)  Να  αποδείξετε  ότι  κάθε  γνησίως  

μονότονη συνάρτηση f:Α→R έχει  το πολύ 
μια πραγματική ρίζα στο Α, δηλαδή η Cf 
τέμνει τον άξονα x΄Ox σε ένα το πολύ ση-
μείο. 

ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση 3x+5x=7x έ-
χει ακριβώς μια πραγματική ρίζα. 

iii) Ομοίως η εξίσωση x2+xex+lnx=4. 
24.  Θεωρούμε τις γραμμές (c) και (ε) που ο-

ρίζουν οι εξισώσεις (c): y=x3+x2 και (ε): 
y=5x-3. Να αποδείξετε ότι οι παραπάνω 
γραμμές τέμνονται σε ένα τουλάχιστον ση-
μείο με τετμημένη μεταξύ     - 4 και -2. 

25. Να δείξετε ότι η εξίσωση √2𝑥3 + 𝑥 − 1 =
2

𝑥
 

έχει ακριβώς μια θετική πραγματική ρίζα. 
26. Να δείξετε ότι η εξίσωση xνex=1 έχει μονα-

δική ρίζα στο (0,1). 

27. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f:[-1,2]→ IR, 

με f(x)=x2+3x. 
28. Εάν α,β>0, να δείξετε ότι η εξίσωση              

ασυνx+β=x έχει μια τουλάχιστον θετική 
ρίζα, που δεν υπερβαίνει το α+β. 
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29. Αν f συνεχής στο [0,1] και 0f(x)1, να δεί-

ξετε ότι υπάρχει x0[0,1], τέτοιο ώστε                                    

f 2(x0)+f(x0)=𝑥0
2+x0. 

30. Έστω f:[π,2π]→ IR, με f(x)=x+συνx- 4. 
i) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύ-

ξουσα στο [π,2π], 
ii) να βρείτε το σύνολο τιμών της και 
iii) να δείξετε ότι η εξίσωση συνx=4-x έχει 

ακριβώς μια ρίζα στο [π,2π]. 
31. Να βρείτε το πρόσημο της f(x)=x3- 4x2- 5x. 
32. Έστω f συνεχής στο [-3,3], f(1)>0 και 

4x2+9f2(x)=36, για κάθε x(-3,3). Να δεί-

ξετε ότι f(x)>0 για κάθε x(-3,3). 

33. Έστω f: [α,β]→ IR, συνεχής στο [α,β], τέ-
τοια ώστε α2f(β)+β2f(α)=0. Να αποδείξετε 

ότι αν αβ0, τότε η εξίσωση f(x)=0 έχει μια 
τουλάχιστον ρίζα στο [α,β]. 

34. Έστω f: [α,β]→ IR, συνεχής στο [α,β], τέ-
τοια ώστε κf(α)+λf(β)=0, όπου κ, λ θετικοί 
πραγματικοί. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
f(x)=0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο [α,β]. 

35. Εάν f συνεχής στο διάστημα Δ και 

α,β,γ,δΔ με α<γ<δ<β, να δείξετε ότι: 

i) υπάρχει ξ[α,β] τέτοιο ώστε 

𝑓(𝜉) =
𝑓(𝛼)+2𝑓(𝛽)

3
, 

ii) υπάρχει x0(α,β) τέτοιο ώστε 

𝑓(𝑥0) =
𝑓(𝛾)+𝑓(𝛿)

2
, 

iii) υπάρχει t[α,β] τέτοιο ώστε 

𝑓(𝑡) =
𝑓(𝛼)+2𝑓(𝛾)+3𝑓(𝛽)

6
. 

36.  Θεωρούμε μια μη σταθερή συνάρτηση f,  
συνεχή στο διάστημα [α,β] και τις τιμές x1, 

x2, …, xν του [α,β].Να δείξετε ότι υπάρχει 

ξ[α,β], τέτοιο ώστε: 

 𝑓(𝜉) =
𝑓(𝑥1)+𝑓(𝑥2)+...+𝑓(𝑥𝜈)

𝜈
, νIΝ*. 

37.       i) Υπάρχει συνεχής συνάρτηση που 
να παίρνει μόνο ακέραιες τιμές; 

ii) Εάν f συνεχής στο R, f(1)=2 και 
παίρνει μόνο ακέραιες τιμές, να 

δείξετε ότι f(x)=2 για κάθε xIR. 
38. Αν f συνεχής στο [0,1] και f(0)=f(1), να δεί-

ξετε ότι: 

i)  Υπάρχει x0[0,1], τέτοιο ώστε  

𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑥0 +
1

2
) . 

ii) Υπάρχει x1[0,1], τέτοιο ώστε  

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥1 +
1

3
). 

39. Εάν αγ+βγ+γ2<0, να δείξετε ότι β24αγ. 

40. Εάν f:[0,2]→R, συνεχής με f(0)=f(2), να 

δείξετε ότι υπάρχουν x0,y0[0,2], μεx0-

y0=1 τέτοια ώστε f(x0)=f(y0). 

41. Έστω f συνεχής στο 0 και για κάθε x,yR 
ισχύει f(x+y)=f(x)συνy+f(y)συνx. Να δεί-
ξετε ότι η f είναι συνεχής στο IR. 

42.  Έστω f: IR→IR, και για κάθε x,yIR ισχύει 
f(x+y)=f(x)+f(y). Να δείξετε ότι: 

i) Αν η f είναι συνεχής στο 0, τότε η f 
είναι συνεχής στο IR. 

ii) Αν η f είναι συνεχής στο αR, τότε 
η f είναι συνεχής στο IR. 

43. Έστω f: IR*→IR, και για κάθε x,yIR* ι-
σχύει f(xy)=f(x)+f(y). Να δείξετε ότι αν η f 
είναι συνεχής στο 1, τότε η f είναι συνεχής 
στο IR*. 
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Θέματα στην συνέχεια 

1. Σωστό – Λάθος στις πανελλήνιες: 

i. Αν η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο [α,β] και 
συνεχής στο (α,β], τότε η f παίρνει πάντοτε στο 
[α,β] μία μέγιστη τιμή.    Μονάδα 1               

ii. Αν η f  είναι συνεχής στο [α,β] με f(α)<0 και υ-

πάρχει ξ(α,β) ώστε f(ξ)=0,τότε κατ’ ανάγκη 
f(β)>0.                         Μονάδες 2 

iii. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διά-
στημα Δ και δεν μηδενίζεται σε αυτό, τότε αυτή 

ή είναι θετική για κάθε xΔ, ή είναι αρνητική για 

κάθε xΔ, δηλαδή διατηρεί σταθερό πρόσημο 
στο διάστημα Δ.    Μονάδες 2  

iv. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διά-
στημα Δ και δεν μηδενίζεται σε αυτό, τότε αυτή 

είναι θετική για κάθε xΔ, ή είναι αρνητική για 

κάθε xΔ, δηλαδή διατηρεί σταθερό πρόσημο 
στο Δ.                Μονάδες 2 

v. Η εικόνα f(Δ) ενός διαστήματος Δ μέσω μιας 
συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης f είναι 
διάστημα.                Μονάδες 2 

vi. Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί σταθερό 
πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα στα ο-
ποία οι διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο 
ορισμού της.    Μονάδες 2 

vii. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως 
φθίνουσα σε ανοικτό διάστημα (α,β), τότε το 
σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το 
διάστημα (Α,Β) όπου 

Α= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂+

𝒇(𝒙) και Β= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝜷−

𝒇(𝒙).   Μονάδες 2 

viii. Αν η f είναι συνεχής στο [α,β], τότε η f παίρνει 
στο [α,β] μια μέγιστη τιμή Μ και μια ελάχιστη 
τιμή m.    Μονάδες 2 

2. Πανελλήνιες θετική κατ. 1980: 

Δίνεται η συνάρτηση 𝒇(𝒙) = {
|𝒙|(𝒙−𝟏)

𝒙
 ,     𝒙 ≠ 𝟎

𝟏                 𝒙 = 𝟎
.      

Nα εξεταστεί ως προς την συνέχεια και να γίνει η 
γραφική της παράσταση. 

3. Θέμα 2ον 1983 (Οικονομικό): 
Να εξετάσετε ως προς την συνέχεια τις συναρτή-
σεις με τύπους: 

i) 𝒇(𝒙) = {
𝟒𝒙𝟐−𝟗𝒙+𝟐

𝒙−𝟐
 ,     αν  𝒙 ∈ 𝑹 − {𝟐}

       𝟕               αν  𝒙 = 𝟐
 στο xo=2. 

ii) 𝑔(𝑥) = {
x ,     αν  𝑥 ≥ 0
1

𝑥
      αν  𝑥 < 0

      στο xo=0. 

4. Μαθηματικό Αθηνών: 

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f με f(x)x για 

κάθε xIR, είναι συνεχής στο xο=0. 
ii) Aν η g είναι συνεχής στο xο=0 με g(0)=0 και 

f(x)g(x) για κάθε xIR, να δείξετε ότι και 

η συνάρτηση f είναι συνεχής στο xο=0. 

5. Φυσικό Θεσ/νίκης: 
Δίνεται η συνάρτηση f, για την οποία ισχύει 

συνx-1f(x)x για κάθε xIR. 
i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 

xο=0. 
ii) Να εξετάσετε το ίδιο πρόβλημα εάν  

ex-1f(x)x για κάθε xIR. 

6. Μαθηματικό Πατρών: 

Δίνεται η συνάρτηση f: IR→IR, για την οποία ι-

σχύει f(x+y)=f(x)+f(y)+λxy για κάθε x,yIR και 

λIR μια σταθερά. Αν η f είναι συνεχής στο 
x0=0, να δειχθεί ότι είναι συνεχής στο IR. 

7. Προτεινόμενο: 
Να δείξετε ότι η εξίσωση: 

x4+(α2-2)x2+(α-1)x-α2=0, αIR*, έχει μια τουλάχι-
στον ρίζα στο διάστημα (0,2). 

8. Προτεινόμενο: 

Έστω p,qIR+
∗  και η συνάρτηση f:[α,β]→IR, συνε-

χής στο [α,β] με f(α)f(β). Να δείξετε ότι υπάρχει 

ένα τουλάχιστον xo(α,β) τέτοιο ώστε: 

𝑓(𝑥𝑜) =
𝑝𝑓(𝛼)+𝑞𝑓(𝛽)

𝑝+𝑞
. 

9. Προτεινόμενο: 

Έστω f:[0,1]→[0,1], g:[0,1]→[0,1] συνεχείς συναρ-
τήσεις στο [0,1], με g(0)=0 και g(1)=1. Να δείξετε ότι 
οι γραφικές παραστάσεις Cf και Cg των συναρτή-
σεων f και g έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με 
τετμημένη στο διάστημα [0,1]. 
10. Προτεινόμενο: Δίνεται η συνάρτηση f με 

f(χ)=
𝝌𝟑

𝟏𝟔
-ημπχ+7. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 

παίρνει την τιμή 𝟕 𝟐⁄ στο διάστημα [-4,4]. 

11. Προτεινόμενο: Δίνεται η συνάρτηση f με f(χ)= 

=
𝝌𝟑

𝟒
-ημπχ+3. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση παίρ-

νει την τιμή 𝟖 𝟑⁄ στο διάστημα [-2,2]. 

12. Προτεινόμενο: 

Δίνεται η συνάρτηση f:[0,1]→Q (όπου Q το σύ-

νολο των ρητών αριθμών), που είναι συνεχής στο 

[0,1],με f(5/8)=5/8. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι 

σταθερή. 
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13. Θέματα πολλών εξετάσεων: 
Να δείξετε ότι η συνάρτηση: 

𝒇(𝒙) = {𝒙𝜼𝝁
𝟏

𝒙
      αν x ≠ 𝟎

   0          αν x = 𝟎

 

είναι συνεχής στο IR. 
14. Πανελλήνιες θετική κατ. 1979: 

α) Πότε μια συνάρτηση λέγεται συνεχής σε ένα 
σημείο του πεδίου ορισμού της; Πότε μια συ-
νάρτηση λέγεται συνεχής σε ένα διάστημα; 
β) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝒇(𝒙) =

{𝒙
𝟐𝜼𝝁

𝟏

𝒙
      αν x ≠ 𝟎

   0          αν x = 𝟎
είναι συνεχής στο IR. 

15. Θέματα πολλών εξετάσεων: Να δείξετε ότι η 

συνάρτηση f για την οποία ισχύειf(x)-f(y)          

x-yγια κάθε x,yIR, είναι συνεχής στο IR. 

16. Προτεινόμενο: 

Έστω f: IR→IR μια πολυωνυμική συνάρτηση με 
f(x)=ανxν+αν-1xν-1+…+α1x+α0 και α0αν<0. Να δείξετε 
ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μια τουλάχιστον θετική 
ρίζα. 
17. Προτεινόμενο: 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f: [0,2]→ IR τέτοια ώ-

στε f(0)=f(2). Να δείξετε ότι υπάρχουν x,y[0,2] τέ-

τοιοι ώστε x-y=1 και f(x)=f(y). 

18. Μαθηματικό Αθηνών: 

Θεωρούμε τις συναρτήσεις f,g:Δ→ΙR όπου Δ είναι 

ένα διάστημα και χοΔ. Αν f(χο)g(χο) και f(χ)=g(χ) 

για κάθε χΔ-{χο},να δείξετε ότι δεν είναι δυνατόν 

οι f,g να είναι ταυτόχρονα συνεχείς στο Δ. 

19. Θέμα 3ον θετική-τεχνολογική 1999: 
Η συνάρτηση  f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη 

στο κλειστό διάστημα [0,1] και ισχύει f΄(x)>0 στο 

(0,1). Αν f(0)=2 και f(1)=4 να δείξετε ότι: 

i) Η ευθεία y=3 τέμνει την γραφική παρά-
σταση της f σε ένα ακριβώς σημείο με τετμημένη 

x0(0,1).    Μονάδες 7 

ii) Υπάρχει x1(0,1) τέτοιο ώστε 

 𝑓(𝑥1) =
𝑓(

1

5
)+𝑓(

2

5
)+𝑓(

3

5
)+𝑓(

4

5
)

4
.   Μονάδες 12 

20. END.  

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΣΤΑ ΟΡΙΑ ΚΑΙ ΣΤΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

 

1. 23106-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑔 με 𝑔(𝑥) =  √1 − 𝑥2 , 𝑥 ∈ [−1,1] και η συνεχής συνάρτηση 

𝑓, ορισμένη στο [0, 𝜋], με 𝑓 (
𝜋

2
) = 1, τέτοιες ώστε (𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = |𝜎𝜐𝜈𝑥|, για κάθε 𝑥 ∈ [0, 𝜋]. 

α)  

i. Να αποδείξετε ότι |𝑓(𝑥)| = |𝜂𝜇𝑥|.     (Μονάδες 06) 

ii. Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης 𝑓(𝑥) = 0.   (Μονάδες 03) 

β) Να βρείτε την συνάρτηση 𝑓.      (Μονάδες 09) 

γ) Δίνεται η συνάρτηση ℎ: (0, 𝜋] → ΙR με ℎ(𝑥) =
1

𝑓(𝑥) − 𝑥
 , όπου 𝑓 είναι η συνάρτηση του 

προηγούμενου ερωτήματος. Να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→0

 ℎ(𝑥). (Μονάδες 07) 

2. 23375-4: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ln(√x2 + 1 − x), x ∈ ΙR. 

α) Να αποδειχθεί ότι για κάθε x ∈ ΙR είναι f ′(x) = −
1

√x2+1
.   (Μονάδες 6) 

β) Αφού πρώτα δικαιολογήσετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται, να αποδειχθεί ότι το  

           πεδίο ορισμού της αντίστροφης είναι το ΙR.    (Μονάδες 13) 

γ) Να λυθεί η ανίσωση f−1(x + f(x)) > x,   x ∈ ΙR.    (Μονάδες 6) 

3. 24761-3: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
2023 −

𝜂𝜇𝑥

𝑥
 ,  𝑥 ≠ 0

𝛼 ,  𝑥 = 0
, η οποία είναι συνεχής στο IR. 

α) Να δείξετε ότι 𝛼 = 2022.       (Μονάδες 7) 

β) Να βρείτε το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥).       (Μονάδες 8) 

γ) Να λύσετε την εξίσωση 𝑓(𝑥) = 2022.      (Μονάδες 10) 

? 
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4. 24767-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
1

𝑒𝑥+1
,   𝑥 ∈ ΙR.  

α) Να αποδείξετε ότι είναι γνησίως φθίνουσα και να βρείτε το σύνολο τιμών της.   (Μονάδες 13) 

β) Να αιτιολογήσετε γιατί αντιστρέφεται και να βρείτε την 𝑓−1.             (Μονάδες 12) 

5. 25124-2: Δίνεται η συνάρτηση: 𝑓(𝑥) = −𝑥3 , 𝑥 ∈ (−∞, 0]. 

α) Να αποδείξετε ότι η  𝑓   είναι γνησίως φθίνουσα.     (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφης συνάρτησης.

            (Μονάδες 9) 

γ) Να βρείτε τον τύπο της αντίστροφης συνάρτησης  𝑓−1.    (Μονάδες 7) 

6. 25749-2: Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f με πεδίο ορισμού 

το Df = [0,2) ∪ (2,3) ∪ (3,5], η οποία τέμνει τον άξονα x΄x σε 

δύο μόνο σημεία, με συντεταγμένες (0,0) και (4,0). Επίσης, δί-

νεται ότι f(1)=1. Με βάση το παρακάτω σχήμα: 

α) να βρείτε τα σημεία ασυνέχειας της f αιτιολογώντας την απά-

ντησή σας.    (Μονάδες 8) 

β) να εξετάσετε αν η f είναι συνεχής στο [0,1] αιτιολογώντας την 

απάντησή σας.    (Μονάδες 7) 

γ) να βρείτε τα παρακάτω όρια:  

i. lim
x→4

f(x).      (Μονάδες 5)
 

ii. lim
x→4

1

f(x)
.     (Μονάδες 5)  

7. 26605-4: Δίνεται συνεχής συνάρτηση f : IR → IR για την οποία ισχύουν : 

• 𝑓2(x) - 5 = 𝑥2 για κάθε x  IR. 

• 𝑓(2) = 3. 

α) Να αποδείξετε ότι : 

i. f(x)  0 για κάθε x  IR.   (Μονάδες 4) 

ii. f(x) = √𝑥2 +  5 για κάθε x  IR.   (Μονάδες 5) 

β) Δίνεται η συνάρτηση g με g(x) = x2– συνx, με x  IR. Nα αποδείξετε ότι: 

i. Η συνάρτηση g είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (-∞, 0] και γνησίως αύξουσα στο διάστημα                     

[0, +∞).   (Μονάδες 7) 

ii. Η εξίσωση 𝑓2(x)  = 5 + συνx έχει ακριβώς δυο ρίζες, αντίθετες μεταξύ τους, οι οποίες ανήκουν στο 

διάστημα (-π,π).   (Μονάδες 9) 

8. 26640-4: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = e2x + x3 + 2x .      

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα.                       (Μονάδες 8) 

β) Να αιτιολογήσετε  γιατί η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να αποδείξετε ότι έχει σύνολο τιμών το IR.                                                                                                       

    (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι η αντίστροφη συνάρτηση της f  είναι επίσης γνησίως αύξουσα.  (Μονάδες 5) 

δ) Να λυθεί η εξίσωση f−1(x) = 0.                                                                     (Μονάδες 5) 

9. 27317-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 με 𝑓(𝑥) = √4 − 𝑥2, x[0,2] 

α) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τη μονοτονία στο [0,2]    (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι: 
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i. Το σύνολο τιμών της 𝑓 είναι το [0, 2].       (Μονάδες 5) 

ii. Ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 𝑓−1 της 𝑓 .      (Μονάδες 3) 

iii. Οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑓−1είναι ίσες.      (Μονάδες 7) 

10. 27318-2: Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f.  

 

 
Γνωρίζουμε ότι η f παίρνει  θετικές τιμές κοντά στο έξι και ο οριζόντιος άξονας εφάπτεται στη γραφική 
της παράσταση στο σημείο αυτό. 
α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της.                (Μονάδες 06) 

β) Να εξετάσετε αν υπάρχουν και να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

i. lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)  

ii. lim
𝑥→4

𝑓(𝑥)   

iii. lim
𝑥→9

𝑓(𝑥)   

iv. lim
𝑥→14

𝑓(𝑥)  

v. lim
𝑥→6

1

𝑓(𝑥)
  

Για τα όρια που δεν υπάρχουν να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.    (Μονάδες 12) 
γ) Να βρείτε τα σημεία στα οποία η f δεν είναι συνεχής. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
            (Μονάδες 7) 

11. 29834-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = √9𝑥2 + 16 −
5

2
𝑙𝑛( 8𝑥 + 1). 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της 𝑓 και να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της. 

       (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝑓(0) > 0 και 𝑓(1) < 0.             (Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0,1).    (Μονάδες 9) 

12. 31548-2: Έστω 𝑓: IR → IR μία συνάρτηση για την οποία ισχύει |𝑓(𝑥) − 2𝑥| ≤ (𝑥 − 1)2 για κάθε x IR. 

Να αποδείξετε ότι : 

α) 𝑓(1) = 2.          (Μονάδες 10) 

β) lim
x→1

f(x) = 2.          (Μονάδες 10) 

γ) η 𝑓 είναι συνεχής στο 1.        (Μονάδες 5) 

13. 35171-2 : Δίνονται οι συναρτήσεις  g και h ώστε g(x) = 2lnx , x>0  και  h(x) = ln(1 + 𝑥2), xIR. 

α) Να αποδείξετε ότι : 

i. H συνάρτηση g είναι αντιστρέψιμη   (Μονάδες 5)  
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ii. 𝑔−1(𝑥) =  𝑒
𝑥

2, με x IR.   (Μονάδες 10) 

β) Να ορίσετε τη συνάρτηση h ∘ 𝑔−1.   (Μονάδες 10) 

14. END. 
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ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

1. Ορισμός: Έστω f: Δ→IR και xoΔ.  

Το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
  (1)όταν υπάρχει και 

είναι πραγματικός αριθμός, λέγεται παράγω-
γος αριθμός της f στο x0 και συμβολίζεται με 

f΄(x0), 
𝑑𝑓(𝑥0)

𝑑𝑥
, ή 

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
|
𝑥=𝑥0

. Δηλαδή: 

𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
. Τότε η συνάρ-

τηση f λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη στο ση-
μείο x0 του πεδίου ορισμού της, 

2. Πολλές φορές αντί του παραπάνω ορίου, χρη-
σιμοποιούμε τις μορφές: 

 α) 𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

ℎ
, εάν 

στην (1) θέσουμε x=x0+h. (Με απόδειξη). 

 β) 𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→1

𝑓(𝑥0ℎ)−𝑓(𝑥0)

𝑥0(ℎ−1)
, εάν στην 

(1) θέσουμε x=x0h. (Με απόδειξη). 

 γ) 𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
, 

εάν στην (1) θέσουμε Δf(x)=Δy=f(x)-f(x0) και 

Δx=x-x0.. 

3. Ως γνωστόν το όριο δεν εξαρτάται από το 

γράμμα της μεταβλητής. Άρα 𝑓′(𝑥0) =

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑡→𝑥0

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑥0)

𝑡−𝑥0
. 

4. Η παράγωγος μιας συνάρτησης έχει νόημα 
μόνο για τα σημεία του πεδίου ορισμού της Δ. 
Έτσι: 

i) Εάν Δ=[x0,α), τότε 𝑓′(𝑥0) =

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

+

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
∈IR . Το όριο αυτό λέγε-

ται και δεξιά πλευρική παράγωγος της f 
στο x0 και συμβολίζεται fδ

΄(x0). 

ii) Εάν Δ=(α,x0], τότε 𝑓′(𝑥0) =

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

−

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
∈ 𝑅. Το όριο αυτό λέγε-

ται και αριστερή πλευρική παράγωγος 
της f στο x0 και συμβολίζεται fα

΄(x0). 
iii) Εάν το x0 δεν είναι άκρο διαστήματος, τότε 

η f είναι παραγωγίσιμη στο x0, εάν 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

+

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
−

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 IR . Την ι-

διότητα αυτή την χρησιμοποιούμε υπο-
χρεωτικά όταν θέλουμε να βρούμε την 
παράγωγο συνάρτησης σε σημείο που αλ-
λάζει ο πολλαπλός τύπος της. 

5. Στην περίπτωση που 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= ±∞, η 

f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0. 

6. Ορισμός: H συνάρτηση S(t) που καθορίζει τη 
θέση ενός σώματος τη χρονική στιγμή  t, ονο-
μάζεται  συνάρτηση θέσης του κινητού. 

7. Ορισμός: Μέση ταχύτητα του κινητού στο 

χρονικό διάστημα Δt=t-t0, ονομάζεται το πη-

λίκο 
𝑆(𝑡)−𝑆(𝑡0)

𝑡−𝑡0
= 
𝜇 𝜏𝛼𝜏ό𝜋𝜄𝜎𝜂

𝜒𝜌ό𝜈𝜊𝜍
. 

8. Ορισμός: Το όριο της μέσης ταχύτητας, κα-

θώς το t τείνει στο t0, το ονομάζουμε στιγ-

μιαία ταχύτητα του κινητού τη χρονική 

στιγμή t0 και τη συμβολίζουμε με υ(t0). Δηλαδή 

𝑢(𝑡0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

𝑆(𝑡)−𝑆(𝑡0)

𝑡−𝑡0
 =S΄(t0). 

9. Ο ισχυρισμός: «Εφαπτομένη ενός κύκλου σε 

ένα σημείο του Α ονομάζουμε την ευθεία η ο-

ποία έχει με τον κύκλο ένα μόνο κοινό σημείο. 

Ο ορισμός αυτός μπορεί να γενικευτεί για ο-

ποιαδήποτε καμπύλη» είναι εσφαλμένος, γιατί 

έτσι η καμπύλη y=x2 θα είχε στο σημείο της 

Α(1,1) δύο εφαπτόμενες ε και ζ (σχ. 3), ενώ η 

καμπύλη y=x3 δεν θα είχε καμιά εφαπτόμενη 

(σχ. 4). 

                                       

 
10. Ορισμός εφαπτόμενης καμπύλης: Έστω f μια 

συνάρτηση και Α(x0,f(x0)) ένα σημείο της Cf.  

σχ. 3 

σχ. 4 
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Αν υπάρχει το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 και είναι 

ένας πραγματικός αριθμός λ, τότε ορίζουμε 

ως εφαπτομένη της Cf στο σημείο της Α, την 

ευθεία ε που διέρχεται από το Α και έχει συ-

ντελεστή διεύθυνσης λ. 

11. Γεωμετρική ερμηνεία παραγώγου συνάρτη-

σης και εξίσωση εφαπτόμενης καμπύλης: Έ-

στω f μία συνάρτηση και Α(x0,f(x0)) ένα στα-

θερό σημείο της γραφικής της παράστασης 

της συνάρτησης. Έστω επίσης ένα άλλο ση-

μείο Μ(x,f(x)) το οποίο μπορεί να κινείται 

πάνω στη γραφική παράσταση της συνάρτη-

σης. Καθώς το x τείνει στο x0 με x>x0 (σχ. 5) 

η τέμνουσα ΑΜ φαίνεται να παίρνει μια ο-

ριακή θέση ε. 

             

 
Την ίδια οριακή θέση φαίνεται να παίρνει και 

όταν το x τείνει στο x0 με x<x0 (σχ. 6).  

 

Η ευθεία ΑΜ έχει συντελεστή διεύθυνσης 

λ=
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
. Η οριακή θέση ε της ΑΜ θα έχει 

συντελεστή διεύθυνσης λε= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
=

𝑓′(𝑥0) εφόσον υπάρχει και είναι ένας πραγματι-

κός αριθμός. 

Εξίσωση εφαπτομένης: y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0). 

12. Αν μια συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιμη 

στο x0, τότε δεν ορίζουμε εφαπτομένη της Cf 

στο σημείο Α(x0,f(x0)). 

13. Παράγωγος και συνέχεια: Αν μια συνάρτηση f 

είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο x0, τότε εί-

ναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 

Απόδειξη: Για x≠x0 έχουμε: 

f(x)-f(x0)=
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
(x-x0), οπότε: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
  𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
(𝑥 −

𝑥0) 

=f΄(x0)0 

=0. 

Επομένως 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0), δηλαδή η f είναι 

συνεχής στο x0. 

14. Mια συνάρτηση f μπορεί να είναι συνεχής σ’ 

ένα σημείο x0 χωρίς να είναι παραγωγίσιμη σ’ 

αυτό. Πχ  η συ-

νάρτηση f(x)=|x| 

είναι συνεχής στο 

σημείο Α(0,0), 

γιατί 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

|𝑥| =0=f(0), 

ενώ δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, γιατί 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥>0

|𝑥|−0

𝑥−0
= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥

𝑥
=1  

ενώ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑥<0

|𝑥|−0

𝑥−0
= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

−𝑥

𝑥
= -1 (σχ. 7).  

15. Εάν μια συνάρτηση δεν είναι συνεχής σε ένα 

σημείο x0, τότε δεν είναι παραγωγίσιμη στο 

σημείο αυτό. 

16. Ορισμός: Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ο-

ρισμού ένα σύνολο Α. H συνάρτηση f λέγεται 

παραγωγίσιμη στο Α ή απλά, παραγωγί-

σιμη, όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε ση-

μείο x0∈A. 

17. Ορισμός: Μια συνάρτηση f λέγεται παραγω-

γίσιμη στο (α,β) του πεδίου ορισμού της, ό-

ταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο 

x0∈(α,β). 

18. Ορισμός: Μια συνάρτηση f λέγεται παραγω-

γίσιμη στο [α,β] του πεδίου ορισμού της, ό-

ταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο 

x0∈(α,β) και επιπλέον  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼+

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
∈ IR και  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛽−

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛽)

𝑥−𝛽
∈ IR. 

Ορισμός: Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορι-
σμού Α και Α1 το σύνολο των σημείων του Α 
στα οποία αυτή είναι παραγωγίσιμη. Αντιστοι-
χίζοντας κάθε x∈A1 στο f ′(x), ορίζουμε τη συ-
νάρτηση η οποία ονομάζεται πρώτη παρά-
γωγος της f ή απλά παράγωγος της f. 

19. Σε περιπτώσεις που δεν γνωρίζουμε τον τύπο 
μιας συνάρτησης, αλλά δίνεται μια συναρτη-
σιακή σχέση, τότε τα προβλήματα παραγώγων 
λύνονται με τον ορισμό, ή με κάποιον από τους 

σχ. 5 

σχ. 7 

σχ. 6 
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τύπους της παρατήρησης (2) του παρόντος 
φυλλαδίου, που ταιριάζει με την συναρτησιακή 
σχέση της άσκησης. 

20. Εάν το x0 είναι άκρο διαστήματος, τότε παρα-
γωγίζεται (πλευρική παράγωγος) και υπάρχει 
ημιεφαπτομένη (βλ. σχήματα παρακάτω). 

 
21. Για να βρούμε την εξίσωση εφαπτομένης, όταν 

δίδεται η συνάρτηση και το σημείο επαφής 
Μ0(x0,f(x0)), βρίσκουμε τα f(x0), f΄(x), f΄(x0) και 
εφαρμόζουμε τον τύπο της παρατήρησης 11. 

22. Για να βρούμε την εξίσωση εφαπτομένης, όταν 
δίδεται η συνάρτηση και δεν δίδεται το σημείο 
επαφής Μ0(x0,f(x0)), τότε βρίσκουμε το x0 με 
κάποιον από τους παρακάτω τύπους, ανά-
λογα με τα δεδομένα της άσκησης: 
a. λ=f΄(x0). 

b. ε1//ε2  λ1=λ2 και ε1⊥ε2  λ1λ2=-1. 
c. λ=εφω όπου ω η  γωνία που σχηματίζει η 

ζητούμενη εφαπτομένη με τον θετικό ημιά-
ξονα Ox. 

d. Mας δίνεται ένα σημείο της εφαπτομένης, 
διαφορετικό από το σημείο επαφής. Αντι-
καθιστούμε τις συν/νες του δοθέντος ση-
μείου στην εξίσωση της εφαπτομένης και 
προκύπτει εξίσωση που έχει άγνωστο το 
x0. 

e. Ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας 
που διέρχεται    από   τα   σημεία Α(x1,y1),  

B(x2,y2), είναι λ= 
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
 . 

23. Μια συνάρτηση δεν έχει εφαπτομένη σε ση-
μείο της Μ0(x0,f(x0)), όταν δεν παραγωγίζεται 
στο x0. 
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Ασκήσεις στην εισαγωγή των παραγώγων 

1. Να υπολογίσετε το αR τέτοιο ώστε η συνάρ-

τηση 

 f(𝑥)  =  {
   4x3 − (2α + 1)x,             x ≥  1     

 (𝛼2 + 3)x-4α ,               x <  1 
  

  να είναι παραγωγίσιμη στο xo=1. 

2. Να υπολογίσετε τα α,βR τέτοιο ώστε η συνάρ-

τηση 

 f(𝑥)  =  {
   x2 + 2α x + β,             x ≥  2     

 √𝑥2 + 5 + 2 ,               x <  2 
  

να είναι παραγωγίσιμη στο xo=2. 
3. Εάν f(xo)=1 και f ΄(xo)=668 , να αποδείξετε ότι  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

3𝑓(𝑥)−3

𝑥−𝑥𝑜
= 2004. 

4. Εάν f παραγωγίσιμη στο 2, να δείξετε ότι   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑥𝑓(2)−2𝑓(𝑥)

𝑥−2
= 𝑓(2) − 2𝑓 ′(2).. 

5. Εάν f παραγωγίσιμη στο xo, να δείξετε ότι   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑥𝑓(𝑥𝑜) − 𝑥𝑜𝑓(𝑥)

𝑥 − 𝑥𝑜
= 𝑓(𝑥𝑜) − 𝑥𝑜𝑓

′(𝑥𝑜). 

6. Εάν f παραγωγίσιμη στο α, να υπολογίσετε τα 

όρια   

i)𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑥3−𝛼3
 

 ii)𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓3(𝑥)−𝑓3(𝛼)

𝑥−𝛼
 

7. Εάν f(0)=2 και f ΄(0)=5, να υπολογίσετε την 

g΄(0),όταν:   

i) g(x)=x3f(x)-3x2 ii) g(x)=f2(x)-xf(x) 

8. Έστω f:IR→IR με f(x+y)=f(x)+f(y) για κάθε 

x,yIR . Να αποδείξετε ότι αν η f είναι παρα-

γωγίσιμη στο 0, τότε θα είναι παραγωγίσιμη 

στο R και μάλιστα f ΄(xo)= f ΄(0), για κάθε xοIR. 

9. Έστω f:IR→IR παραγωγίσιμη στο 0 και 

f(x+y)=f(x)f(y) για κάθε x,yIR  και f(0)0. 

α) Να υπολογίσετε το f(0) 

β) Να αποδείξετε ότι f ΄(xo)=f(xo)f ΄(0), για κάθε 

xοIR. 

  10.Έστω f,g: R →R παραγωγίσιμες στο αIR με 

f(α)=g(α) και f(x)   g(x) για κάθε xIR. Να α-

ποδείξετε ότι f ΄(α)=g΄(α). 

11. Για την συνάρτηση f:IR→IR ισχύει: 

g(x)-x2  f(x) g(x)+x2 ,για κάθε xIR , 

 όπου g συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 0. 

Να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο xo=0 

και είναι f ΄(0)=g΄(0). 

12. Αν f παραγωγίσιμη στο xo=0 και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
=

2004, να δείξετε ότι f ΄(0)=2004. 

 

13. ΕΜΕ: 

Αν f(x)  x2 για κάθε xIR , να δείξετε ότι f ΄(0)=0. 

14. Έστω f: IR →IR με τις παρακάτω ιδιότητες: 

α) f(x+y)=f(x)f(y) για κάθε x,yIR , 

β) f(x)=1+xg(x) για κάθε xIR ,όπου g συ-

νάρτηση με 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑔(𝑥) = 1, 

Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 

IR. 

15. Έστω f: IR →IR με f (x)-f(y)  x-yν για κάθε 

x,yIR, νIN*. 

α) Να δείξετε ότι αν ν=2 η f είναι παραγω-

γίσιμη στο IR με f ΄(x)=0, 

β) Να δείξετε ότι αν ν>2 η f είναι παραγω-

γίσιμη στο IR με f ΄(x)=0, 

γ) Αν ν=1 είναι παραγωγίσιμη ; 

16. EME Θεωρούμε συνάρτηση f συνεχή στο 

xoR τέτοια ώστε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓(𝑥)−2𝑥+3

𝑥−𝑥𝑜
= 0. Να 

αποδείξετε ότι η ευθεία (ε):y=2x-3 εφάπτεται 

στη γραφική παράσταση Cf της f στο σημείο 

Α(xo,f(xo)) 

17. Οικονομικό (4η δέσμη) 1983: 

Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα 
της μορφής (xο-ε,xο+ε).  

i) Να αναφέρετε τι λέγεται παράγωγος 

της f στο σημείο xo, 

ii) Να γράψετε την εξίσωση της ευθείας 

της εφαπτομένης σε ένα σημείο Μ(xo,f(xo)) της 

γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης με 

τύπο y=f(x), όταν f ΄(xο)R, 

Iii) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας 

της εφαπτομένης στο σημείο Μ(1,1) της γραφι-

κής παράστασης μιας συνάρτησης με τύπο 

y=x3. 

18. ΕΜΕ: 

Να δείξετε ότι η συνάρτηση f: IR→IR με 

f(x)=x-1+2 
δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1. 

19. Oxford I.P. 1990: 
Α. Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο διάστημα (α,β) 

συναρτήσεις f και g. Υποθέτουμε ότι xo(α,β). 

Θεωρούμε και την συνάρτηση φ με 𝝋(𝒙) =

{
𝒇(𝒙) ,      αν x ∈ (α ,x𝒐)

𝒈(𝒙),       αν x ∈ [𝒙𝒐, 𝜷)
.  

i) Αν f(xο)=g(xο) και f ΄(xο)=g΄(xο), να 

δείξετε ότι η φ είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 

xo, 

ii) Αν η φ είναι παραγωγίσιμη στο ση-

μείο xo, τότε f(xο)=g(xο) και f ΄(xο)=g΄(xο), 
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Β.  Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς α-
ριθμούς α και β,  ώστε η συνάρτηση φ 

με 𝝋(𝒙) = {
𝜶(𝒙 + 𝟏) ,      αν x ∈ (-3 ,0)

𝟐𝒆𝜷𝒙,           αν x ∈ [𝟎, 𝟒)
,  να ε ί-

ναι παραγωγίσιμη στο 0.  

20. Δίνεται η συνάρτηση f με 𝑓(𝑥) =

{
𝑥2 + 𝛼𝑥 + 𝛽 ,      αν x ∈ (−∞ ,1]

√𝑥2 + 3,           αν x ∈ (1,+∞)
. 

Να προσδιοριστούν οι α,βIR , ώστε να υπάρ-

χει ο παράγωγος αριθμός της f στο 1. 

21. i) Δίνεται η συνάρτηση f με 𝑓(𝑥) =

{
𝑥2          ,αν x ≤ 2
αx + β     ,αν x > 2

. Να βρεθούν τα α,βIR 

, ώστε να είναι παραγωγίσιμη στο 2, 

ii) Να προσδιοριστεί ο πραγματικός αριθμός 

λ, ώστε η συνάρτηση f με τύπο f(x) = 

eλx+μ, λ,μIR , να είναι παραγωγίσιμη στο 

x=0. 

22. Δίνεται η συνάρτηση f με 𝒇(𝒙) =

{
𝟏                 , αν x ∈ (−∞ 0]

𝟏 + 𝒍𝒏
𝟏+𝒙

𝟏−𝒙
    ,αν x ∈ (𝟎, 𝟏)

. 

i) Να δείξετε ότι η f δεν παραγωγίζεται στο 0. 

 ii) Να λυθεί η εξίσωση f΄(x)=0 στο (0,1). 

23. Θεωρούμε την συνάρτηση f:Δ→IR , γνήσια μο-
νότονη στο διάστημα Δ. Αν η f είναι παραγω-

γίσιμη στο xoΔ, f ΄(xo)0 και f -1:f(Δ)→ IR η α-
ντίστροφή της συνεχής στο f(Δ), τότε και η f-1 

παραγωγίζεται στο yo=f(xo) και ισχύει  

(f-1)΄(yo)=
𝟏

𝒇′(𝒙𝒐)
=

𝟏

𝒇′(𝒇−𝟏(𝒚𝒐))
 

24. Θεωρούμε την συνάρτηση f: IR →IR , με f(1)=e 

και f(x+y)=f(x)f(y), για κάθε xIR. Nα δείξετε 
ότι:  

  i) f(x) > 0, για κάθε xIR, 

 ii) f(0)=1, 
iii) Αν η f είναι συνεχής στο xo=0, τότε εί-

ναι συνεχής και στο IR, 
iv) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο xo=0, 

τότε είναι παραγωγίσιμη και στο IR. 

25. 24756-2: Έστω συνάρτηση 𝒇: IR → IR με 

f(0)=0 και για την οποία ισχύει ότι 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎

𝐟(𝐱)

𝐱
= 𝟐.  

α) Να αποδείξετε ότι f ′(0) = 2. (Μονάδες 9) 

β) Να βρείτε το lim
x→0

f(x) .  (Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε το 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎

𝐟(𝐱)

𝛈𝛍𝐱
 .   (Μονάδες 8) 

26. 25234-2: Θεωρούμε την παραγωγίσιμη συ-

νάρτηση 𝐟 ∶ [𝛂 , +∞) → IR και την συνάρτηση  

𝐠(𝐱) =
𝟏

𝟐
𝐱 −

𝟏

𝟐
, x IR. Οι γραφικές παραστά-

σεις 𝑪𝒇, 𝑪𝒈 των συναρτήσεων 𝒇, 𝒈 αντίστοιχα, 

φαίνονται στο παρακάτω σχήμα.  

 

Γνωρίζουμε ότι: 

• οι 𝐶𝑓 , 𝐶𝑔 τέμνονται στο σημείο 𝛢(1, 0). 

• η 𝐶𝑓  διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

• η 𝐶𝑓  δεν έχει άλλα κοινά σημεία με τον ά-

ξονα 𝑥′𝑥 εκτός από τα σημεία 𝛰 και 𝛢. 

α) Να υπολογίσετε το lim
𝑥→1−

1

𝑔(𝑥)
. (Μονάδες 8) 

β) Αν είναι lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1, να υπολογίσετε το 

𝑓′(0).    (Μονάδες 8) 

γ) Να υπολογίσετε το 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒈(𝒙)

𝒇(𝒙)
. (Μονάδες 9) 

27. 27315-2: Δίνεται η συνάρτηση  

𝒇(𝒙) = {

𝒙𝟐−𝟒

𝒙−𝟐
,   αν  x < 𝟐

𝜿𝜶𝜾
𝒂𝒙𝟐 − 𝟒,   αν   x ≥ 𝟐

 με α   IR. 

α) Να βρείτε τα πλευρικά όρια της 𝑓 στο x0 =2, 

δηλαδή τα lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)
 
 και lim

𝑥→2+
𝑓(𝑥).      

Μονάδες 12 

β) Να βρείτε την τιμή του α, ώστε η συνάρ-

τηση 𝑓να είναι συνεχής στο x0 =2.  

             Μονάδες 7 

γ) Αν α = 2, να βρείτε όπου ορίζεται την πα-

ράγωγο της συνάρτησης  𝑓.      Μονάδες 6 

28. END. 
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ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 

1. Ορισμός: Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ο-

ρισμού Α και Α1 το σύνολο των σημείων του 

Α στα οποία αυτή είναι παραγωγίσιμη. Αντι-

στοιχίζοντας κάθε x∈A1 στο f ′(x), ορίζουμε τη 

συνάρτηση η οποία ονομάζεται πρώτη πα-

ράγωγος της f ή απλά παράγωγος της f.  

2. Παράγωγος σταθερής συνάρτησης f(x)=c με 

cIR: ( c )΄=0. 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
=
𝑐−𝑐

𝑥−𝑥0
=0 οπότε: 

𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
0 = 0.  

Άρα ( c )΄=0. 

3. Παράγωγος ταυτοτικής συνάρτησης        

f(x)=x: ( x )΄=1. 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 = 

𝑥−𝑥0

𝑥−𝑥0
  = 1 οπότε: 

𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
1 = 1.  

Άρα ( x )΄=1. 

4. Παράγωγος της συνάρτησης f(x)=xν, νIΝ* : 

 ( xν )΄=νxν-1. 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
=
𝑥𝜈−𝑥0

𝜈

𝑥−𝑥0
  

=
(𝑥−𝑥0)(𝑥

𝜈−1+𝑥𝜈−2𝑥0+...+𝑥0
𝜈)

𝑥−𝑥0
 

= 𝑥𝜈−1 + 𝑥𝜈−2𝑥0+. . . +𝑥0
𝜈 οπότε: 

𝑓′(𝑥0)  = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑥𝜈−1 + 𝑥𝜈−2𝑥0+. . . +𝑥0
𝜈)      

= 𝑥0
𝜈−1 + 𝑥0

𝜈−1+. . . +𝑥0
𝜈−1  

= 𝜈 ⋅ 𝑥0
𝜈−1. 

Άρα ( xν )΄=νxν-1. 

5. (√𝑥)
′
=

1

2√𝑥
, x>0. 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
=
√𝑥−√𝑥0

𝑥−𝑥0
  

=
(√𝑥−√𝑥0)(√𝑥+√𝑥0)

(𝑥−𝑥0)(√𝑥+√𝑥0)
 

=
𝑥−𝑥0

(𝑥−𝑥0)(√𝑥+√𝑥0)
 

=
1

√𝑥+√𝑥0
  οπότε: 

𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

1

√𝑥+√𝑥0
            

=
1

√𝑥0+√𝑥0
 

=
1

2√𝑥0
 

Άρα (√𝑥)
′
=

1

2√𝑥
. 

6. (ημx)΄=συνx, (συνx)΄= -ημx, (ex)΄=ex και  

(lnx)΄=
1

𝑥
, x>0. 

7. Παράγωγος αθροίσματος: Αν οι συναρτήσεις 

f, g είναι παραγωγίσιμες στο x0, τότε η συνάρ-

τηση f+g είναι παραγωγίσιμη στο x0 και ισχύει:  

(f+g)′(x0)=f ′(x0) + g′(x0). 

Απόδειξη: Για xx0 έχουμε: 

(𝑓+𝑔)(𝑥)−(𝑓+𝑔)(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 

= 
𝑓(𝑥)+𝑔(𝑥)−𝑓(𝑥0)−𝑔(𝑥0)

𝑥−𝑥0
  

= 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 + 
𝑔(𝑥)−𝑔(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 οπότε: 

(𝑓 + 𝑔)′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) − (𝑓 + 𝑔)(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
+ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 = 

=f ′(x0) + g′(x0). 

Άρα (f+g)′(x0)=f ′(x0) + g′(x0). 

8. Παράγωγος γινομένου:  

(f∙g)′(x)=f ′(x)g(x)+f(x)g′(x). 

Παράγωγος γινομένου τριών συναρτήσεων :         

(f(x)g(x)h(x))′= 

=f ′(x)g(x)h(x)+f(x)g′(x)h(x)+f(x)g(x)h′(x). 

Απόδειξη: (f(x)g(x)h(x))΄=  

=(f(x)g(x))΄h(x)+f(x)g(x)h΄(x)= 

=(f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x))h(x)+f(x)g(x)h΄(x)=  

=f΄(x)g(x)h(x)+f(x)g΄(x)h(x)+f(x)g(x)h΄(x). 

.(cf(x))′ = cf′ (x), cR. 

9. Παράγωγος πηλίκου:  

(
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
)

′

=
𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥)−𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

𝑔2(𝑥)
 .. 

10.  (x̼-ν)′ = -νx̼-ν-̼1, νΝ* 

Απόδειξη: (x̼-ν)′ = (
1

𝑥𝜈
)

′

 

  =
(1)′𝑥𝜈−1⋅(𝑥𝜈)′

𝑥2𝜈
 

  =
−𝜈𝑥𝜈−1

𝑥2𝜈
 

  = -νxν-1-2ν 

  = -νx-ν-1. 

11. (εφx)΄=
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
 . 

Απόδειξη: (εφx)΄= (
𝜂𝜇 𝑥

𝜎𝜐𝜈 𝑥
)

′

 

= 
(𝜂𝜇 𝑥)′𝜎𝜐𝜈 x-ημ x(𝜎𝜐𝜈 x)′

𝜎𝜐𝜈2𝑥
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= 
𝜎𝜐𝜈2𝑥+ημ2𝑥

𝜎𝜐𝜈2𝑥
=

1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
. 

12. (σφx)΄=−
1

𝜂𝜇2𝑥
 . 

13. Παράγωγος σύνθεσης:  

 (fοg)′(x)=f ′(g(x))∙g′(x). 

14. Κανόνας της αλυσίδας: 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
. 

15. (xα)′ = αxα–1, αR. 

Απόδειξη: (xα)΄=(eαlnx)΄ 

   =eαlnx(αlnx)΄ 

   =xα
𝛼

𝑥
 

   =αxα-1. 

16. (αx)′ = αxlnα, 0<α1. 

Απόδειξη: (αx)΄=(exlnα)΄ 

   =exlnα(xlnα)΄ 

   =αxlnα. 

17. (ln|x|)΄=
1

𝑥
, x∈R*. 

☛ x>0 τότε |x|=x και 

(ln|x|)΄=(lnx)΄=
1

𝑥
. 

☛ x<0 τότε |x|= -x και  

(ln|x|)΄=(ln(-x))΄=
1

−𝑥
(-x)΄=

1

𝑥
. 

Άρα (ln|x|)΄=(lnx)΄=
1

𝑥
, για κάθε x∈R*. 

18. Παράγωγοι βασικών συναρτήσεων: 

f(x) f΄(x) 

f(x)=c f΄(x)=0 

f(x)=x f΄(x)=1 

f(x)=xν f΄(x)=νxν-1 

f(x)=√𝑥 f΄(x)=
1

2√𝑥
 

f(x)=ex f΄(x)= ex 

f(x)=lnx, 

x>0 
f΄(x)=

1

𝑥
 

f(x)=ημx f΄(x)= συνx 

f(x)=συνx f΄(x)=- ημx 

f(x)=εφx f΄(x)= 
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
= 1 + 𝜀𝜑2𝑥 

f(x)=σφx f΄(x)= −
1

𝜂𝜇2𝑥
= −1 − 𝜎𝜑2𝑥 

f(x)=αx f΄(x)= αxlnα 

f(x)=logαx f΄(x)=
1

𝑥 𝑙𝑛 𝑎
 

f(x)=
1

𝑥
 f΄(x)=−

1

𝑥2
 

19. Κανόνες παραγώγισης: 

a. [f(x)g(x)]΄=f΄(x)g΄(x).  
(ισχύει και με περισσότερες συναρτήσεις). 

b. [f(x)g(x)]΄=f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x). 
[f(x)g(x)h(x)]΄=f΄(x)g(x)h(x)+f(x)g΄(x)h(x)+  

  +f(x)g(x)h΄(x). 

(Ομοίως και με περισσότερες συναρτήσεις). 

c. [cf(x)]΄=cf΄(x), όπου c=σταθερός. 

d. (
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
)
′

=
𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥)−𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

𝑥2
 

e. [𝑓(𝑔(𝑥))]′ = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ⋅ 𝑔′(𝑥) 
 

20. Παράγωγοι σύνθετων συναρτήσεων: 

(𝑓𝜈(𝑥))′ = 𝜈𝑓𝜈−1(𝑥) ⋅ 𝑓 ′(𝑥) 

(√𝑓(𝑥))
′
=

𝑓 ′(𝑥)

2√𝑓(𝑥)
 

(𝑒𝑓(𝑥))
′
= 𝑒𝑓(𝑥)𝑓 ′(𝑥) 

(𝑙𝑛 𝑓 (𝑥))′ =
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
,  f(x)>0 

(𝜂𝜇𝑓(𝑥))′ = 𝑓
′
(𝑥) ∙ 𝜎𝜐𝜈𝑓(𝑥)  

(𝜎𝜐𝜈𝑓(𝑥))′ = −𝑓
′
(𝑥) ∙ 𝜂𝜇𝑓(𝑥)  

(𝜀𝜑 𝑓(𝑥))′ =
𝑓 ′(𝑥)

𝜎𝜐𝜈2 𝑓(𝑥)
 

(𝜎𝜑 𝑓(𝑥))′ = −
𝑓 ′(𝑥)

𝜂𝜇2 𝑓(𝑥)
 

(𝛼𝑓(𝑥))
′
= 𝛼𝑓(𝑥) 𝑙𝑛 𝑎 ⋅ 𝑓 ′(𝑥) 

(𝜆𝜊𝛾𝛼 𝑓(𝑥))
′ =

𝑓 ′(𝑥)

𝑓(𝑥) 𝑙𝑛 𝑎
,   𝑓(𝑥) > 0 

(
1

𝑓(𝑥)
)

′

= −
𝑓 ′(𝑥)

𝑓2(𝑥)
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21. Υπάρχει περίπτωση να παραγωγίζεται το άθροισμα, η διαφορά, το γινόμενο ή το πηλίκο δυο συ-
ναρτήσεων σε κάποιο σημείο, χωρίς να παραγωγίζονται ξεχωριστά οι συναρτήσεις. Πχ οι συναρτή-

σεις f(x)=x και g(x)=3-xδεν παραγωγίζονται στο x=0, το άθροισμά τους όμως παραγωγίζεται 
στο x=0. 

22. Στις συναρτήσεις πολλαπλού τύπου, η παράγωγος στο σημείο αλλαγής του τύπου, βρίσκεται με 
τον ορισμό. 

23. Συμβολισμοί Lagrange: 

      • Συνάρτηση πρώτης παραγώγου:   𝑓΄(𝑥) =
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
 

• Τιμή της f΄ σε σημείο x0:    𝑓΄(𝑥0) =
𝑑𝑓(𝑥0)

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
|
𝑥=𝑥0

 

• Συνάρτηση δεύτερης παραγώγου:   𝑓 ΄΄(𝑥) =
𝑑2𝑓(𝑥)

𝑑𝑥2
 

• Συνάρτηση τρίτης παραγώγου:   𝑓 ΄΄΄(𝑥) =
𝑑3𝑓(𝑥)

𝑑𝑥3
 

• Συνάρτηση ν-στής παραγώγου:   𝑓(𝜈)(𝑥) =
𝑑𝜈𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝜈
 

24. Για την ν-στή παράγωγο μιας συνάρτησης, πάντα επαγωγή. 
25. Η παράγωγος μιας πολυωνυμικής συνάρτησης ν-στού βαθμού είναι πολυώνυμο    ν-1 βαθμού. 
26. Όταν παραγωγίζουμε μια συναρτησιακή σχέση ως προς x, θεωρούμε το x μεταβλητή και το y στα-

θερό. 
27. Για να βρούμε την κοινή εφαπτομένη των γραφικών παραστάσεων δυο συναρτήσεων f και g που 

έχουν διαφορετικά σημεία επαφής Α(x1,f(x1)) και Β(x2,g(x2)), βρίσκουμε τις εξισώσεις των εφαπτο-
μένων των αντίστοιχων συναρτήσεων στα σημεία Α και Β, εφαρμόζοντας τον τύπο της εξίσωσης 
εφαπτομένης. Έστω y = λ1x + β1 και y = λ2x + β2 οι εξισώσεις αυτές. Αφού πρόκειται για την ίδια 
ευθεία, ισχύει λ1 = λ2 και β1 = β2, απ’ όπου υπολογίζονται τα x1 και x2 και κατ’ επέκταση η εξίσωση 
της κοινής εφαπτομένης. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1) Να βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων: 

i) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + √𝑥
3

 

ii) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2+𝑥+1
 

iii) 𝑓(𝑥) =
1

𝜂𝜇𝑥
−

1

𝑙𝑛 𝑥
 

iv) 𝑓(𝑥) =
𝑥−1

𝑥 𝑙𝑛𝑥
 

v) 𝑓(𝑥) =
𝑥𝑒𝑥

𝑥2+1
 

vi) 𝑓(𝑥) =
𝜂𝜇𝑥−𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇𝑥+𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥
 

vii) 𝑓(𝑥) =
𝑥 𝑙𝑛𝑥

𝑥2+1
 

viii) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥𝜀𝜑𝑥 

ix) 𝑓(𝑥) =
1−𝑥 𝑙𝑛 𝑥

1+𝑥 𝑙𝑛 𝑥
 

x) 𝑓(𝑥) =
1−2𝑥

1+2𝑥
 

2) Ομοίως των συναρτήσεων: 

i) 𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥  

ii) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒√1−𝑥 

iii) 𝑓(𝑥) = 𝑒√3𝑥(√3𝑥 + 1) 

iv) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛2 (
𝑥2+𝑥+1

𝑥+2
) 

v) 𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 1 − 𝑙𝑛 𝑥2 

vi) 𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛 𝑥−2

𝑙𝑛2 𝑥
 

vii) 𝑓(𝑥) = 𝜂𝜇3(2𝑥 + 3) 

viii) 𝑓(𝑥) = 𝜂𝜇3(2𝑥 + 3)2 

ix) 𝑓(𝑥) = (
1−𝑥

1+𝑥
)
2

 

x) 𝑓(𝑥) = √
1−𝜂𝜇𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
 

xi) 𝑓(𝑥) = 𝑒−2𝑥 + 𝑒−𝑥 

 

 

 

3) Ομοίως των συναρτήσεων: 

i) 𝑓(𝑥) = (𝜂𝜇𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥  

ii) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 
iii) 𝑓(𝑥) = 𝑥

1

𝑥 

4) Εάν P(x) είναι πολυώνυμο 4ου βαθμού και ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 οι ρίζες του, να δείξετε ότι: 

𝑃′(𝑥)

𝑃(𝑥)
=

1

𝑥 − 𝜌1
+

1

𝑥 − 𝜌2
+

1

𝑥 − 𝜌3
+

1

𝑥 − 𝜌4
. 

5) Εάν P(x) είναι πολυώνυμο 3ου βαθμού και ρ1, ρ2, ρ3 οι ρίζες του, διαφορετικές ανά δυο, να δείξετε ότι: 
𝜌1

𝑃′(𝜌1)
+

𝜌2

𝑃′(𝜌2)
+

𝜌3

𝑃′(𝜌3)
= 0. 

6) Να βρεθεί πολυώνυμο P(x)=x4+αx3+βx2+γx+δ, με α, β, γ, δR, τέτοιο ώστε P(x)-P΄(x)=x4-4, για κάθε 

xIR. 

7) Εάν οι συναρτήσεις f, g είναι ορισμένες στο IR*, με:  

i) g(x)=xf(x), για κάθε x IR*, 
ii) g(1)=14 και 
iii) η g είναι παραγωγίσιμη στο IR*, με g΄(1)=17. 

Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0=1 και να βρεθεί η f΄(1). 

8) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx3+2x2-x. Να βρείτε το α IR, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής της παράστα-
σης στο σημείο της με τετμημένη x0=1, να: 
i) είναι παράλληλη στην ευθεία (ε1): y=3x+1 
ii) είναι κάθετη στην ευθεία (ε2): y=-2x+1 
iii) σχηματίζει γωνία 1350 με τον ημιάξονα Οx. 

9) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=συν2x  
i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής της παράστασης στο σημείο της με τετμημένη 

x0=π/8, 
ii) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζει η εφαπτομένη με τους άξονες. 

10) Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο IR. 
i) Εάν f άρτια, τότε f΄ περιττή, 
ii) Εάν f περιττή, τότε f΄ άρτια, 
iii) Εάν f περιοδική με περίοδο Τ, τότε f΄ περιοδική με περίοδο επίσης Τ. 
iv) Αν f περιττή και στο x0=1 έχει κλίση 2008, να βρείτε την κλίση της f στο x0=-1. 

11) Εάν f παραγωγίσιμη στο x0 και f(x0)=2 και [f 3(x0)]΄=3, να δείξετε ότι f΄(x0)=1/4. 

12) Εάν f παραγωγίσιμη στο IR και f(2x+3)=x5, για κάθε xIR, να βρείτε την f΄(x). 

13) Εάν y=xημx, xIR, να δείξετε ότι (y΄΄΄+y΄)2+(y΄΄+y)2=4. 

14) Εάν y=xe2x, xIR, να δείξετε ότι y΄΄=4y΄-4y. 

15) Εάν f δυο φορές παραγωγίσιμη με f(lnx)=ex+lnx, x>0, να βρείτε την f΄΄(0). 
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16) Να βρείτε όλα τα πολυώνυμα P(x), για τα οποία ισχύει P(x)=[P΄(x)]2, για κάθε xIR. 

17)    α) Να δείξετε ότι αν μια πολυωνυμική συνάρτηση f έχει ρίζα τον αριθμό x=ρ με πολλαπλότητα κ (κΝ, 
κ>1), τότε το x=ρ είναι ρίζα της f΄ με πολλαπλότητα κ-1 

   β) Υπολογίστε τα α, βIR, ώστε η εξίσωση 3x3-5x2+(α+1)x-β=0 να έχει διπλή ρίζα το x=1. 

18) Nα βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύμου P(x)=x3+2x+1 δια (x-1)2. 

19) Έστω f,g: IR→ IR, παραγωγίσιμες στο IR με f(x)g(x)ex+lnx=xex-1, για κάθε x>0, να δείξετε ότι: 

𝑓′(1)

𝑔′(1)
= −

𝑓(1)

𝑔(1)
. 

20) Δίνεται η συνάρτηση f με𝑓(𝑥) = {
2𝑥2ημ

1

𝑥2
     , αν x ∈ 𝑅 ∗

     0            ,αν x = 0
. 

   i) Να δείξετε ότι  𝑓 ′(𝑥) = {
4𝑥 (ημ

1

𝑥2
−

1

𝑥2
συν

1

𝑥2
)      , αν x ∈ ΙR ∗

              0                        ,     αν x = 0
, 

 i i) Να δείξετε ότι 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝟐𝒙𝟐𝜼𝝁
𝟏

𝒙𝟐
) =f  ΄(0),  

 iii) Να δείξετε ότι lim
x→π

f(x) = 2π2ημ
1

π2
. 

21) Η συνάρτηση f:R→R, είναι παραγωγίσιμη με f(1)=3 και f(x3)=f(x), για κάθε xIR. Να υπολογίσετε το 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥2𝑓(𝑥)−3

𝑥−1
. 

22) Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑎1
𝑥 + 𝑎2

2𝑥+. . . +𝑎𝜈
𝜈𝑥, όπου α1, α2, …, αν θετικοί πραγματικοί αριθμοί. Αν 

f΄(0)=0, να δείξετε ότι 𝑎1𝑎2
2. . . 𝑎𝜈

𝜈 = 1. 

23) Έστω f παραγωγίσιμη στο IR με f(x3)=f3(x), f(x)>0 και f΄(x)0, για κάθε xIR. Να δείξετε ότι f(1)=1. 

24) Έστω 𝑓(𝑥) =
𝑒2𝑥−1

𝑒2𝑥+1
. Να δείξετε ότι: 

i) f2(x)+f΄(x)=1 
ii) f΄΄(x)=-2f(x)f΄(x) 

25) Εάν για την συνάρτηση f ισχύει f(0)=0, f΄(x)0 και f΄(x)=3+f3(x), για κάθε xIR, να δείξετε ότι: 

i) 
𝑓 ΄΄(𝑥)

𝑓 ΄(𝑥)
= 3𝑓2(𝑥),  𝑥 ∈ IR. 

ii) f΄΄(0)=0 

iii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= 3 

26) Έστω f παραγωγίσιμη στο R, 1-1 και τέτοια ώστε f΄(x)=f(x) για κάθε xIR. Να δείξετε ότι (𝑓−1) ΄(𝑥) =
1

𝑥
.

 (Υπόδειξη: f(f-1(x))=x) 

27) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ημ2x+2συν2x, x(0,2π). Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της f, 
στα οποία η εφαπτομένη είναι παράλληλη στην ευθεία 2x-y+5=0. 

28) Υπολογίστε τα α,βR, ώστε οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓(𝑥) =
𝑥2+𝑥+1

2𝑥
 και 

g(x)=x2+αx+β, να έχουν στο κοινό τους σημείο κοινή εφαπτομένη, κάθετη στην ευθεία 2x-3y+5=0. 

29) Να βρείτε τα σημεία στα οποία η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓(𝑥) = 𝑥
1

𝑥 να είναι παράλ-

ληλη στον άξονα x΄Ox. 

30) Δίνεται συνάρτηση f τέτοια ώστε 𝑥𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥−𝑓(𝑥), x>1. Να δείξετε ότι δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής 

παράστασης της f, στα οποία η εφαπτομένη είναι παράλληλη στην ευθεία x-y+5=0. 

31) Να δείξετε ότι 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒𝑥−1

𝑥
= 1 και 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

𝑙𝑛𝑥

𝑥−1
= 1. 

32) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2x. Αν η εφαπτομένη στο Μ(x0,f(x0)) τέμνει τον άξονα xΟx΄ στο Α, να δείξετε ότι 
η προβολή του ΜΑ στον άξονα xΟx΄ έχει σταθερό μήκος. 

33) Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑎

𝑥
. Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης σε τυχαίο σημείο της Μ, 

τέμνει τους άξονες στα σημεία Α και Β, να δείξετε ότι το Μ είναι μέσο του ΑΒ. 

34) Θεωρούμε τις συναρτήσεις 𝑐(𝑥) =
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
, 𝑠(𝑥) =

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
, 𝑡(𝑥) =

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
=

𝑠(𝑥)

𝑐(𝑥)
 και 𝜎(𝑥) =

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
=

𝑐(𝑥)

𝑠(𝑥)
, xIR. Να δείξετε ότι: 

i) s(0)=0, c(0)=1, t(0)=0. 
ii) s(-x)=-s(x) και c(-x)=c(x) 
iii) t(-x)=-t(x) και σ(-x)=-σ(x)  
iv) c2(x)-s2(x)=1 

v) c(x)+s(x)=ex, c(x)-s(x)=e-x  
vi) c(x+y)=c(x)c(y)+s(x)s(y) 
vii) c(x-y)=c(x)c(y)-s(x)s(y) 
viii) s(x+y)=s(x)c(y)+c(x)s(y) 
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ix) s(x-y)=s(x)c(y)-c(x)s(y) 

x) 𝑡(𝑥 + 𝑦) =
𝑡(𝑥)+𝑡(𝑦)

1+𝑡(𝑥)𝑡(𝑦)
 

xi) 𝑡(𝑥 − 𝑦) =
𝑡(𝑥)−𝑡(𝑦)

1−𝑡(𝑥)𝑡(𝑦)
 

xii) 𝑐(𝑥) + 𝑐(𝑦) = 2𝑐 (
𝑥+𝑦

2
)𝑐 (

𝑥−𝑦

2
) 

xiii) 𝑐(𝑥) − 𝑐(𝑦) = 2𝑠 (
𝑥+𝑦

2
) 𝑠 (

𝑥−𝑦

2
) 

xiv) c(2x)=c2(x)+s2(x) 

xv) s(2x)=2s(x)c(x) 

xvi) 𝑡(2𝑥) =
2𝑡(𝑥)

1+𝑡2(𝑥)
 

xvii) 𝑐(2𝑥) =
1+𝑡2(𝑥)

1−𝑡2(𝑥)
 

xviii) 𝑐(𝑥) =
1

√1−𝑡2(𝑥)
 

xix) 𝑠(𝑥) =
𝑡(𝑥)

√1−𝑡2(𝑥)

Για την παράγωγο των παραπάνω συναρτήσεων ισχύουν τα: 

i) c΄(x)=s(x) και s΄(x)=c(x) 
ii) t΄(x)=1/c2(x)=1-t2(x) 

iii) σ΄(x)=-1/s2(x)=1-σ2(x) 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ 

 

1. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-
κής παράστασης Cf της f(x)=2x2-x+5 που διέρχε-
ται από το σημείο της Α(3, f(3)). 

2. Ομοίως της f(x)=xlnx, στο σημείο της με τετμη-
μένη e. 

3. Ομοίως της 𝑓(𝑥) =
𝑥−1

𝑥
, στο σημείο της με τε-

ταγμένη 1/2. 
4. Ομοίως της f(x)=-x3+4x, στο σημείο της Α(xo,0). 
5. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-

κής παράστασης Cf της f(x)=x3 στο σημείο της 
Α(xo, f(xo)), όταν f΄(xo)=3. 

6. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-

κής παράστασης Cf της f(x)=ημx, x(0,3π/2)U 
U(3π/2,3π) στο σημείο της Α(xo,f(xo)), όταν 
f΄(xo)=0. 

7. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-
κής παράστασης Cf της f(x)=ex, που σχηματίζει 
γωνία π/4 με τον θετικό ημιάξονα Οx. 

8. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-
κής παράστασης Cf της f(x)=-x2, που σχηματίζει 
γωνία π/3 με τον άξονα yOy΄ (δυο περιπτώσεις). 

9. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-
κής παράστασης Cf της f(x)=-x2+3x-5, που είναι 
παράλληλη στην ευθεία x+y+5=0. 

10. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-
κής παράστασης Cf της f(x)=x3-x, που είναι κά-
θετη στην ευθεία x+2y+6=0. 

11. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-
κής παράστασης Cf της f(x)=lnx, που είναι κάθετη 
στην ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α(1, 2e) 
και  Β(2, e). 

12. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-

κής παράστασης Cf της f(x)=exημx, x[0,π/2)U 
(π/2, π], που είναι παράλληλη στον άξονα xOx΄. 

13. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της 
γραφικής παράστασης Cf της f(x)=x3-7x+6, στα 
σημεία που αυτή τέμνει τους άξονες. 

14. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφι-
κής παράστασης Cf της f(x)=x3 που διέρχεται 
από το σημείο Α(-1, -5). 

15. Να δείξετε ότι η ευθεία 8x+y-11=0, είναι εφαπτο-
μένη της γραφικής παράστασης Cf της f(x)=x4-
6x2+8. 

16. Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συ-
ναρτήσεων f(x)=2x2-4x+5 και g(x)=-x2+2x+2, έ-
χουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο τομής τους. 

17. Να βρείτε την κοινή εφαπτομένη των γραφικών 
παραστάσεων των συναρτήσεων f(x)=x2+4x+33 
και g(x)=-x2-1. 

18. Να βρείτε το αIR, ώστε η εφαπτομένη της γρα-

φικής παράστασης Cf της f(x)=
1

9
(𝛼𝑥 − 𝑥3) στα 

σημεί α που αυτή τέμνει τον άξονα xOx΄, να σχη-
ματίζει με τον θετικό ημιάξονα Οx γωνία 450. 

19. Έστω 𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥3+𝛽

𝑥
. Να βρείτε τα α, βIR, ώ-

στε η γραφική παράσταση Cf της f να διέρχεται 
από το σημείο Α(2, 2) και η εφαπτομένη της στο 
Α να έχει συντελεστή διεύθυνσης -4. 

20. Έστω f(x)=αx2+βx+γ. Να βρείτε τα α, β, γIR, ώ-
στε η γραφική παράσταση Cf της f να διέρχεται 
από το σημείο Α(1, 0) και η εφαπτομένη της στο 
σημείο της Β(2, -1) να είναι κάθετη στην ευθεία 
(ε): x-3y-6=0. 

21.Βρείτε τα α, βIR, ώστε η εφαπτομένη Cf της 

𝑓(𝑥) = {
𝑥𝜂𝜇𝑥 + 𝑎,               𝑥 ≤ 0

𝑥2 + (𝛽 − 2)𝑥 + 2,    𝑥 > 0
 

στο σημείο με xo=0 να ορίζεται. 

22. Έστω f(x)=x3+αx2+βx+γ. Να βρείτε τα α, β, γR, 
ώστε η γραφική παράσταση Cf της f να διέρχεται 
από τα σημεία Α(-1,1),Β(1,-3) και οι εφαπτομένες 
της στα σημεία Α και Β  να είναι κάθετες μεταξύ 
τους. 

23. 23937-2: Δίνεται η συνάρτηση 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 − 1, 𝑥 ∈ IR. 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνη-

σίως αύξουσα.    (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.       

     (Μονάδες 8) 
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γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης 
της γραφικής παράστασης της συνάρτη-

σης 𝑓, στο σημείο της 𝛢(1, 𝑓(1)).     

     (Μονάδες 9) 

24.24757-2: Έστω συνάρτηση 𝑓 παραγωγίσιμη στο  
IR. Η εφαπτομένη της 𝐶𝑓  στο σημείο της 𝛢(0,1) 

σχηματίζει με τον θετικό ημιάξονα Ο𝑥 γωνία 45∘. 
α) Να αποδείξετε ότι 𝑓 ′(0) = 1.  (Μονάδες 8) 

β) Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης της 

𝐶𝑓  στο σημείο της 𝛢(0,1).  (Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)−1

𝑥
= 1 . 

     (Μονάδες 9) 
25.25762-2: Δίνεται η συνάρτηση: 

𝑓(𝑥) = {
−𝑥2 + 𝑥, 𝑥 ≤ 0
𝜂𝜇𝑥, 𝑥 > 0

. 

α) Να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο 𝑥𝑜 = 0.

     (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 

𝑥𝑜 = 0 και 𝑓′(0) = 1.          (Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε την εξίσωση της  εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης της f στο σημείο της  

𝛰(0,0).                                         (Μονάδες 7) 

26.26630-2: Δίνεται η συνάρτηση 

𝑓(x)= {
ex               , αν x < 0

1                 , αν x = 0

συνx           , αν x > 0

 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 να είναι συ-

νεχής στο x0= 0.    (Μονάδες 9)                       

β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγω-

γίσιμη στο x0= 0.    (Μονάδες 9)  

γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης, της 
γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο της με 

τετμημένη x =  
𝜋

2
 .   (Μονάδες 7) 

27.28302-2: Έστω f ∶ IR→ IR μια παραγωγίσιμη συ-

νάρτηση με f (0) = −2 και f ′(0) = 0. Έστω επί-

σης οι συναρτήσεις g ∶ IR→ IR με g(x) = −x  και 

gof ∶ IR→ IR. 

α) Να βρείτε την τιμή ( gof )(0).  (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε την παράγωγο g′(−2). (Μονάδες 6) 

γ) Να βρείτε την παράγωγο της gof στο  x0 = 0 .                                                        

(Μονάδες 6) 

δ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης της gof στο σημείο με 

τετμημένη x0 = 0.   (Μονάδες 7) 

28.28340-4: Έστω μια συνάρτηση f ∶ (−∞ , 0) → IR η 
οποία είναι παραγωγίσιμη στο x0 = −1 και η συ-

νάρτηση g ∶ IR→ IR με g(x) = −x + 1. Δίνεται ότι 

η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f 
στο σημείο Α(−1 , f(−1)), έχει εξίσωση y = g(x). 
α) Να βρείτε το f(−1) και το f ′(−1).    (Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε: 

i. το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων fog 

και gof,                                    (Μονάδες 6) 

ii. τις παραγώγους (fog)′(2) και  (gof)′(−1). 

(Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cfog στο 

σημείο της με τετμημένη x1 = 2 και η εφαπτο-

μένη της Cgof  στο σημείο της με τετμημένη 

x0 = −1, ταυτίζονται.                   (Μονάδες 6) 

29.END. 
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ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 

1. Ορισμός: Αν δύο μεταβλητά μεγέθη x, y συν-

δέονται με τη σχέση y=f(x), όταν f είναι μια συ-

νάρτηση παραγωγίσιμη στο x0, τότε ονομά-

ζουμε ρυθμό μεταβολής του y ως προς το 

x στο σημείο x0 την παράγωγο f ′(x0). 

2. H επιτάχυνση α(t0) ενός κινητού τη χρονική 

στιγμή t0, είναι ο ρυθμός μεταβολής της ταχύ-

τητας υ(t) ως προς το χρόνο t τη χρονική 

στιγμή t0:  α(t0) = υ ′(t0) = S″(t0). 

Υπάρχουν και άλλα μεγέθη στην φυσική που 

το μέτρο τους ορίζεται ως ρυθμός μεταβολής 

άλλου μεγέθους. Πχ: 

 Η δύναμη που δέχεται ένα σώμα, ισούται 

με τον ρυθμό μεταβολής της ορμής του:   F(t0) 

= 
𝑑𝑃(𝑡0)

𝑑𝑡
 = P ′(t0)  . 

 Η ένταση του ρεύματος που διαρρέει έναν 

αγωγό, ισούται με τον ρυθμό μεταβολής του 

φορτίου που διέρχεται από μια διατομή του:   

Ι(t0) = 
𝑑𝑄(𝑡0)

𝑑𝑡
 = Q ′(t0)  . 

 Στην απλή αρμονική ταλάντωση, όπου η 

απομάκρυνση y είναι ημιτονοειδής συνάρ-

τηση του χρόνου, y(t)=Aημ(ωt+φ0), η ταχύ-

τητα είναι:  

u(t)=y΄(t)=(Aημ(ωt+φ0))΄ 

 =Aσυν(ωt+φ0)·(ωt+φ0)΄    

 =Aωσυν(ωt+φ0). 

Και η επιτάχυνση είναι:  

α(t)=u΄(t)=(Aωσυν(ωt+φ0))΄ 

 =-Aωημ(ωt+φ0)·(ωt+φ0)΄,   

 =-Aω2συν(ωt+φ0). 

 Η ισχύς μιας μηχανής, ισούται με τον 

ρυθμό μεταβολής του έργου που παράγει η 

μηχανή: 

P(t0) = 
𝑑𝑊(𝑡0)

𝑑𝑡
 = W ′(t0)  . 

 Η ΗΕΔ (ηλεκτρεγερτική δύναμη) από επα-

γωγή που αναπτύσσεται στα άκρα κινούμε-

νου αγωγού εντός μαγνητικού πεδίου, ισούται 

με τον ρυθμό μεταβολής της μαγνητικής ροής 

Φ που διέρχεται από την επιφάνεια που δια-

γράφει ο αγωγός, κατά την κίνησή του: 

Ε(t0) = 
𝑑𝛷(𝑡0)

𝑑𝑡
 = Φ ′(t0)  . 

3. Ορισμός: Το κόστος παραγωγής Κ(x), η εί-

σπραξη Ε(x) και το κέρδος Ρ(x) εκφράζονται 

συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόμε-

νου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος K′(x0) πα-

ριστάνει το ρυθμό μεταβολής του κόστους Κ 

ως προς την ποσότητα x, όταν x=x0 και λέγε-

ται οριακό κόστος στο x0.  

Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες οριακή εί-

σπραξη Ε΄(x0) στο x0 και οριακό κέρδος 

Ρ΄(x0) στο x0. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Ένα σημείο Α κινείται στη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης y = x2 - 2x , και όταν βρίσκε-

ται στο σημείο (2,0) το x αυξάνεται με ρυθμό 

dx/dt = 3cm/sec .  

i.  Να βρεθεί το dy/dt και να ερμηνευθεί το α-

ποτέλεσμα .  

ii. Μετά να βρεθεί σε ποια θέση οι δύο ρυθμοί 

μεταβολής είναι ίσοι . 

2. Το ύψος του νερού σε ένα κυλινδρικό δοχείο α-

νεβαίνει με ρυθμό 10/π cm/sec. Αν η ακτίνα της 

βάσης του δοχείου είναι 80cm , να υπολογίσετε 

τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνει ο όγκος του νε-

ρού. 

3. Δίνεται η ορθή γωνία xOy και το ευθύγραμμο 

τμήμα ΑΒ μήκους 10m του οποίου τα άκρα Α 

και Β ολισθαίνουν πάνω στις πλευρές Oy ,Ox 

αντίστοιχα. Το σημείο Β κινείται με σταθερή τα-

χύτητα υ = 2m/sec και η θέση του πάνω στον 

άξονα Οx δίνεται από τη συνάρτηση s(t)=υ(t) 

,όπου t ο χρόνος σε sec, 0  t  5 . 

i. Να βρεθεί το εμβαδόν E(t) του τριγώνου 

ΑΟΒ ως συνάρτηση του χρόνου t. 

ii. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού 

E(t) τη στιγμή κατά την οποία το μήκος του 

τμήματος ΟΑ είναι 6m. 

4. Ένα σημείο κινείται στην παραβολή y=2x2+3x. 

Να βρεθεί το σημείο, αν είναι γνωστό ότι ο ρυθ-

μός μεταβολής της τεταγμένης του είναι επτα-

πλάσιος από τον ρυθμός μεταβολής της τετμη-

μένης του. 

5. Δίνεται η συνάρτηση f(θ)=2συν2θ, θR. Εάν το 

θ αυξάνεται σταθερά με τον χρόνο 2,5 rad/sec, 

να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της συνάρτη-

σης f(θ) ως προς τον χρόνο, όταν η γωνία θ ι-

σούται με 
7𝜋

12
rad. 

6. Μια ευθεία κινείται γύρω από το σημείο Κ(1,2) 

και τέμνει τον θετικό ημιάξονα Οx σ’ ένα ση-

μείο Α. Αν το σημείο Α κινείται με σταθερή τα-

χύτητα 2 cm/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβολής 

της γωνίας θ=𝛰�̂�𝛢 ως προς το χρόνο t κατά τη 
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χρονική στιγμή t0 που το σημείο Α βρίσκεται 

στη θέση Α0(5/3, 0). 

7. Μια λάμπα που φωτίζει το δρόμο βρίσκεται σε 

ύψος 5m. Ένας άνθρωπος ύψους 2m απομα-

κρύνεται από αυτήν με ταχύτητα 4m/sec. 

i. Να βρείτε το μήκος της σκιάς του σε συνάρ-

τηση με την απόσταση x του ανθρώπου από 

την βάση της κολώνας. 

ii. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της σκιάς του 

ανθρώπου. 

8. Αν ένα σημείο Α(x(t),y(t)) κινείται πάνω στην 

γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
5

3
𝑥3και την χρονική στιγμή t0 διέρχεται από το 

σημείο με τετμημένη -1 m και η ταχύτητα της 

τετμημένης πάνω στον άξονα των x είναι 

5m/sec ενώ η επιτάχυνσή του 3είναι 

1𝑚
𝑠𝑒𝑐2⁄  τότε βρείτε: 

i. Την τεταγμένη του σημείου την χρονική 

στιγμή t0. 

ii. Την ταχύτητα της τεταγμένης την χρονική 

στιγμή t0. 

iii. Την επιτάχυνση της τεταγμένης την χρονική 

στιγμή t0. 

9. (ΕΜΕ 2008) Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση      

f : R→R για την οποία ισχύει: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(2𝑥+1)−7

𝑥−1
= 10. 

i. Να αποδείξετε ότι: α) f(3) = 7 

  β) f΄(3) = 5. 

ii. Έστω (ε) η εφαπτοµένη της γραφικής παρά-

στασης της f στο σημείο της M(3,f(3)). 

α) Να αποδείξετε ότι η (ε) έχει εξίσωση 

y=5x-8. 

β) Ένα σημείο Σ, που έχει τετμημένη μεγα-

λύτερη του 3, κινείται στην ευθεία (ε). Αν 

ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του 

είναι 2m/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβο-

λής του εμβαδού του τριγώνου ΟΜΣ. 

10. END. 
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Θεώρημα Rolle 
 

1. Θεώρημα Rolle: Αν μια συνάρτηση f είναι: 
● συνεχής στο κλειστό διάστημα [α,β], 
● παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α,β) και 

● f(α)=f(β). 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β), τέτοιο 

ώστε f ′(ξ) = 0. 

2. Γεωμετρική ερμηνεία Θ. Rolle: 

Υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β) τέτοιο, ώστε 

η εφαπτομένη της Cf στο Μ(ξ,f(ξ)) να είναι πα-

ράλληλη στον άξονα των x (σχ. 8). 

 
3. Μια εξίσωση f(x)=0 όπου f συνάρτηση η οποία 

ικανοποιεί το Θ.Rolle σε κατάλληλο διάστημα, 
έχει το πολύ ν ρίζες, όταν δεν έχει ν+1 ρίζες. 
Υποθέτουμε ότι έχει ν+1 ρίζες ρ1, ρ2, ... , ρν+1, 
διαφορετικές ανά δυο και επειδή 
f(ρ1)=f(ρ2)=f(ρν+1)=0 εφαρμόζουμε το Θ.Rolle 
στα διαστήματα που ορίζουν, καταλήγοντας σε 
άτοπο (ασκήσεις 1, 2, 3). 

4. Για να δείξουμε ότι μια εξίσωση f(x)=0 όπου f συ-
νάρτηση η οποία ικανοποιεί το Θ.Rolle σε κατάλ-
ληλο διάστημα, έχει το πολύ ν ρίζες, αρκεί να δεί-
ξουμε ότι η εξίσωση f΄(x)=0 έχει ν-1 ρίζες, γιατί αν 
η f(x)=0 είχε ν+1 ρίζες, τότε εφαρμόζοντας το Θ. 
Rolle στα διαστήματα [ρ1,ρ2], [ρ2,ρ3], …..,[ρν,ρν+1], 
η εξίσωση f΄(x)=0 έχει ν ρίζες, άτοπο (άσκηση 4). 

5. Η έκφραση «μοναδική ρίζα» υπονοεί: 

• τουλάχιστον μια, άρα Bolzano, 

• όχι δυο, άρα Rolle ή μονοτονία 

(ασκήσεις 5, 6, 7, 8, 9  και 12). 

6. Εάν το Θ. Bolzano δεν εφαρμόζεται για την f(x) 
στο δοθέν διάστημα, τότε εφαρμόζουμε το Θ. 
Rolle στο διάστημα αυτό για μια συνάρτηση 
F(x) που έχει παράγωγο την f(x), δηλαδή 
F΄(x)=f(x). Η F λέγεται αρχική συνάρτηση της 
f (ασκήσεις 10, 11, 12 ). 

7.  

Σχέση προς απόδειξη 

Συνάρτηση που 

εφαρμόζουμε 

το Θ. Rolle 

f΄(ξ)=c, c=σταθ. F(x)=f(x)-cx 

f΄(ξ)=cf(ξ) F(x)=e-cxf(x) 

f΄(ξ)(ξ-c)=f(ξ) F(x)=
𝑓(𝑥)

𝑥−𝑐
 

ξf΄(ξ)=νf(ξ), νΝ* F(x)=
𝑓(𝑥)

𝑥𝜈
 

f΄(ξ)(c-ξ)=f(ξ) F(x)=f(x)(x-c) 

f΄(ξ)=νξν-1 F(x)=f(x)-xν 

 

Θεώρημα Μέσης Τιμής (Θ.Μ.Τ.)  

του διαφορικού λογισμού. 

 

1. Θεώρημα μέσης τιμής του διαφορικού λογι-

σμού (Θ.Μ.Τ.): Αν μια συνάρτηση f είναι: 

• συνεχής στο κλειστό διάστημα [α,β] και 

• παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α,β), 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β), τέτοιο 

ώστε f ′(ξ) = 
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
. 

2. Γεωμετρική ερμηνεία Θ.Μ.Τ. : Υπάρχει ένα 

τουλάχιστον ξ∈(α,β) τέτοιο, ώστε η εφαπτο-

μένη της γραφικής παράστασης της f στο ση-

μείο Μ(ξ,f(ξ)) να είναι παράλληλη της ευθείας 

ΑΒ (σχ. 9). 

 
3. Αν f παραγωγίσιμη στο [α,β], τότε εφαρμόζε-

ται το ΘΜΤ στο [α, β]. 
4.  Το ΘΜΤ μπορεί να διατυπωθεί και  

f΄(ξ) = 
𝑓(𝛼)−𝑓(𝛽)

𝛼−𝛽
  ή   

f(β)=f(α)+(β-α)f΄(ξ). 
5. Οι συνθήκες του ΘΜΤ είναι ικανές, δεν είναι 

όμως αναγκαίες. Πχ η συνάρτηση f(x)==

{
4𝑥 + 12, 𝑥 < 0

𝑥2 ,        𝑥 ≥ 0
, δεν είναι συνεχής στο 0, υ-

πάρχει όμως ξ(-2, 4) τέτοιο ώστε f΄(ξ) =
𝑓(4)−𝑓(−2)

4−(−2)
, το ξ=1. 

6. Ένδειξη εφαρμογής ΘΜΤ είναι η διαφορά 
f(β)-f(α). Να έχετε υπόψιν σας ότι lne=1, 
α0=e0=x0=1, ln1=0, ln(β/α)=lnβ-lnα. 

σχ. 8 

σχ. 9 
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7.  Για την απόδειξη ανισοτήτων με την βοήθεια 
του ΘΜΤ, χρησιμοποιούμε την ανισότητα 
α<ξ<β. 

8.  Όταν θέλουμε να αποδείξουμε μια ανισότητα 

της μορφής Α(x)Β(x) ή Α(x)Β(x), εφαρμό-
ζουμε το ΘΜΤ για την συνάρτηση f(x)=       
=Α(x)-Β(x) σε κατάλληλο διάστημα. 

9. Όταν θέλουμε να δείξουμε μια σχέση της μορ-
φής f΄(ξ1)+f΄(ξ2)+…+f΄(ξν)=0, χωρίζουμε το 

διάστημα [α, β] σε ν ίδιου πλάτους υποδια-
στήματα και εφαρμόζουμε σε αυτά το ΘΜΤ. 

10.  Πολλές φορές πίσω από μια σχέση της μορ-
φής f΄΄(ξ)=0, κρύβεται το ΘΜΤ για την f σε 
συνδυασμό με Θ.Rolle για την f΄. 

11.  Για ανισότητες μιας μεταβλητής, θεωρούμε 
την συνάρτηση της διαφοράς και αν η παρά-
γωγος αυτής μηδενίζεται για εσωτερικό ση-
μείο xo του πεδίου ορισμού της, εφαρμόζουμε 
το ΘΜΤ στα διαστήματα [x, xo] αν  x<xo και [xo, 
x] αν x>xo.(άσκηση 15). 

 
Ασκήσεις Θ. Rolle 

 

1. Έστω f συνάρτηση ορισμένη σε διάστημα Δ, και 

δυο φορές παραγωγίσιμη στο Δ. Αν f΄΄(x)0, για 

κάθε xΔ, να δείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0, έχει το 
πολύ δυο ρίζες στο Δ. 

2. Να δείξετε ότι η εξίσωση x5+4x3+2x+1=0 έχει μία 
το πολύ ρίζα στο R. 

3. Να δείξετε ότι η εξίσωση x10-3x+8=0 έχει το πολύ 
δυο πραγματικές ρίζες. 

4. Να δείξετε ότι η εξίσωση 3x2-x+2-ex+1=0, έχει το 
πολύ τρεις πραγματικές ρίζες. 

5. Να δείξετε ότι η εξίσωση x3-2x2-4x+1=0 έχει μο-
ναδική πραγματική ρίζα στο (0, 2). 

6. Να δείξετε ότι η εξίσωση x5+10x-3=0 έχει μονα-
δική πραγματική ρίζα. 

7. Να δείξετε ότι η εξίσωση x3+3x+α=0, αR, έχει 
μοναδική πραγματική ρίζα. 

8. Εάν β2-3αγ<0, να δείξετε ότι η εξίσωση 

αx3+βx2+γx+δ=0, α0, έχει μοναδική ρίζα στο R. 

9. Να δείξετε ότι η εξίσωση ημ7x-11x+1=0, α0, έχει 
μοναδική ρίζα στο (0, π). 

10. Εάν α+β=1, να δείξετε ότι η εξίσωση 3αx2+2βx-
1=0, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο R. 

11. Να δείξετε ότι η εξίσωση 6αx2+6βx-2α-3β=0, έχει 
μια τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1). 

12. Να δείξετε ότι η εξίσωση x2=xημx+συνx, έχει δυο 
ακριβώς πραγματικές ρίζες, μια στο διάστημα (-
π, 0) και μια στο (0, π). 

13. Εάν η f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο 

(α, β) και f(x)>0, για κάθε x(α, β), να δείξετε ότι 

υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε: 
𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
=

1

𝛼 − 𝜉
+

1

𝛽 − 𝜉
. 

14. Έστω φ: R→R παραγωγίσιμη στο R με φ(0)=0.  

a)  Να βρεθεί το φ(π/2), αν είναι γνωστό ότι η 
συνάρτηση g(x)=φ(x)-ημx ικανοποιεί τις προ-
ϋποθέσεις του Θ. Rolle στο [0, π/2]. 

b) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(0, π/2), τέτοιο ώστε 
φ΄(ξ)=συνξ. 

15. Έστω f, g συνεχείς στο [α, β], παραγωγίσιμες στο 

(α, β) με g(x)0 και  g΄(x)0 για κάθε x(α, β) και 

f(α)=g(β)=0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(α, β), 

 τέτοιο ώστε 
𝑓′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
+
𝑓(𝜉)

𝑔(𝜉)
 =0. 

16.Έστω f συνεχής στο [0,α], παραγωγίσιμη στο (0,α) 

και f(0)=0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(0,α), τέτοιο 
ώστε f(ξ)=(α-ξ)f΄(ξ). 

17. Εάν f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, 

β) με f(α)=f(β)=0, τότε υπάρχει xo(α, β), στο ο-
ποίο f΄(xo)=2f(xo). 

18. Έστω f συνεχής στο [2, 3], παραγωγίσιμη στο       

(2, 3) και 3f(2)=2f(3). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(2, 
3), τέτοιο ώστε ξf΄(ξ)=f(ξ). 

19. Έστω f, g ορισμένες και συνεχείς στο [α, β], και 

παραγωγίσιμες στο (α, β). Εάν g΄(x)0, για κάθε 

x(α, β), να δείξετε ότι: 

A. g(α)  g(β) 

B. υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε 
𝑓(𝛽)−𝑓(𝑎)

𝑔(𝛽)−𝑔(𝑎)
=

=
𝑓′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
. 

20.Έστω f, g συνεχείς στο [α, β], παραγωγίσιμες στο 

(α, β) με f(x)g(x)0 για κάθε x [α, β] και 
𝑓(𝛼)

𝑔(𝛼)
=

=
𝑓(𝛽)

𝑔(𝛽)
. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(α,β), τέτοιο ώ-

στε 
𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
=

𝑔′(𝜉)

𝑔(𝜉)
. 

Ασκήσεις ΘΜΤ 

 

1. Έστω 𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥2 − 𝛽,  x ≥ 1

4x+ β,    x < 1
. Να υπολογίσετε 

τα α, βR, ώστε να εφαρμόζεται για την f το ΘΜΤ 
στο [0, 2]. Στην συνέχεια να υπολογίσετε το 

ξ(0, 2), για το οποίο ισχύει f(2)-f(0)=2f΄(ξ). 

2. Έστω f συνεχής στο [α, β] και δυο φορές παρα-

γωγίσιμη στο (α, β). Αν γ(α, β), τέτοιο ώστε τα 
α, γ, β και f(α), f(γ), f(β) να είναι διαδοχικοί όροι 
αριθμητικών προόδων, να δείξετε ότι υπάρχει    

ξ(α, β), τέτοιο ώστε f΄΄(ξ)=0. 
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3. Αν η f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] 

και 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝛽) = 2𝑓 (
𝑎+𝛽

2
), να δείξετε ότι 

υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε f΄΄(ξ)=0. 
4. Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συνεχής στο 

[1, 5] με f(1)=2 και 3f΄(x)5 για κάθε x(1, 5). 

Να δείξετε ότι 14f(5)22. 
5. Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συνεχής στο 

[2, 5] παραγωγίσιμη στο (2, 5) με f(2)=2 και 

5f(5)17 για κάθε x(2, 5). Να δείξετε ότι υπάρ-

χει ξ(2,5) με 1f΄(ξ)5. 

6. Εάν για την συνάρτηση f ισχύει f΄(x)Μ, για κάθε 

x[α, β], όπου Μ σταθερός πραγματικός, να δεί-

ξετε ότι f(β)f(α)+Μ(β-α). 

7. Εάν για την συνάρτηση f ισχύει f΄(x)Μ, για 

κάθε x[α, β], όπου Μ σταθερός πραγματικός, 
να δείξετε ότι: 

f(α)-Μ(β-α)f(β)f(α)+Μ(β-α). 

8. Για την f: [0, 3]→R ισχύει το Θ. Rolle στο    

[0,3].Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2,ξ3[0, 3], τέ-
τοια ώστε f΄(ξ1)+f΄(ξ2)+f΄(ξ3)=0. 

9. Εάν 0x1, να δείξετε ότι  
𝑥

2
≤ 𝑙𝑛(𝑥 + 1) ≤ 𝑥. 

10. Εάν –π/4<α<β<π/4, να δείξετε ότι: 
(β-α)ημ2α<ημ2β-ημ2α<(β-α)ημ2β. 

11. Έστω f: [α, β]→R, με f([α, β])=(0, +), συνεχής 
στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β). Να δείξετε 

ότι υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε 
𝑓(𝛽)

𝑓(𝛼)
= 𝑒𝜆(𝛽−𝛼), 

όπου 𝜆 =
𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
. 

12. Έστω f: (0, +)→R, συνεχής, παραγωγίσιμη και 

f ΄ γνησίως αύξουσα στο (0, +). Εάν υπάρχουν 

α, β, γ, δ(0, +), με α<β<γ<δ και α+δ=β+γ, να 
δείξετε ότι f(β)+f(γ)<f(α)+f(δ). 

13. Εάν x(0, π/2), να δείξετε ότι: 
i. εφx+2ημx>3x 

ii. συνx+xημx>1. 

14. Εάν x0, να δείξετε ότι: 

1+ln2x  2x  1+2xln2x. 

15. Για x>0, να δείξετε ότι xlnx  x-1. 
16. Δίνεται η συνάρτηση f δυο φορές παραγωγίσιμη 

στο R, με f΄΄(x)0, για κάθε xR. Να δείξετε ότι 
δεν υπάρχουν τρία σημεία της γραφικής παρά-
στασης της f που να είναι συνευθειακά. 

17. Να δείξετε ότι για κάθε 0 < x < π/2, ισχύει: 

1 <
𝜀𝜑𝑥

𝑥
< 1 + 𝜀𝜑2𝑥 

18. Έστω f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο 
(α, β) με f(α)=2β και f(β)=2α. Να δείξετε ότι υ-

πάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της 
γραφικής παράστασης της f στο σημείο της 
Μ(ξ,f(ξ)), είναι κάθετη στην ευθεία  (ε): –x+2y-
1=0. 

19. Να δείξετε ότι για κάθε xR, ex  x+1. 

20. Έστω f: [0, +)→R, συνεχής στο [0, +), παρα-

γωγίσιμη στο (0, +), f(0)=0 και f΄ γνησίως αύ-

ξουσα στο [0, +). Να δείξετε ότι η συνάρτηση 

𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑥
, είναι γνησίως αύξουσα στο διά-

στημα (0, +). 

21. 24283-2: Δίνεται η συνάρτηση: 

𝑓(𝑥) = {
  𝑥2 − 3,   αν 𝑥 ∈ [−1,2]

𝑥 − 1,    αν 𝑥 ∈ 2,5
. 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι 

συνεχής.         (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 δεν εί-

ναι παραγωγίσιμη στη θέση 𝑥0 = 2.  

(Μονάδες 09) 

γ) Να εξετάσετε ποιες από τις υποθέσεις 

του θεωρήματος μέσης τιμής, ικανοποιεί 

η συνάρτηση 𝑓 στο διάστημα [−1,5]. 

(Μονάδες 06) 

22. END. 
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ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ ΘΜΤ 

 

1. Θεώρημα: Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε 
ένα διάστημα Δ. Αν 

• η f είναι συνεχής στο Δ και 

• f ′( x) = 0 για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό σημείο 

x του Δ, τότε η f είναι σταθερή σε όλο το 

διάστημα Δ . 

Απόδειξη: Αρκεί να αποδείξουμε ότι για ο-

ποιαδήποτε x1,x2∈∆ ισχύει f(x1) = f(x2).  

• Αν x1=x2, τότε προφανώς f(x1)=f(x2). 

• Αν x1<x2, τότε στο διάστημα [x1,x2] η f ικανο-

ποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ.. Επομένως, υ-

πάρχει ξ∈(x1,x2) τέτοιο ώστε: 

 f ′(ξ) =
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
………………….(1) 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του Δ, ι-

σχύει f ′(ξ) = 0 οπότε λόγω της (1), είναι f(x2)-

f(x1)=0  f(x2) = f(x1).  

• Αν x2<x1, τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι f(x1) 

= f(x2).  

Σε όλες, λοιπόν, τις περιπτώσεις είναι f(x1) = 

f(x2). 

2. Το προηγούμενο θεώρημα, ισχύει σε διάστημα 

και όχι σε ένωση διαστημάτων. Πχ η συνάρ-

τηση 𝑓(𝑥) = {
1,  αν x > 0
-1,  αν x < 0

 έχει f ΄(x)=0 στην έ-

νωση (-∞,0)∪(0,+∞), εντούτοις η f δεν είναι στα-

θερή στο (−∞,0)∪(0,+∞). 

3. Πόρισμα: Έστω δυο συναρτήσεις f, g ορισμένες 

σε ένα διάστημα Δ. Αν 

• οι f, g είναι συνεχείς στο Δ και 

• f ′(x) = g′(x) για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό σημείο 

x του Δ, τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

για κάθε x ∈ ∆ να ισχύει f(x) = g(x) + c. 

Απόδειξη: Η συνάρτηση f – g είναι συνεχής 

στο Δ και για κάθε εσωτερικό σημείο x ∈ ∆ ι-

σχύει (f-g)′(x) = f ′(x)-g′(x) = 0. 

Επομένως, η συνάρτηση f - g είναι σταθερή 

στο Δ. Άρα, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

για κάθε x ∈ ∆ να ισχύει: 

f(x) - g(x)=c, οπότε f(x)=g(x)+c. 

4. Μια συνάρτηση F με F΄(x)=f(x) για κάθε εσωτε-
ρικό σημείο του Δ, λέγεται παράγουσα ή αρχική 
συνάρτηση της f, 

5. Μια συνάρτηση f έχει άπειρες αρχικές συναρ-
τήσεις που έχουν τις εξής ιδιότητες: 

 Διαφέρουν μεταξύ τους κατά σταθερή ποσό-
τητα c, 

 Εάν CF είναι η γραφική παράσταση μιας αρχι-
κής, τότε οι γραφικές παραστάσεις των άλλων 

αρχικών είναι μετατοπίσεις της CF κατά c μονά-
δες στον άξονα των y, 

 Στα σημεία των γραφικών παραστάσεών τους 
με ίδια τετμημένη xo έχουν παράλληλες εφα-
πτομένες.  

 
6. ο παρακάτω πίνακας δίνει τις αρχικές F 
βασικών συναρτήσεων f: 

f F 

0 c 

1 x+c 

xν 
𝑥𝜈+1

𝜈 + 1
+ 𝑐 

1

2√𝑥
 

 

√𝑥+c 

ex ex 

1

𝑥
, x>0 lnx 

ημx -συνx 

συνx ημx 

 

αx , 0<α 1 

𝛼𝑥

𝑙𝑛 𝑎
 

1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
 εφx+c 

1

𝜂𝜇2𝑥
 -σφx+c 

7. Επίσης χρησιμοποιούνται και οι σχέσεις: 

i. 
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
= [𝑙𝑛 𝑓 (𝑥)]′,     𝑓(𝑥) > 0 

ii. 
𝑓′(𝑥)

2√𝑓(𝑥)
= [√𝑓(𝑥)]′,      𝑓(𝑥) > 0 

c 

xo  O 

y 

x 

CF 
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iii. 𝑒𝑓(𝑥)𝑓 ′(𝑥) = [𝑒𝑓(𝑥)]
′
 

iv. 𝑓𝜈(𝑥)𝑓 ′(𝑥) = [
𝑓𝜈+1(𝑥)

𝜈+1
]
′

, νΙΝ*. 

v. f΄(x)ημf(x)=[-συνf(x)]΄ 
vi. f΄(x)συνf(x)=[ημf(x)]΄ 

vii. 𝛼𝑓(𝑥)𝑓 ′(𝑥) = [
𝑎𝑓(𝑥)

𝑙𝑛𝑎
]
′

 

viii. 
𝑓′(𝑥)

𝜎𝜐𝜈2𝑓(𝑥)
= [𝜀𝜑𝑓(𝑥)]′ 

ix. 
𝑓′(𝑥)

𝜂𝜇2𝑓(𝑥)
= [−𝜎𝜑𝑓(𝑥)]′ 

x. 
𝑓′(𝑥)

𝑓2(𝑥)
= [−

1

𝑓(𝑥)
]
′

, 𝑓(𝑥) ≠ 0 

xi. f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x)=[f(x)g(x)]΄ 

xii. 
𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥)−𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

𝑔2(𝑥)
= [

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
]
′
 με 𝑔(𝑥) ≠ 0. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=2(συν4x-
ημ4x)+ +ημ2x-3συν2x+4 είναι σταθερή και να 
βρείτε τον τύπο της. 

2. Να υπολογίσετε το λΙR, ώστε η συνάρτηση 
f(x)=συν6x+ημ6x+λ(ημ4x+συν4x) να είναι στα-
θερή και να βρείτε την f. 

3. Εάν για τις συναρτήσεις f, g ισχύουν f΄(x)=g2(x), 

g΄(x)=f2(x), για κάθε xR, να δείξετε ότι η συ-
νάρτηση f3(x)-g3(x) είναι σταθερή. 

4. Δίνεται η συνάρτηση f δυο φορές παραγωγί-

σιμη στο R με f΄΄(x)=f(x) για κάθε xΙR. Να δεί-
ξετε ότι η συνάρτηση:  

g(x)= 
3

2
𝑓2(𝑥) −

3

2
[𝑓 ′(𝑥)]

2
είναι σταθερή. 

5. Να βρεθεί συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο ΙR 

και ισχύει xf΄(x)=2f(x) για κάθε xΙR* και 
f(1)=2016. 

6. Αν f΄(x)+ex=2συν2x+
𝑥

𝑥2+1
 για κάθε xΙR, να 

βρείτε τον τύπο της f αν f(0)=0. 

7. Έστω f: R→R με f΄(x)+f(x)=0 για κάθε xΙR. Να 
βρείτε την f(x) αν f(0)=1. 

8. Να προσδιοριστεί συνάρτηση f τέτοια ώστε 

f΄(x)=ex(ημx-συνx) για κάθε xΙR και f(π/2)=1. 

9. Να βρείτε την συνάρτηση f: ΙR→ΙR με 

f(ΙR)=ΙR+
∗

, 
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
= 1 + 𝑒𝑥 για κάθε xR και 

f(ln3)=3. 
10. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f αν                

f ΄΄(x)=1 για κάθε xR, f(0)=1 και f(1)=0. 
11. Να βρείτε συνάρτηση f με  

• f΄΄(x)=ex+2x για κάθε xR και 

• η γραφική παράσταση αυτής τέμνει τον ά-
ξονα xx΄ στα σημεία με τετμημένες xo=1 και 
x1=0. 

12. Η συνάρτηση f: (-π/2,π/2)→R είναι δυο φορές 
παραγωγίσιμη με f΄(0)=0 και f΄΄(x)+f(x)=0 για 

κάθε x(-π/2, π/2).  
Να δείξετε ότι f(x)=κσυνx, κ=σταθερά. 

13. Δίνεται η συνάρτηση f:(0,+)→ ΙR με f΄(x)= 

=2xf(x) για κάθε x(0,+). 

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=f(x)e-x2
 εί-

ναι σταθερή. 
ii. Να βρείτε τον τύπο της f, αν f(1)=-1. 

14. Δίνεται f: ΙR*→ΙR με 
𝑓 ′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=

𝑒−𝑥+𝑒𝑥

𝑒−𝑥−𝑒𝑥
 για κάθε 

x0.  Να  βρείτε  τον  τύπο  της  f, αν 𝑓(𝑙𝑛 2) =  

= −
2

3
. 

15. Δίνεται f:R→R με 
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=

𝑒2𝑥+1

𝑒2𝑥
 για κάθε 

x0. Να βρείτε τον τύπο της f, αν 𝑓(𝑙𝑛 2) = 2. 

16. Δίνεται f: ΙR→ΙR με f΄΄(x)0 για κάθε xΙR και     
f΄(-1)=f΄(1)=0. Να δείξετε ότι f(-1/2)=f(1/2). 

17. Έστω f, g συναρτήσεις δυο φορές παραγωγί-
σιμες στο ΙR, τέτοιες ώστε f(0)=g(0) και 

f΄΄(x)=g΄΄(x) για κάθε xΙR. Να δείξετε ότι: 

• υπάρχει cΙR τέτοιο ώστε f(x)-g(x)=cx για 

κάθε xΙR, 

• αν ρ1, ρ2 με ρ1<0<ρ2 ρίζες της g(x) τότε η ε-
ξίσωση f(x)=0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
διάστημα [ρ1, ρ2]. 

18. Εάν f΄΄΄(x)=0 για κάθε xΙR, να βρείτε τoν 
τύπο της f εάν f(1)=0, f(3)=2 και f(-1)=6. 

19. Εάν f΄΄΄(x)=0 για κάθε xΙR, να βρείτε την f εάν 
η γραφική παράσταση της f διέρχεται από την 
αρχή Ο(0,0), και η εφαπτομένη στο σημείο της 
Μ(1,2) σχηματίζει με τον θετικό ημιάξονα των x 
γωνία π/4. 

20. (ΕΜΕ) Να βρεθεί συνάρτηση f παραγωγί-

σιμη στο ΙR με f(x)>0 για κάθε xΙR, της οποίας 
η γραφική της παράσταση σε κάθε σημείο της 
Μ(x,f(x)) έχει εφαπτομένη με συντελεστή διεύ-

θυνσης 4𝑥√𝑓(𝑥) για κάθε xΙR και ισχύει 

f(1)=9. 
21. (ΕΜΕ) Θεωρούμε συνάρτηση f δυο φορές 

παραγωγίσιμη στο ΙR και την F(x)=f2(x)+(f΄(x))2, 

για κάθε xΙR. Εάν f΄΄(x)+f(x)=0 για κάθε xΙR, 
να αποδείξετε ότι η F είναι σταθερή συνάρτηση. 
Ποιος είναι ο τύπος της f εάν f(0)=f΄(0)=0;  

22. (ΕΜΕ) Έστω f, g συναρτήσεις δυο φορές 
παραγωγίσιμες στο ΙR, τέτοιες ώστε f΄΄(x)g(x)= 

=f(x)g΄΄(x) για κάθε xΙR, f΄(0)g(0)=f(0)g΄(0) και 

g(x)0 για κάθε xΙR. Να αποδείξετε ότι υπάρ-

χει λΙR τέτοιος ώστε f(x)=λg(x) για κάθε xΙR.  
23. (ΕΜΕ) Θεωρούμε συνάρτηση f παραγωγί-

σιμη στο ΙR για την οποία ισχύει f΄(x)<x για κάθε 

xΙR. Να αποδείξετε ότι f(4)-f(2)<6. 
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24. Έστω f: ΙR→ΙR με f΄(x)=3f(x) για κάθε xΙR. 

a) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
𝑓(𝑥)

𝑒3𝑥
 είναι 

σταθερή και να βρείτε τον τύπο της f. 
b) Εάν f(x) είναι η λύση του (α) ερωτήματος, για 

την οποία f(0)=3, να λυθεί στο ΙR η εξίσωση 
f2(x)-4f(x)-5=0. 

25. Να βρείτε τον τύπο της η συνάρτησης 

f:(1,+)→ ΙR με  
𝑓(𝑥)

𝑓′(𝑥)
+ ΙΙ𝑥 𝑙𝑛 𝑥 = 0για κάθε x>1 

και η  εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 
στο σημείο της Μ(e,f(e)) είναι κάθετη στην ευ-
θεία (ε): x-y=2016. 

26. Δίνεται   η     συνάρτηση  g:(-π/2,π/2)→ ΙR 
με  g΄(x)συνx+g(x)ημx=g(x)συνx      για      κάθε 

x(-π/2,π/2). 

i. Να δείξετε ότι (
𝑔(𝑥)

𝜎𝜐𝜈𝑥
)

′

=
𝑔(𝑥)

𝜎𝜐𝜈𝑥
 για      κά-

θε x(-π/2,π/2). 
ii. Να βρείτε τον τύπο της g, αν g(0)=2023. 

27. Δίνεται f : ΙR→ΙR με 

(𝑓(𝑥) − 𝑒𝑥) ⋅ (𝑓 ′(𝑥) − 𝑒𝑥) = 0 

για κάθε xΙR και f(0)=2. 

i. Να δείξετε ότι (𝑓(𝑥) − 𝑒𝑥)2 = 1. 
ii. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=f(x)-ex δια-

τηρεί σταθερό πρόσημο στο ΙR. 
iii. Να βρείτε τον τύπο της f. 

28. Δίνεται η συνάρτηση f:[0,+)→R με f(1)=e 

και x(f΄(x)-f(x))=f(x) για κάθε x0. 
i. Να υπολογίσετε το f(0). 

ii. Να δείξετε ότι (
𝑓(𝑥)

𝑥
)

′

=
𝑓(𝑥)

𝑥
 για κάθε x>0. 

iii. Να βρείτε τον τύπο της f. 

29. Δίνεται η συνάρτηση f : ΙR→ΙR με f(x+y)= 

=f(x)+f(y) για κάθε x,yΙR. 
i. Να δείξετε ότι f(0)=0. 

ii. Να δείξετε ότι η f είναι περιττή. 
iii.  Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0=0, με 

f΄(0)=2, τότε: 
α) Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 

R με f΄(x)=2 για κάθε xΙR. 
β) Να βρείτε τον τύπο της f. 

30. Δίνεται f: ΙR→ΙR με f΄(x+y)=
1

2
f(x)f(y) για κάθε 

x,yΙR. H ευθεία (ε): y=2x+2 είναι εφαπτομένη 
της γραφικής παράστασης της συνάρτησης στο 
σημείο της Μ(0,f(0)). 

i. Να βρείτε το f(0). 
ii. Να βρεθεί ο τύπος της f. 

31. Έστω f : ΙR→ΙR με f(x)f΄(-x)=1 για κάθε xΙR 
και f(0)=1. Να δείξετε ότι: 

i. f(-x)f΄(x)=1 για κάθε xΙR. 

ii. f(x)f(-x)=1 για κάθε xΙR. 

iii. f(x)=ex για κάθε xΙR. 
32. Έστω f συνεχής στο ΙR και  ισχύει (x-2)f΄(x)= 

=2x2-5x+2, για κάθε xΙR. Να βρείτε τον 
τύπο της f, εάν f(3)=7. 

33. Θεωρούμε τη συνάρτηση f : ΙR→ΙR, με f(x)≠1 

για κάθε xΙR και f΄(x)=f(x)(1-f(x)) για κάθε 

xΙR. 

i. Να δείξετε ότι (
𝑓(𝑥)

1−𝑓(𝑥)
) ΄ =

𝑓(𝑥)

1−𝑓(𝑥)
 . 

ii. Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f, εάν 
f(0)=1/2. 

 

ΘΕΜΑΤΑ ΣΤΙΣ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ 
 

34. (Θέμα 4ον α ερώτημα 2005) Δίνεται μια συ-
νάρτηση f παραγωγίσιμη στο ΙR τέτοια ώστε 

2𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥−𝑓(𝑥) για κάθε xΙR και f(0)=0. 

Να δείξετε ότι 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛 (
1+𝑒𝑥

2
).  

Μονάδες 6 
35. (Θέμα Δ 2010) Δίνεται μια συνάρτηση f παρα-

γωγίσιμη στο ΙR με f(0)=3, f(x)x και 𝑓 ′(𝑥) =

=
𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)−𝑥
 για κάθε xΙR.  

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=(f(x))2-         

-2xf(x), xΙR, είναι σταθερή.        
Μονάδες 6 

ii. Να δείξετε ότι 𝑓(𝑥) = 𝑥 + √𝑥2 + 9, xΙR.
       Μονάδες 7 

36. (Θέμα Γ 2013) Θεωρούμε τις συναρτήσεις       

f,g : ΙR→ΙR, με f παραγωγίσιμη τέτοιες ώστε: 

• (f(x)+x)(f΄(x)+1)=x για κάθε xΙR. 

• f(0)=1 και 

• 𝑔(𝑥) = 𝑥3 +
3𝑥2

2
− 1. 

i. Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1− 𝑥, xR
     Μονάδες 9  

ii. Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσω-
σης f(g(x))=1.   Μονάδες 8 

37. (Θέμα Δ1 2015) Θεωρούμε την συνάρτηση 

f:ΙR→ΙR, παραγωγίσιμη στο ΙR για την οποία ι-
σχύουν: 

• 𝑓 ′(𝑥)(𝑒𝑓(𝑥) + 𝑒−𝑓(𝑥)) = 2 για κάθε xΙR. 

• f(0)=0. 

Δ1. Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 + 1), 

xΙR.    Μονάδες 5
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ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ & ΤΟΠΙΚΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

1) Περιοχή κέντρου x0 και ακτίνας δ, (δ>0) - συμ-
βολικά π(x0,δ) – ονομάζουμε το διάστημα (x0-
δ,x0+δ), με δ όσο μικρό θέλουμε.  

        

2) Οι σχέσεις x(x0-δ,x0+δ) και |x-x0|<δ είναι ισο-
δύναμες. 

3) Έστω διάστημα Δ. Εσωτερικό σημείο  του 

διαστήματος Δ ονομάζουμε κάθε x0Δ, για το 
οποίο υπάρχει περιοχή κέντρου x0 και ακτίνας 

δ, τέτοια ώστε π(x0,δ)Δ. 

Πχ κάθε x0(α,β) είναι εσωτερικό των διαστη-

μάτων (α,β), [α,β], (α,β], [α,β). 

Τα άκρα α και β δεν είναι εσωτερικά σημεία 

των διαστημάτων (α,β), [α,β], (α,β], [α,β). 

4) Θεώρημα (μονοτονία και παράγωγος): Έστω 
μια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα 
διάστημα Δ. 
● Αν f ′(x)>0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του 

Δ,  τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε  

όλο το Δ. 

● Αν f ′(x)<0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του 

Δ, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το 

διάστημα Δ. 

Απόδειξη: 

● Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην περί-

πτωση που είναι f ′(x)>0. 

Έστω x1, x2∈∆ με x1<x2. Θα δείξουμε ότι 

f(x1)<f(x2).  

Πράγματι, στο διάστημα [x1,x2] η f ικανοποιεί 

τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ.. Επομένως υ-

πάρχει ξ∈(x1,x2) τέτοιο ώστε: 

 f ′(ξ) = 
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
………………….(1) 

Επειδή f ′(ξ)>0, ⇒
(1)

 
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
>0 και επειδή 

x2 – x1 > 0, έχουμε f(x2) – f(x1)>0, οπότε f(x1) 

< f(x2). 

• Στην περίπτωση που είναι f ′(x) < 0 εργαζό-

μαστε αναλόγως. 

5. Η πρόταση «αν η συνάρτηση f είναι γνησίως 

αύξουσα (αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα) στο 

Δ, τότε η παράγωγός της είναι θετική (αντι-

στοίχως αρνητική) στο εσωτερικό του Δ» είναι 

αληθής ή ψευδής; Δικαιολογήστε την επιλογή 

σας. 

Απάντηση: Είναι ψευδής. Για παράδειγμα, η 

συνάρτηση f(x)=x3, xR, αν και είναι γνησίως 

αύξουσα στο R , εντούτοις έχει παράγωγο f 

′(x)=3x2 η οποία δεν είναι θετική σε όλο το R , 

αφού f ′(0) = 0. Ισχύει όμως f ′(x) ≥ 0, με 

f΄(x)=0 μόνο για πεπερασμένο πλήθος τιμών. 

6. Το προηγούμενο Θεώρημα, ισχύει και στην 

περίπτωση που f ΄(x) ≥ 0 (f΄(x) ≤0), αλλά τα 

σημεία μηδενισμού της f ΄(x) στο Δ, να είναι 

πεπερασμένου πλήθους. Πχ η f(x)=x-συνx,  

x[0,6π], είναι f ΄(x)=1+ημx≥0 με f ΄(x)=0 για 

x1=3π/2, x2=7π/2 και x3=11π/2. Άρα είναι ➶ 

στο [0,6π]. 

7. Ορισμός: Μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού 

Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο x0∈A τοπικό 

μέγιστο, όταν υπάρχει δ>0, τέτοιο ώστε 

f(x)≤f(x0) για κάθε x∈A∩(x0-δ,x0+δ). Το x0 λέ-

γεται θέση ή σημείο τοπικού μεγίστου, ενώ 

το f(x0) τοπικό μέγιστο της συνάρτησης f. 

8. Ορισμός: Μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού 

Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο x0∈A τοπικό 

ελάχιστο, όταν υπάρχει δ>0, τέτοιο ώστε 

f(x)f(x0) για κάθε x∈A∩(x0-δ,x0+δ). Το x0 λέ-

γεται θέση ή σημείο τοπικού ελαχίστου, 

ενώ το f(x0) τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης f. 

9. Ορισμός: Τα τοπικά μέγιστα και τοπικά ελάχι-

στα της συνάρτησης f λέγονται τοπικά ακρό-

τατα ή, απλά, ακρότατα αυτής, ενώ τα ση-

μεία στα οποία η f παρουσιάζει τοπικά ακρό-

τατα λέγονται θέσεις τοπικών ακροτάτων. 

Το μέγιστο και το ελάχιστο της f λέγονται ο-

λικά ακρότατα αυτής. 

10. Η πρόταση «αν η συνάρτηση f έχει τοπικά α-

κρότατα, τότε θα έχει και ολικά ακρότατα» εί-

ναι αληθής ή ψευδής; Δικαιολογήστε την επι-

λογή σας. 

Απάντηση: Είναι ψευδής. Για παράδειγμα, η 

συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
𝑥2 ,  αν x ≤ 1
1

𝑥
,  aν x > 1

, έχει τοπικό 

μέγιστο το f(1)=1, τοπικό ελάχιστο f(0)=0, 

αλλά δεν έχει ολικό μέγιστο (σχ. 10). 

 

x0 

• • • 

x0-δ x0+δ 

δ δ 

σχ. 10 
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11. Ένα τοπικό μέγιστο μπορεί να είναι μικρότερο 

από ένα τοπικό ελάχιστο. Πχ η συνάρτηση 

f(x)=3x+2xημx (σχ.11) 

 
12. Αν μια συνάρτηση f παρουσιάζει μέγιστο, τότε 

αυτό θα είναι το μεγαλύτερο από τα τοπικά 

μέγιστα, ενώ αν παρουσιάζει ελάχιστο, τότε 

αυτό θα είναι το μικρότερο από τα τοπικά ε-

λάχιστα.  

13. Θεώρημα Fermat : Έστω μια συνάρτηση f ο-

ρισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και x0 ένα εσωτε-

ρικό σημείο του Δ. Αν η f παρουσιάζει τοπικό 

ακρότατο στο x0 και είναι παραγωγίσιμη στο 

σημείο αυτό, τότε f ′(x0) = 0. 

Απόδειξη: Ας υποθέσουμε ότι η f παρουσιά-

ζει στο x0 τοπικό μέγιστο.  

Επειδή το x0 είναι εσωτερικό σημείο του Δ και 

η f παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό μέγιστο, υπάρ-

χει δ>0, τέτοιο ώστε (x0-δ,x0+δ)Δ και 

f(x)≤f(x0)  f(x)-f(x0)≤0……………………..(1)  

για κάθε x∈(x0-δ,x0+δ).  

Επειδή η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη 

στο x0, ισχύει: 

𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

−

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
+

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
. 

• Αν x∈(x0-δ,x0) τότε x<x0  x-x0<0 και λόγω 

της (1)  
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
≥ 0  

   𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

−

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
≥ 0….(2)  

• Αν x∈(x0,x0+δ) τότε x>x0  x-x0>0 και λόγω 

της (1)  
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
≤ 0  

   𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

+

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
≤ 0….(3)  

Έτσι από τις (2) και (3) έχουμε f ′(x0)= 0. 

Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι ανά-

λογη.  

14. Πιθανές θέσεις τοπικών ακροτάτων μιας συ-

νάρτησης f σ’ ένα διάστημα Δ είναι: 

13.1. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η 

παράγωγος της f μηδενίζεται. 

13.2. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η 

f δεν παραγωγίζεται. 

13.3. Τα άκρα του διαστήματος Δ (αν ανήκουν 

στο πεδίο ορισμού της). 

15. Ορισμός: Κρίσιμα σημεία μιας συνάρτησης  

f στο διάστημα Δ, λέγονται τα εσωτερικά ση-

μεία του Δ στα οποία η f δεν παραγωγίζεται ή 

η παράγωγός της είναι ίση με το μηδέν. 

16. Θεώρημα ακροτάτων: Έστω μια συνάρτηση f 

παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα (α,β), με εξαί-

ρεση ίσως ένα σημείο του x0, στο οποίο όμως 

η f είναι συνεχής. 

i) Αν f ′(x)>0 στο (α,x0) και f ′(x)<0 στο (x0,β), 

τότε το f(x0) είναι τοπικό μέγιστο της f.  

ii) Αν f ′(x)<0 στο (α,x0) και f ′(x)>0 στο (x0,β), 

τότε το f(x0) είναι τοπικό ελάχιστο της f.  

iii) Aν η f ′(x) διατηρεί πρόσημο στο 

(α,x0)(x0,β), τότε το f(x0) δεν είναι τοπικό 

ακρότατο και η f είναι γνησίως μονότονη 

στο (α,β). 

Απόδειξη:  

i) ☛ Επειδή f ′(x)>0 στο (α,x0) και η f είναι συ-

νεχής στο x0, η f είναι γνησίως αύξουσα 

στο (α,x0].  

Έτσι έχουμε f(x)≤f(x0)……………….(1) 

για κάθε x∈(α,x0] 

☛ Επειδή f ′(x)<0 στο (x0,β) και η f είναι συ-

νεχής στο x0, η f είναι γνησίως 

φθίνουσα στο [x0,β).  

Έτσι έχουμε f(x)≤f(x0)……………….(2) 

για κάθε x∈[x0,β).  

Λόγω των (1) και (2), ισχύει f(x)≤f(x0) για 

κάθε x∈(α,β),  που σημαίνει ότι το f(x0) είναι 

μέγιστο της f στο (α, β) και άρα τοπικό μέ-

γιστο αυτής.  

ii) Εργαζόμαστε αναλόγως.  

iii) Έστω ότι f ′(x)>0 για κάθε  x∈(α,x0) (x0,β). 

Επειδή η f είναι συνεχής στο x0 θα είναι 

γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα δια-

στήματα (α,x0] και [x0,β). Επομένως για 

x1<x0<x2 ισχύει f(x1)<f(x0)<f(x2). Άρα το 

f(x0) δεν είναι τοπικό ακρότατο της f.  

Θα δείξουμε, τώρα, ότι η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο (α,β).  

Έστω x1, x2∈(α,β) με x1<x2. 

σχ. 11 
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• Αν x1, x2∈(α,x0), επειδή η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο (α, x0], θα ισχύει f(x1)<f(x2). 

• Αν x1, x2∈(x0,β), επειδή η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο [x0,β), θα ισχύει f(x1)<f(x2). 

• Αν x1<x0<x2, τότε όπως είδαμε 

f(x1)<f(x0)<f(x2). 

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει 

f(x1)<f(x2), οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα 

στο (α,β). 

Ομοίως, αν f ′(x)<0 για κάθε x∈(α,x0) 

(x0,β). 

17. Για την εύρεση του μέγιστου και ελάχιστου ερ-

γαζόμαστε ως εξής: 

i. Βρίσκουμε τα κρίσιμα σημεία της f. 

ii. Υπολογίζουμε τις τιμές της f στα σημεία αυτά 

και στα άκρα των διαστημάτων. 

Από αυτές τις τιμές η μεγαλύτερη είναι το μέγι-
στο και η μικρότερη το ελάχιστο της f. 

18) Εάν η f είναι συνεχής στο x0, δεν παραγωγίζε-
ται στο x0, και είναι f΄(x)>0 (f΄(x)<0), για κάθε 

x(α,x0)U(x0,β)⊆Df, τότε η f είναι ➶ (➴)  στο 

(α,β).  

Πχ η 𝑓(𝑥) = {
𝑥,    𝛼𝜈  0 ≤ 𝑥 ≤ 1

𝑥2 ,  𝛼𝜈   1 < 𝑥 ≤ 2
 δεν παραγω-

γίζεται αλλά είναι συνεχής στο x0=1 και είναι 

f΄(x)>0 στο [0,1)U(1,2], γιατί  𝑓′(𝑥) =

{
1,    𝛼𝜈  0 ≤ 𝑥 < 1
2𝑥,  𝛼𝜈   1 < 𝑥 ≤ 2

.  

Άρα f  ➶ στο [0,2]. 

 
19) Πολλές φορές με την μονοτονία αποδεικνύ-

ουμε την μοναδικότητα ρίζας μιας εξίσωσης, 
αφού πρώτα εξασφαλίσουμε την ύπαρξη ρί-
ζας, είτε με το θ. Bolzano, είτε με το σύνολο 
τιμών κάποιας συνάρτησης, είτε με προφανή 
ρίζα (πχ. Άσκηση 7,8, 16ii, 27, 29). 

20) Εάν η εξίσωση f ΄(x)=0 και η εύρεση του πρό-
σημου της f ́ (x) ξεφεύγει από τα όρια των γνώ-
σεων μας από προηγούμενες σχολικές χρο-
νιές, τότε παρακάμπτουμε το πρόβλημα με άλ-

λους τρόπους. Πχ αν 𝑓(𝑥) =
𝑥2−𝑙𝑛𝑥

𝑥
, x>0, 

τότε  𝑓′(𝑥) =
𝑥2+𝑙𝑛𝑥−1

𝑥2
.  

Το πρόσημο της f΄(x) είναι ίδιο με το πρόσημο 
του αριθμητή, γιατί x2>0.  
Για να βρούμε το πρόσημο του αριθμητή, θέ-
τουμε g(x)=x2+lnx-1. 

Επειδή g΄(x)=2x+ 
1

𝑥
 >0 (γιατί x>0), είναι g ➶ 

στο (0,+). 
Προφανής ρίζα της g, το x=1, γιατί g(1)= 
=12+ln1-1=0. 

• για 0<x<1  g(x)<g(1)=0 …(γιατί g ➶) 

 f΄(x)<0  

και η συνάρτηση f είναι ➴ στο (0,1]. 

• για x>1  g(x)>g(1)=0 …(γιατί g ➶) 

 f΄(x)>0  

και η συνάρτηση f είναι ➶ στο [1,+). 

21) Άλλες φορές μελετάμε το πρόσημο παραγώ-
γων ανώτερης τάξης της ίδιας ή βοηθητικής 
συνάρτησης.  

Πχ αν f(x)=συνx-1+ 
𝑥2

2
−
𝑥3

6
 στο (-∞,0], τότε       

f ΄(x)=-ημx+x−
𝑥2

2
 

f ΄΄(x)=-συνx+1-x 

f ΄΄΄(x)=ημx-1≤0  f ΄΄ ➴ στο (-∞,0] οπότε για 

x≤0  f ΄΄(x) ≥ f ΄΄(0)   f ΄΄(x)≥0.  

Άρα η συνάρτηση  f΄ είναι ➶ στο διάστημα         

(-∞,0]. 

Άρα για x≤0  f ΄(x)≤ f ΄(0)  f ΄(x)≤0 

 f  ➴ στο (-∞,0]. 

22) Η θέση ακροτάτου σε συνδυασμό με την πα-
ραγωγισιμότητα στο σημείο x0, οδηγεί στην ε-
φαρμογή του θ.Fermat (άσκηση 14). 

23) Πολλές φορές μια σχέση της μορφής f(x)α ή 

f(x)α για μια παραγωγίσιμη συνάρτηση, με-

ταφράζεται στην σχέση  f(x)f(x0) ή f(x)f(x0) 
αντίστοιχα, άρα το x0 είναι θέση τοπικού α-
κροτάτου άρα από το θ.Fermat f΄(x0)=0 (ά-
σκηση 16, 18, 20, 25).  

24) Μια συνάρτηση μπορεί να έχει τοπικά ακρό-
τατα και να μην έχει ολικά. 

25) Πολλές ανισοτικές σχέσεις αποδεικνύονται με 
την βοήθεια της μονοτονίας ή των τοπικών ή 
ολικών ακροτάτων (άσκηση 9, 10, 12). 

26) Εξισώσεις και ανισώσεις που δεν μπορούν να 
επιλυθούν με γνωστές μεθόδους επίλυσης εξι-
σώσεων, δύνανται να λυθούν με την βοήθεια 
της μονοτονίας κάποιας συνάρτησης (άσκηση 
11, 14, 16iii, 26, 28). 

27) Αν μας δοθεί μια συναρτησιακή σχέση, τότε ή 
χρησιμοποιούμε έναν από τους ορισμούς, ή 
παραγωγίζουμε την συναρτησιακή σχέση ως 
προς την μια μεταβλητή, χρησιμοποιώντας τις 
υπόλοιπες ως σταθερές  (άσκηση 18, 19, 21, 
23). 

  

1 

1 

x 

y 

O 2 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  

1) Nα μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τις συναρτήσεις: 

α) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥+3
      

β) 𝑓(𝑥) =
𝑥−2

𝑥+1
 

γ) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2+1
      

δ)𝑓(𝑥) =
1

𝑥2−4
 

ε) 𝑓(𝑥) =
𝑥3

𝑥2−3
     

στ)𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥
2
 

ζ) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛2 𝑥         

η) 𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑙𝑛 𝑥 

θ) 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝜂𝜇𝑥    

ι) 𝑓(𝑥) = 2𝜀𝜑 𝑥 − 𝜀𝜑2𝑥,  𝑥 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2) 

2) Nα μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συ-

νάρτηση𝑓(𝑥) =
𝑥2

2
− 2𝑥 + 𝑥 𝑙𝑛 𝑥. 

3) Nα μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συ-

νάρτηση 𝑓(𝑥) = {
𝑥2 − 𝑥,          𝑥 ≥ 0

𝑥2 + 2𝑥 + 3,   𝑥 < 0
. 

4) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συ-
νάρτηση f(x)=(x2-4x)lnx+x2-2x. 

5) Εάν f συνάρτηση δυο φορές παραγωγίσιμη 

στο [1,2], f ΄΄(x) > 0 για κάθε        x[1, 2] και 

f΄(2)=f(2)=0, να δείξετε ότι f(x)0 για κάθε      

x[1, 2]. 

6) Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥+1
. 

i) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα 
στο R. 

ii) να δείξετε ότι 𝑓−1(𝑥) = 𝑙𝑛
1+𝑥

1−𝑥
 με x(-1, 

1). 

7) Να δείξετε ότι η εξίσωση αx=2x+3, 0<α<1, έχει 
μοναδική ρίζα στο ΙR. 

8) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συ-
ναρτήσεων f(x)=2-x και g(x)= =2ln(x-1) έχουν 
μοναδικό κοινό σημείο. 

9) Έστω 𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥

𝑥
, x>0. 

i) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία, 

ii) να αποδείξετε ότι xeex, 

iii) να συγκρίνετε τα eπ και πe. 

10) i) Να δείξετε ότι 1 −
1

𝑥
− 𝑙𝑛 𝑥 < 0 για κάθε 

x>1. 

ii) η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛 𝑥

𝑥−1
είναι γνησίως 

φθίνουσα στο (1, +), 

iii) αν α>1, β>1 και (α-1)lnβ=(β-1)lnα, τότε α=β. 

11) i) Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία η συ-
νάρτηση f(x)=αx-x, 0<α<1, 
ii) Να λυθεί η εξίσωση: 

 𝛼𝜆 
2−4 − 𝛼𝜆−2 = 𝜆2 − 𝜆 − 2, 0<α<1. 

12) Να δείξετε ότι 𝑒𝑥 > 1 + 𝑥 +
𝑥2

2
, x>0. 

13) i) Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία η συ-

νάρτηση 𝑓(𝑥) =
4𝑥 𝑙𝑛 𝑥

𝑥+1
, 

ii) Να δείξετε ότι υπάρχει αR, τέτοιο ώστε 

f(x)f(α), για κάθε x>0. 

14) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x4+2αx3+ +βx2+3. 
Να βρείτε τα α, β ώστε  για x=1 η f να παρου-
σιάζει ακρότατο με τιμή f(1)=4. Στην συνέχεια 
να βρείτε τι ακρότατο είναι αυτό και να βρείτε 
τα άλλα ακρότατα. 

15) i) Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία η συ-
νάρτηση f(x)=x2lnx-2x2+5x-3, 
ii) Να δείξετε ότι η f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα 

x=1. 

16) (E.M.E) Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑓(𝑥) =

 = 𝑙𝑛 𝑥 −
𝑎

𝑥
+ 𝑎 , με x>0. Αν f(x)0, για κάθε 

x>0, 

i) αποδείξτε ότι α=-1, 

ii) να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη 
μονοτονία και τα ακρότατα, 

iii) να λυθεί η εξίσωση f(x)=0, 

iv) να λυθεί η ανίσωση: 

𝑙𝑛(  2𝑥 2 + 2) +
1

2𝑥 2+2
> 𝑙𝑛(  𝑥 2 + 3) +

1

𝑥 2+3
. 

17) Η τιμή μιας μετοχής στο χρηματιστήριο t μήνες 
από σήμερα και για το επόμενο εξάμηνο δίνε-
ται από την συνάρτηση f(t)=100(-t3+9t2-15t)+c. 

i) Εάν η σημερινή της τιμή είναι 5300€ να βρε-
θεί πότε πρέπει να την αγοράσουμε και πότε 
πρέπει να την πουλήσουμε για να έχουμε μέ-
γιστο κέρδος. 

ii) Να βρεθεί το ποσοστό κέρδους και να το 
συγκρίνετε με κέρδος που θα πρόκυπτε, αν 
καταθέταμε τα χρήματα στην τράπεζα με επι-
τόκιο 12%. 

18) Δίνονται οι συναρτήσεις f,g: ΙR→ΙR με 

f(x)+x3g(x)+α3, για κάθε xΙR, όπου α σταθε-

ρός πραγματικός, τέτοιος ώστε f(α)=g(α). Αν 

f,g παραγωγίσιμες στο α, να δείξετε ότι f΄(α)-

g΄(α)=-3α2. 

19) Δίνεται η συνάρτηση f : ΙR→ΙR με f3(x)+f(x)=     

= ex-x+1 για κάθε xΙR. Να βρείτε τα ακρότατα 

της f. 

20) Εάν αlnxx-1 για κάθε x(0,+), με α=στα-

θερό πραγματικό, να δείξετε ότι α=1. 
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21) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f: ΙR→ΙR, παραγω-

γίσιμη στο ΙR με f2(x)+x2= =1+2xf(x), για κάθε 

xΙR, δεν έχει ακρότατα.

 

ΘΕΜΑΤΑ ΣΤΙΣ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ 

 

22) (Θέμα 4ο 2000) Τη χρονική στιγμή t=0 χορη-

γείται σ’ έναν ασθενή ένα φάρμακο. Η συγκέ-

ντρωση του φαρμάκου στο αίμα του ασθενούς 

δίνεται από την συνάρτηση 𝑓(𝑡) =
𝑎𝑡

1+(
𝑡

𝛽
)
2, 

t0 όπου α και β είναι σταθεροί πραγματικοί 

αριθμοί και ο  χρόνος  t  μετριέται σε ώρες. Η 

μέγιστη τιμή της συγκέντρωσης είναι ίση με 15 

μονάδες και επιτυγχάνεται 6 ώρες μετά την χο-

ρήγηση του φαρμάκου.  

i) Να βρείτε τις τιμές α και β.        Μονάδες 15 

ii) Με δεδομένο ότι η δράση του φαρμάκου εί-

ναι αποτελεσματική όταν η τιμή της συγκέ-

ντρωσης στο αίμα είναι τουλάχιστον ίση με 

12 μονάδες, να βρείτε το χρονικό διάστημα 

που το φάρμακο δρα αποτελεσματικά.  

        Μονάδες 10 

23) (Θέμα 3ο 2001) Για μια συνάρτηση f που είναι 

παραγωγίσιμη στο R, ισχύει f3(x)+βf2(x)+γf(x)= 

=x3-2x2+6x-1, για κάθε xR, όπου β,γ πραγ-

ματικοί αριθμοί με γ>0 και β2<3γ. 

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει ακρό-

τατα.             Μονάδες 10 

ii) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως 

αύξουσα.            Μονάδες 8 

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μονα-

δική ρίζα στο διάστημα (0,1). Μονάδες 7 

24) (Θέμα 3ο 2003) Έστω η συνάρτηση 

f(x)=x5+x 3+x .  

i) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία 

και να αποδείξετε ότι η f έχει αντίστροφη συ-

νάρτηση.   Μονάδες 3 

ii) Να αποδείξετε ότι f(ex)≥f(1+x) για κάθε xIR.

                    Μονάδες 6 

iii) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφι-

κής παράστασης της f στο σημείο (0,0) είναι 

ο άξονας συμμετρίας των γραφικών παρα-

στάσεων της f και της f –1.   Μονάδες 5 

25) (Θέμα 3ο 2009) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx-

ln(x+1), x>-1 όπου α σταθερός πραγματικός 

με 0<α1. 

20.1.Αν ισχύει f(x)1 για κάθε x>-1, να αποδεί-

ξετε ότι α=e.   Μονάδες 8 

20.2.Για α=e: 

i) να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι ➴ 

στο διάστημα (-1,0] και ➶ στο διάστημα 

[0,+)    Μονάδες 6 

ii) αν β,γ(-1,0)U(0,+) να αποδείξετε ότι 

η εξίσωση 
𝑓(𝛽)−1

𝑥−1
+

𝑓(𝛾)−1

𝑥−2
= 0 έχει μια τουλά-

χιστον ρίζα στο διάστημα (1,2). Μονάδες 6 

26) (Θέμα Γ 2010) Δίνεται η συνάρτηση 

f(x)=2x+ln(x2+1), xΙR. 

Γ1. Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την 

συνάρτηση f.     Μονάδες 5 

Γ2. Να λύσετε την εξίσωση: 

2(𝑥2 − 3𝑥 + 2) = 𝑙𝑛 [
(3𝑥−2)2+1

𝑥4+1
] . Μονάδες 7 

27) (Θέμα Γ 2011) Δίνεται η συνάρτηση f:ΙR→ΙR, 

δυο φορές παραγωγίσιμη στο ΙR, με 

f΄(0)=f(0)=0 η οποία ικανοποιεί τη σχέση 

ex(f΄(x)+f΄΄(x)-1)=f΄(x)+xf΄΄(x) για κάθε xΙR. 

i) Να δείξετε ότι f(x)=ln(ex-x), xΙR. 

Μονάδες 8 

ii) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτο-

νία και τα ακρότατα  Μονάδες 3 

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

ln(ex-x)=συνx 

έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα (0,
𝜋

2
).

       Μονάδες 7 

28) (Θέμα Γ 2012) Δίνεται η συνάρτηση  

f(x)=(x-1)lnx-1, x>0. 

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση είναι ➴ στο 

διάστημα Δ1=(0,1] και ➶ στο διάστημα 

Δ2=[1,+). Στην συνέχεια να βρείτε το σύ-

νολο τιμών της.     Μονάδες 6 

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xx-1=e2013, x>0, 

έχει ακριβώς δυο θετικές ρίζες.  

         Μονάδες 6  

iii) Αν x1, x2 με x1<x2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

του προηγουμένου ερωτήματος,  να αποδεί-

ξετε ότι υπάρχει x0(x1,x2) τέτοιο ώστε 

f΄(x0)+f(x0)=2012.  Μονάδες 6 

29) ΘΕΜΑ 3ο (2002) 

Έστω οι συναρτήσεις f, g με πεδίο ορισμού το 
R. Δίνεται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης fog εί-
ναι 1-1. 

α.  Να δείξετε ότι η g είναι 1-1.    Μονάδες 7 

β.  Να δείξετε ότι η εξίσωση 
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g(f(x)+x3-x)=g(f(x)+2x-1) 
έχει ακριβώς δύο θετικές και μία αρνητική ρίζα.

                         Μονάδες 18 

30) Θέμα 4ον θετική-τεχνολογική 2006: 

Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑥+1

𝑥−1
− 𝑙𝑛 𝑥. 

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο 
τιμών της συνάρτησης f.         Μονάδες 8 

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει α-
κριβώς δυο ρίζες στο πεδίο ορισμού της.   

                 Μονάδες 5 

31. Θέμα 3ον θετική-τεχνολογική 2007: 

Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3-3x-2ημ2θ όπου θΙR 

μια σταθερά με θκπ+π/2. 

i) Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει ένα το-
πικό μέγιστο και ένα τοπικό ελάχιστο. 

               Μονάδες 4 

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει α-
κριβώς τρεις πραγματικές ρίζες στο πεδίο ορισμού 
της.                            Μονάδες 8 

32) (Θέμα Γ 2015) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
𝑒𝑥

𝑥2+1
, 

xΙR. 

Γ1. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτο-

νία και να αποδείξετε ότι το σύνολο τιμών 

της είναι το διάστημα (0,+). 

    Μονάδες 6 

Γ2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

𝑓(𝑒3−𝑥 ⋅ (𝑥2 + 1)) =
𝑒2

5
 

έχει στο σύνολο των πραγματικών αριθμών 

μια ακριβώς ρίζα.   Μονάδες 8 

ΔΙΑΦΟΡΑ ΘΕΜΑΤΑ 

33) Πρόκειται να κατασκευάσουμε ένα ανοικτό κα-

σόνι σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέ-

δου από ένα ορθογώνιο χαρτόνι μήκους 30cm 

και πλάτους 16cm. Από κάθε γωνία του ορθο-

γωνίου αποκόπτουμε ίσα τετράγωνα και λυγί-

ζουμε προς τα πάνω τα πλαϊνά κομμάτια (πα-

ρακάτω σχήματα). 

.  

 
i. Να αποδείξετε ότι το κασόνι έχει όγκο 

V(x)=4x3-92x2+480x. 

ii. Να βρείτε το μήκος x της πλευράς των τε-

τραγώνων που θα αποκοπούν, έτσι ώστε 

το κασόνι να έχει μέγιστο όγκο. 

34) Δίνεται  τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 10 cm και 

Ε, Ζ σημεία των πλευρών ΒΓ και ΓΔ αντί-

στοιχα, έτσι ώστε ΒΕ=xcm και ΓΖ=2xcm. 

i. Να δείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου 

ΑΕΖ δίνεται από την συνάρτηση Ε(x)=x2-

5x+50. 

ii. Να βρείτε την τιμή του x, για την οποία το 

εμβαδόν Ε(x) ελαχιστοποιείται. 

35) Η συνάρτηση f(x)=αx2+βx, xΙR,  παρουσιάζει 

ολικό μέγιστο στο x=1, την τιμή f(1)=2. Να υ-

πολογίσετε τις τιμές των α και β. 

36) Η κατανάλωση σε λίτρα ανά 100 χιλιόμετρα ε-

νός κινητήρα, όταν αυτός λειτουργεί με x χιλιά-

δες στροφές ανά λεπτό, δίνεται από τη συνάρ-

τηση f(x)=
1

9
x3-
1

3
x2-x+10 με 1<x<5. 

i. Να βρείτε την τιμή του x(1,5), για την ο-

ποία έχουμε τη μικρότερη κατανάλωση. 

ii. Να υπολογίσετε την κατανάλωση αυτή. 

37) Κουτί σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέ-

δου με βάση τετράγωνο πλευράς x dm και α-

νοικτό από πάνω, έχει εμβαδόν ολικής επιφά-

νειας ίσο με 12 dm2.  

i. Να αποδείξετε ότι ο όγκος του δίνεται από τη 

συνάρτηση V(x)=
1

4
 (12x-x3). 

ii. Να υπολογίσετε για ποια τιμή του xΙR o ό-

γκος γίνεται μέγιστος και ποιος είναι ο μέγι-

στος όγκος. 

38) Το κόστος ημερήσιας παραγωγής x τόνων τσι-

μέντου σε ευρώ, δίνεται από τη συνάρτηση 

K(x)=50+70x+
1

20
x2, x>0. Μία ημερήσια παρα-

γωγή x τόνων, μπορεί να πουληθεί στην τιμή 

των 270-
3𝑥

20
 ευρώ ανά τόνο. 

i. Να βρείτε τη συνάρτηση του κέρδους P, x τό-

νων παραγωγής, σε ευρώ. 

ii. Να υπολογίσετε την ημερήσια παραγωγή, ώ-

στε το κέρδος P να είναι το μέγιστο δυνατό. 

39) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=27-x2. 

i. Να μελετήσετε και να σχεδιάσετε τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης. 

ii. Να υπολογίσετε το μέγιστο εμβαδόν ενός ορ-

θογωνίου παραλληλογράμμου που έχει δύο 

κορυφές στον άξονα των τετμημένων και δύο 

κορυφές πάνω στη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f. 
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40) Ορθογώνιο τρίγωνο με υποτείνουσα ίση με 

√3m περιστρέφεται γύρω από μία από τις κά-

θετες πλευρές του και παράγει κώνο.  

i. Να βρείτε τη συνάρτηση του όγκου του κώ-

νου, σε συνάρτηση με το μήκος x της πλευράς 

που περιστρέφεται. 

ii.  Να υπολογίσετε την ακτίνα και το 

ύψος του κώνου που έχει το μέγιστο δυνατό 

όγκο. Στη συνέχεια, να υπολογίσετε τον μέγι-

στο δυνατό όγκο. 

41) Θέμα 3ον θετική-τεχνολογική 1999: 

Η συνάρτηση  f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη 

στο κλειστό διάστημα [0,1] και ισχύει f΄(x)>0 στο 

(0,1). Αν f(0)=2 και f(1)=4 να δείξετε ότι: 

i) Η ευθεία y=3 τέμνει την γραφική παρά-
σταση της f σε ένα ακριβώς σημείο με τετμημένη 

x0(0,1).    Μονάδες 7 

ii) Υπάρχει x1(0,1) τέτοιο ώστε 𝑓(𝑥1) =

  =
𝑓(

1

5
)+𝑓(

2

5
)+𝑓(

3

5
)+𝑓(

4

5
)

4
.  Μονάδες 12 

iii) Υπάρχει x2(0,1) ώστε η εφαπτομένη της 
γραφικής παράστασης στο σημείο Μ(x2,f(x2)) να 
είναι παράλληλη στην ευθεία y=2x+2000. 

Μονάδες 6 

42) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex και τα σημεία Α , 

Β της γραφικής της παράστασης στις θέσεις με 

τετμημένες αντίστοιχα x , x+1 . 

i. Να προσδιορισθεί το x < 0 , ώστε το εμβα-

δόν E(x) του τριγώνου ΑΟΒ όπου Ο(0,0) να 

γίνεται μέγιστο και να βρεθεί το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝐸(𝑥). 

ii. Αν το x μειώνεται με ταχύτητα 2cm/sec , να 

υπολογισθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβα-

δού του τριγώνου ΟΑΒ τη χρονική στιγμή 

κατά την οποία είναι x=-4 . 

43) (ΕΜΕ 2010)     Δίνεται  η συνάρτηση f με f(x)= 

=
|1−𝑙𝑛𝑥|

𝑥
, x>0. 

i. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη 

μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii. Αν η τετμημένη του σημείου Μ(x,f(x)) μετα-

βάλλεται με ρυθμό 1 m/sec , να βρείτε το 

ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Ε(t) του τρι-

γώνου ΑΟΒ, όπου A(x,0), Ο(0,0), και 

Β(0,f(x)), τη χρονική στιγμή t0 κατά την οποία 

είναι x(t0)=4m. 

iii. Αν τη χρονική στιγμή t=0 το σημείο Μ βρί-

σκεται στη θέση (1,1) , τότε να αποδείξετε 

ότι:   α) x(t)=t+1. 

 β) Ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού 

Ε(t) ελαττώνεται με τον χρόνο όταν 

t>e-1. 

44) (ΕΜΕ 2012)Μια συνάρτηση f:[0,2]→ ΙR, είναι 

δυο φορές παραγωγίσιμη στο [0,2] και η γρα-

φική παράσταση της f΄ βρίσκεται στο ορθογώ-

νιο ΑΒΓΔ με Α(0,0), Β(2,0), Γ(2,1) και Δ(0,1). 

Εάν ισχύει f΄(0)<f΄(2)<f΄(1), τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 

f΄ τέμνει την ευθεία ΒΔ σε ένα τουλάχιστον 

σημείο Κ. 

ii. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 

σημείο x0(0,2) τέτοιο ώστε το σημείο 

Ν(x0,f΄(x0)) της γραφικής παράστασης της f΄ 

να είναι πλησιέστερο στην πλευρά ΓΔ. 

iii. Για το x0 του προηγούμενου ερωτήματος: 

α) Να υπολογίσετε το όριο 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝜑(ℎ) όπου 

φ(h)=
[𝑓′(𝑥0+ℎ)]

2−[𝑓′(𝑥0−ℎ)]
2

4ℎ
. 

β) Ένα σημείο Μ(x(t),f΄(x(t)) όπου x(t) μια 

παραγωγίσιμη συνάρτηση, κινείται πά-

νω στη γραφική παράσταση της f΄. Να 

βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού 

του τριγώνου ΔΜΓ τη χρονική στιγμή που 

το Μ βρίσκεται στη θέση Ν(x0,f΄(x0)). 

45. (ΕΜΕ 2014) Δίνονται οι συναρτήσεις                           

f, g :(-1,+)→ ΙR με f(x)=ln(x+1) και g(x)=
𝑥

𝑥+1
. 

i. Να λύσετε την εξίσωση f(x)+g(x)=0 και να 

βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης 

Φ(x)=f(x)+g(x). 

ii. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις 

Cf και Cg των συναρτήσεων f και g δέχονται 

κοινή εφαπτομένη στο σημείο Ο(0,0), η ο-

ποία διχοτομεί τη γωνία του πρώτου και τρί-

του τεταρτημόριου. 

iii. Ένα υλικό σημείο Μ με θετική τετμημένη, κι-

νείται στη Cf και η τετμημένη του x αυξάνεται 

με ρυθμό 2 cm/sec. Αν Ν είναι η προβολή 

του σημείου Μ στον άξονα x x′ και Α(0,α) ση-

μείο του άξονα yOy,′ με α>0, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής 

E΄(t) του εμβαδού E(t) του τριγώνου ΑΜΝ 

κάθε χρονική στιγμή t ισούται με Φ(x(t)). 

β) Να βρείτε την τετμημένη του σημείου Μ, 

τη χρονική στιγμή κατά την οποία ο ρυθ-

μός μεταβολής του εμβαδού του τριγώ-

νου ΑΜΝ είναι ίσος με (2 𝑙𝑛 3 +
8

9
) 𝑐𝑚2/

𝑠𝑒𝑐. 

46. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=√−𝑥, x≤0. 

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την 

μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

β)Ένα υλικό σημείο Α(α,√−𝛼), α < 0 κινείται 

στην Cf με ρυθμό μεταβολής της τετμημένης 
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του α′(t)=−α(t). Επίσης υλικό σημείο Μ(x,y) με 

x>0, κινείται στην ευθεία με εξίσωση y=x. Να 

βρείτε το ρυθμό μεταβολής της γωνίας 𝛢�̂�𝛭 

=θ, όπου Ο η αρχή των αξόνων, τη χρονική 

στιγμή t0 που είναι (ΟΑ) = √2. 

47. (ΕΜΕ 2016) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρ-

τηση f:(1,+∞)→ ΙR, με f(e)=1, η οποία για κάθε 

x∈(1,+∞) ικανοποιεί τις σχέσεις:  

• f(x)>0 

• xf΄(x)+f2(x)=0. 

i. Να αποδείξετε ότι f(x)=
1

𝑙𝑛𝑥
, x∈(1,+∞). 

ii. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=εφx, έχει 

μοναδική ρίζα στο διάστημα (1,
𝜋

2
). 

iii. Ένα υλικό σημείο M(α,f(α)), α>1 κινείται στη 

γραφική παράσταση Cf της συνάρτησης f , 

ώστε η τετμημένη του να αυξάνεται με ταχύ-

τητα 4αcm/sec. Αν η εφαπτομένη (ε) της Cf 

στο σημείο Μ τέμνει τον άξονα xΟx′, στο ση-

μείο Α, τότε: 

α) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημέ-

νης του σημείου Α, τη χρονική στιγμή t0, που 

το σημείο M διέρχεται από το σημείο (e,f 

(e)). 

β) Αν θ είναι η γωνία που σχηματίζει η εφα-

πτομένη (ε) με τον άξονα xΟx′ , να αποδείξετε 

ότι ο ρυθμός μεταβολής της γωνίας θ, τη χρο-

νική στιγμή t0 είναι θ(t0)=
12𝑒

𝑒2+1
 rad/sec. 

48. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 

   f : (0,+∞) →ΙR, με:  

• f(x)0, για κάθε x>0 

• f(1)=−
1

𝑒
  

• (1-x)f(x)=x(lnx-x)(f(x)+f΄(x)) …….(1) 

για κάθε x(0,+∞). 

i. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f. 

Εάν f(x)=e-x(lnx-x): 

ii. Να δείξετε ότι f(x)<0, για κάθε x>0. 

iii. Να δείξετε ότι lnx≤x-1, x>0 και να βρείτε 

την μονοτονία της συνάρτησης  f. 

iv. Εάν F συνάρτηση για την οποία ισχύει 

F΄(x)=f(x) για κάθε x>0, να δείξετε ότι 

F(x)+F(3x)>2F(2x) για κάθε x>0. 

v. Εάν β>0, να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 

ξ(β,2β), τέτοιο ώστε F(β)+F(3β)=2F(ξ). 

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΘΜΤ ROLLE ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ & ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

 

49. 23199-4: Έστω f ∶ (1, +∞) → IR μια παραγωγίσιμη συνάρτηση ώστε για κάθε x > 1να ισχύει:  

xf(x)f ′(x) =
1

2
 και f(e) = 1. 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f 2(x) − ln x , x > 1είναι σταθερή και να βρείτε τον τύπο της 

συνάρτησης f.           (Μονάδες 9) 

Έστω f(x) = √ln x , x > 1. 

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία A(−e, 0) και B(e, 1) εφάπτεται στη γραφική 

παράσταση της f στο Β.         (Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι για κάθε x > 1 ισχύει 
1

x+1
< f2(x + 1) − f2(x) <

1

x
.  (Μονάδες 8) 

50. 23210-4: Θεωρούμε συνάρτηση  f: R → R δύο φορές παραγωγίσιμη στο  ΙR  και στο παρακάτω σχήμα 

δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου συνάρτησης f ′(x). Γνωρίζουμε ότι: 

• lim
x→−∞

f(x) = +∞ , lim
x→+∞

f(x) = −∞,  

• τα α, β  είναι οι τετμημένες των μοναδικών δύο ση-

μείων στα οποία τέμνει τον άξονα x΄x η γραφική πα-

ράσταση της παραγώγου συνάρτησης f ′(x).  

•  f(α) < 0, και f(β) > 0. 

• η γραφική παράσταση της f ′(x) παρουσιάζει ολικό α-

κρότατο στη θέση x0. 

α) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα η f(x).   (Μονάδες 8) 
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β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει τρεις ακριβώς πραγματικές ρίζες. (Μονάδες 9) 

γ) Να αποδείξετε ότι για κάθε x ∈ R, ισχύει f(x + 1) − f(x) ≤ 2.    (Μονάδες 8) 

51. 23311-4: Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο με άθροισμα καθέτων  πλευρών ίσο με 1. Αν η μία κάθετη 

πλευρά του έχει μήκος x , τότε:  

α) Να βρείτε την συνάρτηση που εκφράζει το εμβαδόν του τριγώνου συναρτήσει  του  x  και να την 

εξετάσετε ως προς τα ακρότατα.        (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε την συνάρτηση που εκφράζει την υποτείνουσα του τριγώνου συναρτήσει του x και να την 

εξετάσετε ως προς τα ακρότατα.       (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι η μέγιστη τιμή του ύψους υ που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του τριγώνου είναι 

ίση με 
√2

4
, όταν x = 

1

2
.                                 (Μονάδες 7) 

 δ) Αν  θ η οξεία γωνία που βρίσκεται απέναντι από την πλευρά x, να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της θ 

τη χρονική στιγμή t0 κατά την οποία x(t0) =  
1

2
, δεδομένου ότι η πλευρά x αυξάνεται με σταθερό ρυθμό 

0,1 m/sec.           (Μονάδες 5) 

52. 23376-4: Δίνονται οι συναρτήσεις: 

•  f(x) = √x2 + 1− x,    x ∈ IR και 

•  g(x) = ln x,     x ∈ (0,+∞). 

Αν γνωρίζουμε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τον άξονα x′x για κάθε x ∈ IR, τότε: 

α) Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση h = g ∘ f.      (Μονάδες 07) 

β) Να αποδείξετε ότι: i. η συνάρτηση h είναι περιττή.                 (Μονάδες 04) 

ii. η συνάρτηση h είναι “1-1”.                (Μονάδες 06) 

γ) Να λυθεί η εξίσωση h(x − 1) + h (ln
1

x
) = 0, x > 0.     (Μονάδες 08) 

53. 23375-4: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ln(√x2 + 1 − x), x ∈ ΙR. 

 α) Να αποδειχθεί ότι για κάθε x ∈ ΙR είναι f ′(x) = −
1

√x2+1
.    (Μονάδες 6) 

β) Αφού πρώτα δικαιολογήσετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται, να αποδειχθεί ότι το πεδίο ορισμού 

της αντίστροφης είναι το ΙR.        (Μονάδες 13) 

γ) Να λυθεί η ανίσωση f−1(x + f(x)) > x,   x ∈ ΙR.     (Μονάδες 6) 

54. 24579-4: Δίνεται συνάρτηση  f: (0, +∞) → ΙR με τύπο f(x) = 2 ln x − x. 

α)  i. Να μελετήσετε την συνάρτηση ως προς την μονοτονία της.   (Μονάδες 7) 

ii. Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης.     (Μονάδες 7) 

iii. Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης.      (Μονάδες 4) 

β) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = κ,   κ ∈ ΙR.   (Μονάδες 7) 

55. 24587-4: Δίνεται η συνάρτηση  𝑓: (0, +∞) → ℝ, με τύπο 𝑓(𝑥) = 2 ln 𝑥 − 𝑥 και η ευθεία 𝜀: 𝑦 = 𝑥. Γνωρί-

ζουμε ότι η απόσταση ενός σημείου 𝛭(𝑥0, 𝑦0) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 από την 

ευθεία 𝜀, είναι 𝑑(𝑀, 𝜀) = √2 |𝑥0 − 𝑙𝑛𝑥0|. 

α) Να αποδείξετε ότι η απόσταση του σημείου 𝛭(𝑥0, 𝑦0) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 

από την ευθεία 𝜀: 𝑦 = 𝑥, είναι 𝑑(𝑀, 𝜀) = √2 (𝑥0 − 𝑙𝑛𝑥0).    (Μονάδες 5) 

β) i. Να βρείτε το σημείο της 𝐶𝑓 , το οποίο απέχει την ελάχιστη απόσταση από την ευθεία 𝜀. 

(Μονάδες 12) 

ii. Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση.       (Μονάδες 3) 

γ) Να βρείτε το σημείο της 𝐶𝑓  στο οποίο η εφαπτομένη της είναι παράλληλη με την ευθεία 𝑦 = 𝑥 και στη 

συνέχεια να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης.      (Μονάδες 5) 
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56. 25257-4: Στο διπλανό σχήμα φαίνεται ένα παράθυρο το οποίο αποτελείται από το ορθογώνιο 𝛣𝛤𝛥𝛦 

και το ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛣𝛦. Είναι 𝛢𝛲 = 0,8m, 𝛣𝛦 = 1,6m, 

𝛢𝛭 == 𝑥 m, 𝛣𝛤 = 1m. Το ορατό κάτω μέρος 𝛫𝛬 μιας ηλεκτρο-

κίνητης σίτας, κατεβαίνει παράλληλα προς την αρχική της 

θέση 𝛨𝛧, με σταθερό ρυθμό, ώστε το 𝛭 να διαγράφει το ευθύ-

γραμμο τμήμα 𝛢𝛮 (με 𝛢𝛭 ≠ 0). Αν 𝛦 = 𝛦(𝑥) είναι το εμβαδό 

του παραθύρου που καλύπτει η σίτα, τότε: 

1) Να αποδείξετε ότι για το εμβαδό 𝛦, ισχύει 

𝛦(𝑥) = {
     𝑥2      ,  αν 𝑥 ∈ (0,

4

5
)

8

5
𝑥 −

16

25
,  αν 𝑥 ∈ [

4

5
,
9

5
]

 , σε 𝑚2. (Μονάδες 8) 

2) Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού 𝛦 ως 

προς 𝑥, όταν 𝑥 =
4

5
 m,  είναι ίσος με  𝛦′ (

4

5
) =

8

5
 m2/𝑚.    (Μονάδες 9) 

3) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού 𝛦 ως προς τον χρόνο 𝑡, τη χρονική στιγμή για την οποία 

ισχύει 𝑥 =  
4

5
 m, αν δίνεται επιπλέον ότι 𝑥′(𝑡)  =  0,08 m/s για κάθε 𝑡 ≥ 0.  (Μονάδες 8) 

57. 25761-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑙𝑛 𝑥 − 1) + 1,    𝑥 > 0. 

α) Να την μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.              (Μονάδες 13) 

β) Να λύσετε την εξίσωση 𝑥 𝑙𝑛 𝑥 + 1 = 𝑥.      (Μονάδες 12) 

58. 25764-2: Δίνεται η συνάρτηση f(x) =

{
ln( x + 1), x ≥ 0

x3 , x < 0
. 

α) Να εξετάσετε αν είναι συνεχής στο 𝑥𝑜 = 0.

     (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

IR.     (Μονάδες 13) 

59. 26707-2: Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική πα-

ράσταση της παραγώγου 𝑓΄ μιας πολυωνυμικής συ-

νάρτησης 𝑓 τρίτου βαθμού η οποία είναι ορισμένη στο 

κλειστό διάστημα [0,5]. 

α) Ποιες είναι οι ρίζες της εξίσωσης 𝑓΄(𝑥) = 0; 

         (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,3] και γνησίως αύξουσα στο [3,5]. 

                                                 (Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε το είδος ακροτάτου που παρουσιάζει η 𝑓 στο 

𝑥𝜊 = 3. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  

      (Μονάδες 9) 

60. 26712-2: Στο διπλανό σχήμα δίνονται οι γραφικές πα-

ραστάσεις  μιας πολυωνυμικής συνάρτησης 𝑓 τρίτου 

βαθμού, η οποία είναι ορισμένη στο κλειστό διάστημα 

[0,4], και της παραγώγου της, 𝑓΄. 

α) Να βρείτε την κλίση της συνάρτησης 𝑓 στο 𝑥𝜊 = 2. 

(Μονάδες 06) 

άσκ. 59 

άσκ. 60 
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β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (𝜀) της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο 𝑥𝜊 = 2.(Μονάδες 

10) 

γ) Να υπολογίσετε τη γωνία που σχηματίζει η ευθεία (𝜀) με τον άξονα 𝑥΄𝑥.         (Μονάδες 09) 

61. 27082-2: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = (x-1)3-3x,   x ∈ IR. 

α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της f.             (Μονάδες 09) 

β) Να αποδείξετε ότι το σύνολο τιμών της f στο διάστημα [2, +∞) είναι το διάστημα [−5,+∞). 

                  (Μονάδες 09) 

γ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μια ακριβώς πραγματική ρίζα στο διάστημα [2, +∞). 

                   (Μονάδες 07) 

62. 27319-4: Δίνεται η συνάρτηση f με  𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2)𝑒𝑥 + (𝑥 − 1)𝑙𝑛𝑥, x(0, +). 

α) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει τον άξονα x’x σε ένα τουλάχιστον σημείο με 

τετμημένη x0 στο διάστημα (1,2).       (Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε την παράγωγο συνάρτηση 𝑓 ′ (Μον. 3) και να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο 

της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο οποίο η εφαπτομένη της είναι οριζόντια (Μον. 8) 

                    (Μονάδες 11) 

γ) Ένας μαθητής σχεδίασε σε ένα λογισμικό τη γραφική παράσταση της 𝑓 και διαπίστωσε ότι η 

γραφική της παράσταση τέμνει τον x’x στο σημείο x0 του (α) ερωτήματος αλλά και σε ένα ακόμη 

σημείο. Βοηθήστε το μαθητή να αποδείξει ότι πράγματι η  𝐶𝑓  τέμνει τον άξονα x’x σε δύο ακριβώς 

σημεία.          (Μονάδες 9) 

63. 27455-4: Δίνονται οι συναρτήσεις f : IR → IR με 𝑓(𝑥) = {
−1, 𝑥 < 2

𝑒𝑥−2 − 2, 𝑥 ≥ 2
  και g : IR - {2} → IR  με 𝑔(𝑥) = 

= − 
1

2
𝑥2 + 2𝑥 − 3. 

α) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία: 

i. τη συνάρτηση  𝑓 και να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) ≥ −1 για κάθε 𝑥 ∈ IR.  

ii. τη συνάρτηση  𝑔 και να βρείτε το σύνολο τιμών της.    (Μονάδες 14) 

β) Να δικαιολογήσετε γιατί η γραφική παράσταση της 𝑓 βρίσκεται πάνω από τη γραφική παράσταση 

της 𝑔 για κάθε 𝑥 ≠ 2.        (Μονάδες 04) 

γ) Δίνεται ο ισχυρισμός:  

«Αν 𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥) κοντά στο 𝑥0, τότε και lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) > lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥).» 

Να εξετάσετε αν είναι αληθής ή ψευδής ο παραπάνω 

ισχυρισμός  και να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

      (Μονάδες 07) 

64. 27650-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥, 𝑥 > 0 και τα 

σημεία 𝛢(0,1) και 𝛣(1,3). 

α)   

i. Να βρείτε σημείο 𝛭0 της 𝐶𝑓 τέτοιο, ώστε η εφαπτο-

μένη να είναι παράλληλη προς την ευθεία 𝛢𝛣.       

              (Μονάδες 06) 

ii. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στο 𝛭0.

                    (Μονάδες 02) 

άσκ. 64 
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β) Έστω E(x)  𝛦(𝑥) =
1

2
(2𝑥 + 1 − 𝑙𝑛𝑥), 𝑥 > 0 η συνάρτηση που εκφράζει το εμβαδόν του τριγώνου 𝛢𝛣𝛭, 

όπου 𝛭  ένα τυχαίο σημείο της γραφικής παράστασης της 𝑓. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τρι-

γώνου γίνεται ελάχιστο όταν το σημείο 𝛭 ταυτίζεται με το 𝛭0 του α) ερωτήματος.           (Μονάδες 10) 

γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο 𝛭1 της 𝐶𝑓  με τετμημένη 𝑥1 ∈ (1,2) τέτοιο, ώστε το τρίγωνο 

𝛢𝛣𝛭1 να είναι ορθογώνιο στην κορυφή 𝛢.                    (Μονάδες 07) 

65. 28337-4: Έστω f ∶ IR→ IR μία παραγωγίσιμη συνάρτηση. Η γραφική παράσταση C της παραγώγου f ′, 

είναι οι δύο ημιευθείες που φαίνονται στο παρακάτω σχήμα. 

Αυτές έχουν κοινή αρχή το σημείο Α(0 , −2) και διέρχονται η 

μία από το σημείο Β(1 , 2) και η άλλη από το Γ(−1 , 2). 

α) Να βρείτε τα σημεία τομής της C με τον άξονα x′x.                                                 

(Μονάδες 6) 

β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία.                                           

(Μονάδες 6) 

γ) Να προσδιορίσετε τις θέσεις και το είδος των τοπικών α-

κροτάτων της f.               (Μονάδες 6)  

δ) Έστω ότι η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το ση-

μείο Δ(1,0). Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΔ  εφάπτεται της 

γραφικής παράστασης της f.      (Μονάδες 7) 

66. 28338-4: Έστω f ∶ IR→ IR μια παραγωγίσιμη συνάρτηση η οποία έχει τοπικό ελάχιστο το f(2) = −32. 

Οι  γραφικές παραστάσεις της f και της παραγώγου f ′  τέμνονται στο σημείο Α(−2 , 0).  

α) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της Cf στα σημεία με τετμημένες:    

i. x1 = 2,                                                                                                              (Μονάδες 5)   

ii. x2 = −2.                                                                                                            (Μονάδες 5)   

β) Δίνεται επιπλέον ότι η f ′ είναι πολυωνυμική συνάρτηση 2ου βαθμού και η γραφική παράσταση της 

f ′ διέρχεται από το σημείο Β(0 , −12). Να αποδείξετε ότι: 

i. f ′(x) = 3x2 − 12,                                                                                              (Μονάδες 4)   

ii. f(x) = x3 − 12x − 16,                                                                                        (Μονάδες 5)     

iii. η εξίσωση f(x) = −20 έχει τρεις διαφορετικές πραγματικές ρίζες.                   (Μονάδες 6) 

67. 28532-4: Ένας άνδρας βρίσκεται στο σημείο Α μια κυκλικής λίμνης ακτίνας 1 𝐾𝑚 και θέλει να φτάσει 

στο σημείο Β της λίμνης ώστε η 𝛢𝛣 να είναι διάμετρος του κύκλου. 

Θέλει να τα καταφέρει συνδυάζοντας δύο είδη κινήσεων: να κωπη-

λατήσει αρχικά με βάρκα κατά μήκος του ευθυγράμμου τμήματος 

𝛢𝛲 έχοντας ταχύτητα 3 𝐾𝑚/ℎ και στη συνέχεια τρέχοντας πάνω 

στην κυκλική περιφέρεια κατά μήκος του τόξου 𝛲𝛣 με ταχύτητα 

6 𝐾𝑚/ℎ. Έστω ότι η μεταβλητή γωνία 𝛲�̂�𝛣 είναι 𝜃 𝑟𝑎𝑑. 

α) Να αποδείξετε ότι (𝛢𝛲) = 2𝜎𝜐𝜈𝜃 και ότι ο συνολικός χρόνος που 

θα χρειαστεί ο άνδρας για να κάνει τη μετάβαση από το Α στο Β 

είναι 𝑓(𝜃) =
1

3
∙ (2𝜎𝜐𝜈𝜃 + 𝜃), 0 < 𝜃 <

𝜋

2
. (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε την τιμή της γωνίας 𝜃 για την οποία ο συνολικός χρό-

νος μετάβασης γίνεται μέγιστος.  (Μονάδες 10) 

γ) Να αποδείξετε ότι σύνολο τιμών της συνάρτησης 𝑓(𝜃) είναι 𝑓 ((0,
𝜋

2
)) = (

𝜋

6
,
𝜋+6√3

18
].        (Μονάδες 7) 
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Δίνονται: το μήκος 𝑆 ενός τόξου που αντιστοιχεί σε επίκεντρη γωνία 𝑥 𝑟𝑎𝑑 σε κύκλο ακτίνας 𝑅, είναι     

𝑆 = 𝑥 ∙ 𝑅 και ότι (απόσταση) = (χρόνος) x (ταχύτητα). 

68. 28534-4: Θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα παράθυρο σε μια εκκλησία, το οποίο να αποτελείται από 

έναν ημικυκλικό δίσκο και από ένα ορθογώνιο, όπως δείχνει το διπλανό 

σχήμα. Η συνολική περίμετρος του παραθύρου θέλουμε να είναι σταθερή 

ίση με 4 𝑚, αλλά το συνολικό εμβαδό του παραθύρου να είναι το μεγαλύ-

τερο δυνατό. Έστω ότι η ακτίνα του ημικυκλίου είναι (𝛢𝛫) = 𝑥 𝑚 και το 

ύψος του ορθογωνίου είναι (𝛢𝛥) = 𝑦 𝑚. Ονομάζουμε 𝛦(𝑥) το συνολικό εμ-

βαδόν του παραθύρου. 

α) Να αποδείξετε ότι 𝑦 = −
𝜋+2

2
∙ 𝑥 + 2 και 𝐸(𝑥) = −

𝜋+4

2
∙ 𝑥2 + 4𝑥, με               

𝑥 ∈ (0,
4

𝜋+2
).      (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε την μέγιστη τιμή του συνολικού εμβαδού του παραθύρου.

        (Μονάδες 9) 

γ) Ονομάζουμε 𝑥0 την τιμή του 𝑥 που μεγιστοποιεί το εμβαδόν 𝐸(𝑥) και 𝐸(𝑥0) το μέγιστο εμβαδό. Να 

υπολογίσετε το lim
x→x0

ln(E(x))

E(x)−E(x0)
.   (Μονάδες 8) 

69. 28685-4  

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 = 3𝑒2, 𝑥 ∈ (0,+∞) έχει μοναδική ρίζα την 𝑥 = 2. 

(Μονάδες 8) 

β) Ένα κινητό Μ ξεκινά από το σημείο Ν(0,1) και κινείται κατά μήκος της καμπύλης 𝑦 = 𝑒𝑥 , 𝑥 ≥ 0 έτσι 

ώστε η τετμημένη του να αυξάνεται με ρυθμό 2𝑐𝑚/𝑠𝑒𝑐 (διπλανό σχήμα). 

i. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν 𝛦 του τριγώνου ΟΑΜ, όπου 𝛰(0,0), 𝛢(𝑥, 0) και 𝛭(𝑥, 𝑦) είναι 𝛦(𝑥) =

1

2
𝑥𝑒𝑥, 𝑥 ≥ 0.                    (Μονάδες 7) 

ii. Να βρείτε τη θέση του κινητού, τη χρονική στιγμή 𝑡0, κατά την οποία ο ρυθμός μεταβολής του 

εμβαδού 𝛦 είναι 3𝑒2𝑐𝑚2/𝑠𝑒𝑐.                       (Μονάδες 10) 

70. 29150-4: Η συνάρτηση 𝑥(𝑡) = (𝑡 − 2)(𝑡 − 1)2 (σε m), για κάθε χρονική στιγμή 𝑡 (σε sec), καθορίζει τη 

θέση ενός κινητού Α, που κινήθηκε πάνω στον άξονα 𝑥′𝑥 στο χρονικό διάστημα από 0 sec έως 3 sec.  

1) i. Να βρείτε πότε το κινητό Α είχε ταχύτητα μηδέν.     (Μονάδες 5) 

ii. Να βρείτε τα χρονικά διαστήματα κατά τα οποία το κινητό Α κινήθηκε προς τα δεξιά και αυτά που 

κινήθηκε προς τα αριστερά.       (Μονάδες 4) 

2) Να βρείτε το συνολικό διάστημα 𝑆 που διάνυσε το κινητό Α.            (Μονάδες 10) 

3) Να αποδείξετε ότι κατά τη διάρκεια της κίνησης του κινητού Α, από τη χρονική στιγμή 1sec έως τη 

χρονική στιγμή 
5

3
 sec, υπάρχει τουλάχιστον μια χρονική στιγμή κατά 

την οποία η στιγμιαία ταχύτητα του Α ήταν ίση με τη μέση ταχύτητα 

που είχε το Α στο διάστημα αυτό.          (Μονάδες 6) 

71. 29644-4: Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνε-

χούς συνάρτησης 𝑓 στο  διάστημα [-3,2] η οποία παρουσιάζει μέγιστο 

στο 0 το 3 και τέμνει τον άξονα x’x στα σημεία Α και Β. Έστω 𝑔 η συ-

νάρτηση με 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥, 𝑥 ∈ [−3,2]. 

α) Να αποδείξετε ότι:  

i. Η συνάρτηση 𝑔 είναι συνεχής στο [-3,2].             (Μονάδες 05) 

ii. Η εξίσωση 𝑔(𝑥) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα. (Μονάδες 10) 

άσκ. 68 

άσκ. 71 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ         72 

Σελίδα 72 από 120 
 

β) Αν η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο (-1,2), να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη ευθεία της γραφι-

κής παράστασης της συνάρτησης 𝑔, στο σημείο που η 𝑓 παρουσιάζει μέγιστο, έχει εξίσωση 𝑦 = 𝑥 + 3 

.                     (Μονάδες 10) 

72.  31643-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 3𝑥3 − 𝑥2 + 9𝑥 , 𝑥 ∈ [1,2]. 

α) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [1,2].

                      (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 4𝑥3 − 9𝑥2 − 2𝑥 + 9 έχει μία, τουλάχιστον, ρίζα στο διάστημα (1,2). 

   (Μονάδες 13) 

73. 31680-4: Ένα γαλλικό μπιλιάρδο έχει μήκος 3,1 μέτρα και πλάτος 1,7 μέτρα. Ένας παίκτης χτυπάει την 

άσπρη μπάλα με τέτοιο τρόπο ώστε αυτή να χτυπήσει πρώτα στο 

σημείο Α, μετά να κινηθεί ευθύγραμμα μέχρι το σημείο Β και από εκεί 

να συνεχίσει ευθύγραμμα μέχρι το σημείο Γ, όπως φαίνεται στο πα-

ρακάτω σχήμα. Δίνονται τα μήκη 𝛥𝛣 = 𝑥, 𝛥𝛦 = 1,7, 𝛢𝛥 = 1,5, 𝛤𝛦 =

𝛼 και 𝐿 = 𝛢𝛣 + 𝛣𝛤 που εκφράζονται σε μέτρα.  

α) Να αποδείξετε ότι 𝐿 = 𝐿(𝑥) = √𝑥2 + 2,25 + √(1,7 − 𝑥)2 + 𝛼2,           

𝑥 ∈ (0,
17

10
).                (Μονάδες 07) 

β) Δίνεται ακόμη ότι το 𝐿 γίνεται ελάχιστο μόνο όταν το Β απέχει 1,02 

μέτρα από το Δ. 

i. Αν 𝐿′(𝑥) = √
𝑥2

𝑥2+2,25
−√

(1,7−𝑥)2

(1,7−𝑥)2+𝛼2
, 𝑥 ∈ (0,

17

10
) να δείξετε ότι α=1.         

         (Μονάδες 10) 

ii. Αν 𝐿″(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (0,
17

10
), να υπολογίσετε το όριο 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1,02

1

𝐿′(𝑥)
, εφόσον υπάρχει.  

(Μονάδες 08) 

74. 32390-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 4𝑥 + 2, 𝑥 ∈ [0,2]. 

α) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης.     (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε τα ολικά ακρότατα της συνάρτησης.     (Μονάδες 13) 

75. 32524-4: Έστω η συνάρτηση 𝑔: (0, +∞) → IR με 𝑔(𝑥) =
𝑒

𝑥
− 𝑙𝑛 𝑥. 

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑔 ως προς τη μονοτονία.     (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑒(1 − 𝑥) = 𝑥 𝑙𝑛 𝑥 έχει ακριβώς μία λύση την 𝑥 = 1. (Μονάδες 6) 

γ) Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑥2+𝑥

𝑒−𝑥 𝑙𝑛 𝑥−𝑒𝑥
. 

i. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 

𝑓.    (Μονάδες 6) 

ii. Να δείξετε ότι 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = −∞.  

    (Μονάδες 7) 

76. 32694-2: Στο διπλανό σχήμα δίνονται οι γραφικές 

παραστάσεις  𝐶1, 𝐶2 , 𝐶3 τριών συναρτήσεων 𝑓, 𝑓 ΄ 

και 𝐹 , όπου 𝐹 μία αρχική της 𝑓 στο IR.  Με δεδο-

μένο ότι η γραφική παράσταση  της συνάρτησης 𝑓 

είναι η 𝐶2. 

άσκ. 73 
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α) i. Να μεταφέρετε τον παρακάτω πίνακα στην κόλλα σας και να τον συμπληρώσετε με το πρόσημο της 

𝑓 καθώς και την μονοτονία της 𝐹.  

x −∞        x1        0        x2       +∞ 

F΄ = f              0         0        0        

F  

(Μονάδες 10) 

ii. να βρείτε το πλήθος καθώς και το είδος των τοπικών ακροτάτων της 𝐹.      (Μονάδες 8) 

β) να δικαιολογήσετε γιατί οι γραφικές παραστάσεις  𝐶1, 𝐶3 με την σειρά που δίνονται αντιστοιχούν στις 

συναρτήσεις  𝑓 ΄  και 𝐹.                    (Μονάδες 7) 

77. 34440-4: Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων με αρχή των αξόνων το  O(0,0), δίνεται το σημείο 

(1,1) . Μια ευθεία (ε) που διέρχεται από το Μ  τέμνει τους θετι-

κούς ημιάξονες x  και y  στα σημεία ( ,0), 0x x   και 

(0, ), 0y y   αντιστοίχως, όπως φαίνεται και στο διπλανό 

σχήμα.  

α) Για x ∈ (1, +∞) να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ 

συναρτήσει του x  δίνεται από τον τύπο: 
2

( )
2( 1)

x
x

x
 =

−
. 

(Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι για 2x =  το εμβαδό του τριγώνου ΟΑΒ παίρνει 

την ελάχιστη τιμή, η οποία και να βρεθεί .                 (Μονάδες 7) 

γ) Να βρείτε την εφαπτομένη (ζ) της γραφικής παράστασης της  , 

στο σημείο  (3, (3))  και τα σημεία ,   στα οποία αυτή τέμνει τους άξονες 'x x  και 'y y  αντίστοιχα. 

            (Μονάδες 5) 

δ)  Ένα σημείο ( , )x y  κινείται πάνω στην ευθεία (ζ), και η τεταγμένη του αυξάνεται με ρυθμό μεταβολής  

3 μονάδες/sec.  Να  βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης του.    (Μονάδες 6) 

78. END. 
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ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ, ΣΗΜΕΙΟ ΚΑΜΠΗΣ (Σ.Κ.) 

 

1) Ορισμός: Έστω μία συνάρτηση f συνεχής σ’ 
ένα διάστημα Δ και παραγωγίσιμη στο εσωτε-
ρικό του Δ. Θα λέμε ότι: 
● Η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα 

άνω ή είναι κυρτή στο Δ, αν η f ′ είναι 

γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του Δ . 

● Η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα 

κάτω ή είναι κοίλη στο Δ, αν η f ′ είναι γνησίως 

φθίνουσα στο εσωτερικό του Δ . 

2. Αν μια συνάρτηση f είναι κυρτή (αντιστοίχως 

κοίλη) σ’ ένα διάστημα Δ, τότε η εφαπτομένη 

της γραφικής παράστασης της f σε κάθε ση-

μείο του Δ, βρίσκεται “κάτω” (αντιστοίχως 

“πάνω”) από τη γραφική της παράσταση, με 

εξαίρεση το σημείο επαφής τους. 

3. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα διά-

στημα Δ και δυο φορές παραγωγίσιμη 

στο εσωτερικό του Δ. 

● Αν f ″(x)>0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του 

Δ, τότε η f είναι κυρτή στο Δ . 

● Αν f ″(x)<0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του 

Δ, τότε η f είναι κοίλη στο Δ . 

4. Η πρόταση «Αν μια συνάρτηση είναι κυρτή 

(κοίλη) και δυο φορές παραγωγίσιμη στο εσω-

τερικό του Δ, τότε f ″(x)>0   (f ″(x)<0) για κάθε 

εσωτερικό σημείο x του Δ" είναι ψευδής.  

Πχ η συνάρτηση f(x)=x4 έχει f ′(x)=4x3 που εί-

ναι γνησίως αύξουσα στο ΙR, άρα συνάρτηση 

f είναι κυρτή στο R, όμως η     f ″(x)=12x2 δεν 

είναι θετική στο ΙR , αφού   f ″(0)=0. 

5. Ορισμός: Έστω μια συνάρτηση f παραγωγί-

σιμη σ’ ένα διάστημα (α,β), με εξαίρεση ίσως 

ένα σημείο του x0. Αν 

● η f είναι κυρτή στο (α,x0) και κοίλη στο (x0,β), 

ή αντιστρόφως, και 

● η Cf έχει εφαπτομένη στο σημείο Α(x0,f(x0)), 

τότε το σημείο Α(x0,f(x0)) ονομάζεται σημείο 

καμπής της γραφικής παράστασης της συ-

νάρτησης  f. 

6. Στα σημεία καμπής, η εφαπτομένη της Cf, 

“διαπερνά” την καμπύλη. 

7. Αν το σημείο Α(x0,f(x0)) είναι σημείο καμπής 

της γραφικής παράστασης της f και η συνάρ-

τηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο x0, 

τότε f ″(x0)=0. 

8. H πρόταση «Αν f″(x0)=0, τότε το σημείο 

Α(x0,f(x0)) είναι σημείο καμπής της γραφικής 

παράστασης της f» είναι ψευδής. Πχ f(x)=x4, 

έχει f ′(x)=4x3, f ″(x)=12x2. Είναι f ″(0)=0 και το 

σημείο Α(0,0) δεν είναι Σ.Κ. αφού f 

″(x)=12x2>0 εκατέρωθεν του x0=0.  

9. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σ’ ένα διά-

στημα (α,β) και x0∈(α,β). Αν 

● η f ″ αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του x0 

και 

● ορίζεται εφαπτομένη της Cf στο Α(x0,f(x0)), 
τότε το σημείο Α(x0,f(x0)) είναι σημείο καμπής. 

10) Ο ορισμός της κυρτής και κοίλης συνάρτησης, 
είναι αν η f ʹ είναι γνησίως αύξουσα στο  εσω-
τερικό  του Δ, ή αν η f ʹ είναι γνησίως φθίνουσα 
στο  εσωτερικό  του Δ αντίστοιχα, και όχι αν f 
ʹʹ > 0 ή f ʹʹ < 0. 

11) Αν η γραφική παράσταση Cf της συνάρτησης f 
έχει Σ.Κ. στο x=x0, και ισχύει f ΄(x0)=0, τότε 
λέμε ότι έχουμε ένα Σ.Κ. με οριζόντια εφαπτο-
μένη. 

12) Αν Ρ(x0,f(x0)) είναι ένα Σ.Κ., τότε f΄΄(x0)=0, ή 
δεν υπάρχει η f΄΄ στο x0.  

13) Στις πανελλήνιες εξετάσεις, η κυρτότητα είναι 
είτε θέμα θεωρίας, (ορισμός ή σε ερώτηση σω-
στό-λάθος αν η γραφική παράσταση της f είναι 
πάνω ή κάτω από την εφαπτομένη της σε τυ-
χαίο σημείο της), είτε ερώτημα κάποιας γενι-
κότερης άσκησης. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  

1) Nα βρείτε τα Σ.Κ. της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =

𝑥√1 − 𝑥2  . 

2) Nα βρείτε τα Σ.Κ. της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
𝑥 + 𝜂𝜇𝑥. 

3) Nα βρείτε τα Σ.Κ. της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
𝑥2𝑒𝑥. 

4) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑥+1

𝑥2+1
 έχει 

τρία Σ.Κ. τα οποία είναι συνευθειακά. 
5) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3-αx2+βx+γ. Να υ-

πολογίσετε τα α, β, γΙR, ώστε η γραφική 
παράσταση Cf της συνάρτησης f να διέρχεται 
από το σημείο Α(2,7), να έχει ελάχιστο στο 

σημείο της με τετμημένη x0=1 και να έχει Σ.Κ. 
στο σημείο της Α(3,f(3)). 

6) Να δείξετε ότι η συνάρτηση  

f(x)= x4-2λx3+6(λ2-2λ+3)x2+x+2008, xΙR, δεν 

έχει Σ.Κ. 

7) Να βρεθεί πολυωνυμική συνάρτηση 3ου βαθ-
μού που ικανοποιεί τις συνθήκες: 

i) Έχει παράγοντα το x+1. 
ii) Έχει Σ.Κ. στο σημείο της με τετμημένη x=-2. 
iii) η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 

της f στο σημείο της με τετμημένη x=-2 έχει 
εξίσωση 2y-6x=5.  
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8) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=αx3+βx2 με 

α,β 0, έχει δυο ακρότατα και ένα Σ.Κ. τα ο-
ποία είναι συνευθειακά και μάλιστα το Σ.Κ. 
διχοτομεί το τμήμα που ορίζουν τα ακρότατα. 

9) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3-λx2+x-1. Να υ-

πολογίσετε το λΙR, ώστε η γραφική παρά-
σταση Cf της συνάρτησης f να δέχεται οριζό-
ντια εφαπτομένη στο Σ.Κ. της. 

10) Να δείξετε ότι αν μια άρτια συνάρτηση 

f:ΙR→ΙR στρέφει τα Κ.Α. στο [0,+), τότε 

στρέφει επίσης τα Κ.Α. στο (-,0]. 
11) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=x3-6x2+11x+9, 

xΙR, έχει το Σ.Κ. της και κέντρο συμμετρίας. 

12) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝜂𝜇𝑥

𝑥
 

στρέφει τα Κ.K. στο (0,π/2). 

13) Έστω οι συναρτήσεις f,g:ΙR→ΙR δυο φορές 
παραγωγίσιμες στο ΙR και στρέφουν τα Κ.Κ. 

στο ΙR. Αν f΄(x)>0 για κάθε xR, να δείξετε ότι 
η σύνθεσή τους fog στρέφει τα Κ.Κ. στο ΙR. 

14) Δίνεται η συνάρτηση f: Δ→ΙR, συνεχής στο 
διάστημα Δ. Να δείξετε ότι: 

i) αν η f στρέφει τα Κ.Α. στο Δ, τότε για κάθε 

x1,x2Δ με x1x2 ισχύει 𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) <

𝑓(𝑥1)+𝑓(𝑥2)

2
 

ii) αν η f στρέφει τα Κ.Κ. στο Δ, τότε για κάθε x1, 

x2Δ με x1x2 ισχύει 𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) >

𝑓(𝑥1)+𝑓(𝑥2)

2
. 

Να δώσετε μια γεωμετρική ερμηνεία των παρα-

πάνω σχέσεων.  

Εφαρμογή:  

i) Να δείξετε ότι για κάθε α,β[0,π/2] ισχύει 
𝜂𝜇𝛼+𝜂𝜇𝛽

2
≤ 𝜂𝜇 (

𝛼+𝛽

2
), 

ii) Να δείξετε ότι για κάθε α,βΙR ισχύει  

𝑒𝛼+𝑒𝛽

2
≥ 𝑒

𝑎+𝛽

2 .

 
ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ 

 

15) Να υπολογίστε το αΙR, ώστε η συνάρτηση 

𝑓(𝑥) = (𝑎 −
2

3
) 𝑥3 − (𝑎 +

1

2
) 𝑥2 − 10𝑥 + 7 

να παρουσιάζει Σ.Κ. στο x=3/2. Μετά για την 
τιμή του α που βρήκατε, να σχηματίσετε τον 
πίνακα μεταβολών.        (Α δέσμη 1990) 

16) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑥4

3
+

+
2𝛼𝑥3

3
+ (𝛼2 − 2𝛼 +

5

2
) 𝑥2 + (𝛼3 + 7)𝑥 −

−5𝑎2 δεν παρουσιάζει Σ.Κ. για καμιά τιμή του 

αR.           (Α δέσμη 1991) 
17)  (Θέμα 4ον 2003) Έστω μια συνάρτηση f συνε-

χής σ’ ένα διάστημα  [α,β]  που έχει συνεχή 
δεύτερη παράγωγο στο (α,β). Αν ισχύει 

f(α)=f(β)=0  και υπάρχουν αριθμοί  γ(α,β), 

δ(α,β), έτσι ώστε  f(γ)·f(δ)<0,  να αποδεί-
ξετε ότι: 

α.  Υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  

f(x)=0  στο διάστημα  (α,β).  Μονάδες 8 

β. Υπάρχουν σημεία  ξ1, ξ2  (α,β)  τέτοια ώ-

στε  f΄΄(ξ1)<0 και  f΄΄(ξ2)>0.          Μονάδες 9 

γ. Υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο καμπής 

της γραφικής παράστασης της  f.  Μονάδες 8 

18) (ΘΕΜΑ 2ο 2004) Δίνεται η συνάρτηση f µε 
τύπο f(x)=x2lnx. 

α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f, 

να μελετήσετε την μονοτονία της και να βρείτε 

τα ακρότατα.   Μονάδες 10 

β. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και 

να βρείτε τα σημεία  καμπής.     Μονάδες 8 

γ.  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.    Μονάδες 7 

19) (Θέμα 3ον 2007) Δίνεται η συνάρτηση  
f(x)=x3-3x-2ημ2θ 

όπου θR μια σταθερά με θκπ+π/2. 

iii) Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει ένα το-
πικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο και ένα 
σημείο καμπής              Μονάδες 7 

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει α-
κριβώς τρεις πραγματικές ρίζες στο πεδίο ο-
ρισμού της.                             Μονάδες 8 

v) Αν x1, x2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακρο-
τάτων και x3 η θέση του σημείου καμπής της 
f, να αποδειχθεί ότι τα σημεία Α(x1,f(x1), 
B(x2,f(x2)) και Γ(x3,f(x3)) βρίσκονται στην ευ-
θεία y=–2x–2ημ2θ.      Μονάδες 3 

20) (Θέμα 3ο 2009) Δίνεται  η συνάρτηση: 
f(x)=αx-ln(x+1), x>-1 

όπου α σταθερός πραγματικός με 0<α1. 

20.1. Αν ισχύει f(x)1 για κάθε x>-1, να απο-

δείξετε ότι α=e.  Μονάδες 8 

20.2. Για α=e, 

i) Να δείξετε ότι η f είναι κυρτή.  

     Μονάδες 5 

ii) να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι ➴ 

στο διάστημα (-1,0] και ➶ στο διάστημα 

[0,+).    Μονάδες 6 

iii) Αν β,γ(-1,0)U(0,+) να αποδείξετε ότι 

η εξίσωση 
𝑓(𝛽)−1

𝑥−1
+
𝑓(𝛾)−1

𝑥−2
= 0 έχει 

μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα 

(1,2).   Μονάδες 6 

21) (Θέμα Γ 2010) Δίνεται η συνάρτηση: 

f(x)=2x+ln(x2+1), xR. 

Γ1. Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την 

συνάρτηση f.   Μονάδες 5 

Γ2. Να λύσετε την εξίσωση 
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2(𝑥2 − 3𝑥 + 2) = 𝑙𝑛 [
(3𝑥−2)2+1

𝑥4+1
] .   

Μονάδες 7 

Γ3.  Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση 

της f έχει ακριβώς δυο σημεία καμπής.     

Μονάδες 7 

 

Γ4. Να αποδείξετε ότι η f έχει δυο σημεία κα-

μπής και ότι οι εφαπτομένες της γραφικής της 

παράστασης στα σημεία καμπής της τέμνο-

νται σε σημείο του άξονα ψψ΄.   Μονάδες 6 

22) (Θέμα Γ 2011) Δίνεται η συνάρτηση f : ΙR→ΙR, 

δυο φορές παραγωγίσιμη στο ΙR, με f΄(0)= 

f(0)=0 η οποία ικανοποιεί τη σχέση:  

ex(f΄(x)+f΄΄(x)-1)=f΄(x)+xf΄΄(x) για κάθε xΙR. 

A. Να δείξετε ότι f(x)=ln(ex-x), xΙR.      

Μονάδες 8 

B. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτο-

νία και τα ακρότατα.                  Μονάδες 3 

C. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 

f έχει ακριβώς δυο σημεία καμπής.  

Μονάδες 7   

D. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

ln(ex-x)=συνx 

έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα (0,
𝜋

2
).

                    Μονάδες 7

  

 

 

 

ΤΡΑΠΕΖΑ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ 

 

23. 23312-4:  Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο [−2, 2], συνεχής στο [−2, 2] , δύο φορές παραγωγίσιμη 

στο (−2, 2) και f 2(x) − 2f(x) + x2 − 3 = 0, για κάθε x[−2, 2]. 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει σημεία καμπής.    (Μονάδες 8) 

β) Αν f(0) = 3,  

i.  Nα αποδείξετε ότι (f(x) − 1)2 = 4 − x2, για κάθε x[−2, 2] και κατόπιν ότι f(x) = 1 + √4 − x2 ,  

x[−2, 2].          (Μονάδες 9) 

 ii.  Να βρείτε τα ολικά ακρότατα της f και στη συνέχεια να λύσετε την εξίσωση f(x) = συνx .  

            (Μονάδες 8) 

24. 23531-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 − 3. 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι κυρτή στο (0, +∞).     (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι η 𝑓(𝑥) παρουσιάζει θέση ολικού ελαχίστου σε κάποιο 𝑥0 ∈ (0, 1) με 𝑓(𝑥0) < 0. 

            (Μονάδες 10) 

γ) Να υπολογίσετε το lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥))2023

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
.       (Μονάδες 9) 

25. 24759-4 (τράπεζα): Έστω συνάρτηση 𝑓: IR → IR παραγωγίσιμη, για την οποία ισχύει 

𝑓(𝑥) ≥ 𝑥2 − 𝑥 + 1για κάθε 𝑥 ∈ IR. 

α) i. Να υπολογίσετε το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
.       (Μονάδες 4) 

ii. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 δεν έχει ασύμπτωτες.    (Μονάδες 6) 

iii. Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) ≥
3

4
 για κάθε 𝑥 ∈ IR.      (Μονάδες 5) 

β) Αν επιπλέον 𝑓(1) = 1 και 𝑓 (
1

2
) =

3

4
 να αποδείξετε ότι: 

 i. 𝑓′ (
1

2
) = 0.          (Μονάδες 5) 

ii. η 𝑓 δεν είναι κοίλη.         (Μονάδες 5) 

26. 24760-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑙𝑛 𝑥 − 𝜆𝑥,   𝑥 > 0 όπου 𝜆 ∈ ΙR. Αν ισχύει 𝑒 − 𝜆 = 𝑒𝑒 − 1 −

𝜆𝑒, να αποδείξετε ότι : 

α) η 𝑓 είναι κυρτή.          (Μονάδες 6) 
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β) υπάρχει ακριβώς ένα 𝑥𝑜 ∈ (1, 𝑒) με 𝑓′(𝑥𝜊) = 0.      (Μονάδες 6) 

γ) για την 𝑓′ ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano στο [1, 𝑒].  (Μονάδες 6) 

δ) η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ακρότατο στο 𝑥𝑜 που είναι το 𝑒𝑥𝑜(1 − 𝑥𝑜) + 1 − 𝑙𝑛 𝑥𝑜. (Μονάδες 7) 

27. 24769-4: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ln( x + 1) −
x

x+1
,   x > −1 και έστω F αρχική της f με 

F(1) = ln 2. 

α) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > −1 ισχύει 𝑓 ′(𝑥) =
𝑥

(𝑥+1)2
 και να μελετήσετε τη συνάρτηση f  

ως προς τη μονοτονία.        (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι η F είναι κυρτή στο διάστημα [0,+∞).    (Μονάδες 6) 

γ) i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης  της γραφικής παράστασης της F στο 𝑥𝑜 = 1. 

(Μονάδες 6) 

     ii. Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει 
2𝐹(𝑥)−1

𝑥
≥ 𝑙𝑛 4 − 1.  (Μονάδες 5) 

28. 25745-4: Δίνεται συνάρτηση 𝑓: [0,2] → IR η οποία είναι συνεχής στο [0,2], δύο φορές παραγωγίσιμη 

στο (0,2) και ισχύουν 𝑓(1) = 1, 𝑓′(1) = 0, 𝑓(0) = 𝑓(2)και (𝑓′(𝑥))2 + 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑓΄΄ (𝑥) < 0, για κάθε 𝑥 ∈ (0,2). 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. 𝑓(𝑥) ≠ 0 για κάθε 𝑥 ∈ (0,2).               (Μονάδες 5) 

ii. 𝑓(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (0,2).               (Μονάδες 5) 

β) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.          (Μονάδες 7) 

γ) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε τις θέσεις των ακροτάτων.      (Μονάδες 8) 

29. 26736-2: Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση 

της παραγώγου 𝑓΄ μιας πολυωνυμικής συνάρτησης 𝑓 τρίτου 

βαθμού η οποία είναι ορισμένη στο κλειστό διάστημα [−1,5]. 

α) Αν η κορυφή της παραβολής της γραφικής παράστασης 

της παραγώγου 𝑓΄ είναι το σημείο 𝛢(2,−1), με τη βοήθεια 

του σχήματος να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι κοίλη στο [−1,2] 

και κυρτή στο [2,5].             (Μονάδες 10) 

β) Ποια είναι η κλίση της 𝑓 στο 𝑥𝜊 = 2;                 (Μονάδες 6) 

γ) Αν επιπλέον ισχύει ότι 3𝑓(2) − 1 = 0, να βρείτε την εξί-

σωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συ-

νάρτησης 𝑓 στο σημείο της με τετμημένη  𝑥𝜊 = 2.  

                       (Μονάδες 9) 

30. 27320-4: Στο διπλανό σχήμα δίνεται στο (0,+ ∞) η γραφική 

παράσταση της παραγώγου 𝑓 ′ μιας συνάρτησης 𝑓 με πεδίο ο-

ρισμού το (0,+ ∞). Δίνεται επίσης ότι η 𝑓 ′ είναι συνεχής και γνη-

σίως αύξουσα συνάρτηση στο (0,+ ∞) με  lim
𝑥→∞

𝑓′(𝑥) = +∞.   

α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα 

της συνάρτησης 𝑓.          (Μονάδες 09) 

β) Ένας μαθητής ισχυρίζεται ότι:  

1ον: «Η γραφική παράσταση της 𝑓 δέχεται οριζόντια εφαπτο-

μένη στο σημείο με τετμημένη 1». 
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2ον: «Υπάρχει μοναδικό κ(0,+ ∞) τέτοιο, ώστε ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της 𝐶𝑓  

στο σημείο Μ(κ, 𝑓(𝜅)) να ισούται με 2». 

Ποιοι από τους παραπάνω ισχυρισμούς του μαθητή είναι σωστοί; Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

            (Μονάδες 10) 

γ) Τι μπορούμε να πούμε για την κυρτότητα της 𝑓  στο πεδίο ορισμού της; Να δικαιολογήσετε την όποια 

απάντησή σας.          (Μονάδες 06) 

31. 27667-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 +
𝑥2

2
+ 2023, 𝑥 ∈ IR. 

α) Να αποδείξετε ότι:  

a. η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή στο IR.      (Μονάδες 5) 

b. το σύνολο τιμών της 𝑓′ είναι το IR.      (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού 𝛼, η εξίσωση 𝑒𝑥 + 𝑥 = 𝛼 έχει 

μοναδική ρίζα 𝜌.         (Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού 𝛼, η συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝛼𝑥 − 𝑓(𝑥) 

με 𝑥 ∈ IR, έχει μέγιστη τιμή την 𝜌𝑓′(𝜌) − 𝑓(𝜌).     (Μονάδες 9) 

32. 31527-2: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 3𝑥2 − 8, 𝑥 ∈ IR. 

α) Να την μελετήσετε ως προς την κυρτότητα.       (Μόρια 10) 

β) Έστω (ε) η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 𝐶𝑓  της f στο σημείο 𝐴(1, 𝑓(1)). 

i. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε).      (Μόρια 7) 

ii. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει σημείο της 𝐶𝑓 , διαφορετικό από το Α, στο οποίο η εφαπτομένη της 

είναι παράλληλη στην (ε).        (Μόρια 8) 

33. 31549-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛 𝑥

𝑥
 ,𝑥 > 0. 

α) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.   (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι 20222023 > 20232022 .      (Μονάδες 6) 

γ) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τα κοίλα και τα σημεία καμπής.   (Μονάδες 6) 

δ) Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Μέσης Τιμής για την 𝑓 σε καθένα από τα διαστήματα [2021,2022] και 

[2022,2023] να αποδείξετε ότι 2𝑓(2022) < 𝑓(2021) + 𝑓(2023).   (Μονάδες 7) 

Δίνεται 𝑒 ≃ 2,71. 

34. 31550-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑙𝑛 𝑥. Να αποδείξετε ότι  

α) η 𝑓 είναι κυρτή.    (Μονάδες 6) 

β) η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο σε κάποιο 𝑥𝑜 ∈ (
1

2
, 1) το 

οποίο είναι μοναδικό.     (Μονάδες 7) 

γ) το ολικό ελάχιστο είναι το 
1

𝑥𝑜
+ 𝑥𝑜 .   (Μονάδες 6) 

δ) η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 2 είναι αδύνατη.  (Μονάδες 6) 

35. 32799-2: Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση 

της παραγώγου μιας συνάρτησης 𝑓: [−1,1] → IR και η ευθεία 

𝑦 = 2. Αν η γραφική παράσταση της 𝑓′ διέρχεται από τα ση-

μεία 𝛢(−1,1), 𝛣(1,1) και 𝛤(0,2) τότε με βάση το παρακάτω 

σχήμα: 

α) Να εξηγήσετε γιατί ισχύει: 1 ≤ 𝑓′(𝑥) ≤ 2, για κάθε 𝑥 ∈

[−1,1].                  (Μονάδες 07) 
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β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑓 ως προς τη μονοτονία.    (Μονάδες 08) 

γ) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑓 ως προς τα κοίλα και τα σημεία καμπής.   (Μονάδες 10) 

36. 34438-2: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2𝑥3 − 15𝑥2 + 24𝑥, 𝑥 ∈ IR.      

α) Να βρείτε την πρώτη και δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης 𝑓 και να λύσετε τις εξισώσεις: 𝑓 ′(𝑥) =

0 και 𝑓 ′′(𝑥) = 0.         (Μονάδες 8) 

β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑓 ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  (Μονάδες 9) 

γ) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τις θέσεις των σημείων καμπής.

            (Μονάδες 8) 

37. 35172-2: Δίνεται  η συνάρτηση f με f(x) = ln(1 + 𝑥2). 

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα της.  (Μονάδες 12) 

β) Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη και να βρείτε τα σημεία καμπής 

της.           (Μονάδες 13) 

38. END. 
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ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ 

 

1) Η ευθεία y=β λέγεται οριζόντια ασύμπτωτος 

της Cf στο - (+), αν  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝜷 

( 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝛽). Σχήμα 1. 

     

 
2) Η ευθεία x=α λέγεται κατακόρυφη ασύμπτω-

τος της Cf αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼+

𝑓(𝑥) = ±∞  ή  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼−

𝑓(𝑥) = ±∞. Σχήμα 2.  

 
3) Η ευθεία y=λx+β λέγεται πλάγια ασύμπτω-

τος της Cf στο + (αντίστοιχα στο -), αν  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

(𝒇(𝒙) − (𝝀𝒙 + 𝜷)) = 𝟎  ή αντί-

στοιχα   𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

(𝒇(𝒙) − (𝝀𝒙 + 𝜷)) = 𝟎.  

Σχήμα 2. 

 

 
 

4) Ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης 
μιας συνάρτησης f αναζητούμε: 

☛ Στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου 

ορισμού της στα οποία η f δεν ορίζεται. 

☛ Στα σημεία του πεδίου ορισμού της, 

στα οποία η f δεν είναι συνεχής. 

☛ Στο +∞, −∞, εφόσον η συνάρτηση είναι 

ορισμένη σε διάστημα της μορφής (α,+∞), 
αντιστοίχως ( −∞,α). 

5) Για να δείξουμε ότι η ευθεία y=λx+β είναι πλά-
για ασύμπτωτος της Cf υπολογίζουμε το όριο 

της διαφοράς f(x)-(λx+β) όταν x→+ ή x→- 
και πρέπει κάποιο από αυτά τα όρια να είναι 
μηδέν. 

6) Όταν μας δίνουν μια συνάρτηση, για να 
βρούμε την πλάγια ασύμπτωτο: 

α) Υπολογίζουμε το 𝜆 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

𝑓(𝑥)

𝑥
, λΙR. 

β) Υπολογίζουμε το 𝛽 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

[𝑓(𝑥) − 𝜆𝑥], 

βΙR οπότε έχουμε προσδιορίσει την 

y=λx+β. 

7) Δεν θα βρίσκουμε ταυτόχρονα τα όρια όταν 

x→ παρά μόνο αν είμαστε σίγουροι ότι τα 

y=λx+β 

  Ο 

y 

   x 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − (𝜆𝑥 + 𝛽)) = 0 

y=λx+β 

   Ο 

y 

   x 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) − (𝜆𝑥 + 𝛽)) = 0 

Σχήμα 1 

Σχήμα 2 

Σχήμα 3 
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όρια είναι ίσα, γιατί πολλές φορές είναι διαφο-
ρετικά (Άσκηση 1, 2i), 

8) Εάν λ=0, τότε η πλάγια ασύμπτωτος είναι ορι-
ζόντια. Έτσι υπολογίζοντας τις πλάγιες ασύ-
μπτωτες, μας προκύπτουν και οι οριζόντιες αν 

υπάρχουν. Αν λ ή β=, δεν υπάρχουν πλά-
γιες ασύμπτωτες, 

9) Αν υπάρχει οριζόντια ασύμπτωτος στο + (ή -

), δεν υπάρχει πλάγια στο + (ή - αντί-
στοιχα), (άσκηση 2ii, 2iv) 

10) Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις δεν έχουν ασύ-

μπτωτες, γιατί 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = ±∞ και 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0), 

11) έστω 𝑓(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
, Q(x)0 ρητή συνάρτηση . 

i) Όταν ο βαθμός του αριθμητή είναι μικρότε-
ρος από τον βαθμό του παρονομαστή, η 
ευθεία y=0 (άξονας x΄Ox) είναι οριζόντια α-
σύμπτωτος. 

ii) Όταν ο βαθμός του αριθμητή είναι ίσος με 
τον βαθμό του παρονομαστή, η ευθεία 

𝑦 =
𝑎𝜈

𝛽𝜈
, όπου αν, βν οι είναι οι συντελεστές 

των μεγιστοβάθμιων όρων των P(x) και 
Q(x) αντίστοιχα, είναι οριζόντια ασύμπτω-
τος. 

iii) Όταν ο βαθμός του αριθμητή είναι κατά 1 
μονάδα μεγαλύτερος από τον βαθμό του 

παρονομαστή, τότε υπάρχουν πλάγιες α-
σύμπτωτες. 

iv) Όταν ο βαθμός του αριθμητή είναι κατά 2 
και πλέον μονάδες μεγαλύτερος από τον 
βαθμό του παρονομαστή, τότε δεν υπάρ-
χουν πλάγιες ασύμπτωτες. 

v) έχει κατακόρυφη ασύμπτωτο την x=x0, 
μόνο αν το x0 είναι ρίζα του Q(x) και όχι 
ρίζα του P(x). 

12) η συνάρτηση f(x)=logαP(x), έχει κατακόρυφη 
ασύμπτωτο την x=x0, όπου x0 είναι (αν υ-
πάρχει) ρίζα του P(x), γιατί 

𝑙𝑖𝑚
𝑃(𝑥)→0+

𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑃 (𝑥) = ±∞. π.χ. η f(x)=lnx έ-

χει κατακόρυφη ασύμπτωτο την x=0 γιατί 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝑙𝑛 𝑥) = −∞. 

13) η συνάρτηση f(x)=αP(x), έχει οριζόντια ασύ-

μπτωτο την ευθεία y=y0, αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→±∞

𝑎𝑃(𝑥) = 𝑦0, 

π.χ. η f(x)=ex έχει οριζόντια ασύμπτωτο x=0 

γιατί 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0. 

14) η f(x)=εφP(x) έχει κατακόρυφες ασύμπτω-
τους τις ρίζες (αν έχει) της εξίσωσης 

P(x)=κππ/2, κΖ. 
15) η f(x)=σφP(x) έχει κατακόρυφες ασύμπτω-

τους τις ρίζες (αν έχει) της εξίσωσης 

P(x)=κπ, κΖ. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης f(x) = √
x3

x+1
. 

2) Να βρείτε τις ασύμπτωτες των συναρτήσεων: 

i) ℎ(𝑥) =
𝑥2+3𝑥+1

√𝑥2+1
, 

ii) 𝜑(𝑥) =
√𝑥+2

√𝑥−1
, 

iii) 𝜎(𝑥) = 𝑙𝑛( 𝑥3 − 3𝑥2 + 4) 

iv) 𝑓(𝑥) = {

𝜂𝜇𝑥

𝑥2
,    𝑥 < 0

3𝑥2+1

𝑥
, 𝑥 > 0

 

3) Να υπολογίσετε τα α, βΙR ώστε η συνάρτηση 

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥2+𝛽𝑥+1

𝑥+1
, να έχει πλάγια ασύμπτωτο στο 

+ την ευθεία y=x-2 . Στην συνέχεια να βρεθούν οι 
άλλες ασύμπτωτες. 

4) 23530-2: Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική πα-
ράσταση μιας παραγωγίσιμης στο IR συνάρτησης 

𝑓(𝑥) για την οποία γνωρίζουμε τα εξής: 

• στο σημείο 𝛢(−1, 𝑓(−1)) της γραφικής παρά-

στασης της 𝑓 έχει σχεδιασθεί η εφαπτομένη 

ευθεία (𝜀), η οποία διέρχεται από την αρχή 

των αξόνων. 

• η ευθεία 𝑦 = 𝑥 είναι ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης της 𝑓(𝑥) στο +∞. 
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α) Αν γνωρίζουμε ότι 𝑓(−1) = 𝑒 − 1, να αποδείξετε ότι το 𝑓′(−1) = 1 − 𝑒 και να βρείτε την εξίσωση της 

εφαπτομένης (𝜀).               (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι lim
𝑥→+∞

(
𝑓(𝑥)

𝑥
) = 1 και lim

𝑥→+∞
(𝑓(𝑥) − 𝑥) = 0.    (Μονάδες 8) 

γ) Να υπολογίσετε το lim
𝑥→+∞

𝑥𝑓(𝑥)−𝑥2

𝑓(𝑥)
.       (Μονάδες 8) 

5) 25748-2: Έστω 𝑓 συνάρτηση ορισμένη στο IR της οποίας η γραφική παράσταση έχει την ευθεία (𝜀): 𝑦 =
= 3𝑥 − 2 πλάγια ασύμπτωτη στο +∞. Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

α) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥  
και

 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 3𝑥).       (Μονάδες 8) 

β) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥).
          

(Μονάδες 8)
 

γ) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)−𝑥

𝑥𝑓(𝑥)−3𝑥2
 
.
         

(Μονάδες 9) 

6) END. 

ΚΑΝΟΝΑΣ DE L’ HOSPITAL 

1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
(
0

0
)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 εφόσον υπάρχει το 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 πεπερασμένο ή άπειρο. 

2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
(
±∞

±∞
)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 εφόσον υπάρχει 

το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
πεπερασμένο ή άπειρο. 

3) Οι παραπάνω κανόνες ισχύουν και στην περί-

πτωση που x→x0
+ ή x→x0

-. 
4) Δεν πρέπει να μπερδεύουμε τους λόγους 

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 και (

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
)

′

, 

5) Εάν το όριο δεν είναι της μορφής  
0

0
ή
±∞

±∞
, τότε 

η εφαρμογή του κανόνα de l’ Hospital, οδηγεί 
σε λάθος αποτέλεσμα. 

6) Εάν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
=

0

0
ή
±∞

±∞
, τότε 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓΄΄(𝑥)

𝑔΄΄(𝑥)
εφόσον υπάρχει ……κλπ. 

7) Εάν το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 δεν υπάρχει, αυτό δεν ση-

μαίνει ότι δεν υπάρχει και το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
. 

8) Μερικές φορές ο κανόνας de l’ Hospital, οδηγεί 
σε φαύλο κύκλο.  

Π.χ. lim
𝑥→ +∞

√𝑥2+1

𝑥
=𝐷𝐿𝐻
(
+∞

+∞
)
 

 = lim
𝑥→ +∞

(√𝑥2+1)΄

(𝑥)΄
= 

= lim
𝑥→ +∞

(𝑥2+1)΄

2√𝑥2+1

1
= 

= lim
𝑥→ +∞

𝑥

√𝑥2+1
=𝐷𝐿𝐻
(
+∞

+∞
)
= 

= ………. 

= lim
𝑥→ +∞

√𝑥2+1

𝑥
 

=……… 
Σε αυτές τις περιπτώσεις ο παλιός τρόπος υ-
πολογισμού του ορίου είναι προτιμητέος και ο 
μόνος που οδηγεί στην εύρεση του ορίου. 

Έτσι lim
𝑥→ +∞

√𝑥2+1

𝑥
 = lim
𝑥→ +∞

𝑥√1+
1

𝑥2

𝑥
 

= lim
𝑥→ +∞

√1 +
1

𝑥2
 

=√1 + 0 = 1. 

9) Σε πολύπλοκες μορφές απομονώνουμε τις 
παραστάσεις που δημιουργούν την απροσδιο-
ριστία και εφαρμόζουμε σε αυτές τον κανόνα. 

10) Στις εφαρμογές που χρησιμοποιούμε τον κα-
νόνα, δεν θα ελέγχουμε τις προϋποθέσεις που 
πρέπει να ικανοποιούνται. 

11) Μορφή ()0 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

[𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] =
(±∞)0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)
1

𝑔(𝑥)

=

(
±∞

±∞
)

(
0
0
)ή

            

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)

(
1

𝑔(𝑥)
)

′ =. . . ..                                            

(Άσκηση 2a) 

12) Μορφή (+)-(+) 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] =
(+∞)−(+∞)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

[𝑔(𝑥) (
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
− 1)] 

= +∞(𝜅 − 1), 

όπου 𝜅 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 μορφή 

+∞

+∞
. 

☛ Αν κ1 τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] = . 

                   (Άσκηση 2b) 
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☛ Αν κ=1 τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] = (+)0 

που είναι η μορφή (9).            (Άσκηση 2c)      

13) Μορφές 00, 1+  και (+)0 

Θέτουμε 𝒇(𝒙)𝒈(𝒙) = 𝒆𝒈(𝒙) 𝒍𝒏 𝒇(𝒙)και υπολογί-

ζουμε το όριο g(x)lnf(x) που είναι μορφή 0(-

), (+)0 και 0(+) αντίστοιχα.        

(Ασκήσεις 2d, 2e, 2f) 

14) Πολλές φορές μέσα σε ένα όριο, υπάρχουν 
περισσότερες από μια απροσδιόριστες μορ-
φές. Υπολογίζουμε ξεχωριστά το καθένα όριο 
(άσκηση 12). 

15) Όταν σε ένα όριο υπάρχουν παράγοντες που 
δεν οδηγούν σε απροσδιοριστία,  
απομονώνουμε τους παράγοντες αυτούς σε 
δικό τους όριο ( άσκηση 13). 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1) Υπολογίστε τα όρια: 

a) lim
𝑥→1

𝑥3+3𝑥2−2𝑥−2

𝑥2+3𝑥−4
. 

b) lim
𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
 . 

c) lim
𝑥→0+

𝜑𝑥

𝑥2
 . 

d) lim
𝑥→0

𝜎𝜐𝜈𝑥−1

𝑥2
 . 

e) lim
𝑥→0

𝑒𝑥−1

𝑥
 . 

f) lim
𝑥→1

2𝑥2+3−5𝑒𝑥−1

𝑥3+𝑥2+𝑥−3
 . 

g) lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛(1−
3

𝑥
)

1

𝑥

 . 

h) lim
𝑥→0

ln (1+𝑥)

3𝑥
 . 

i) lim
𝑥→1

ln 𝑥

𝑥2−1
 . 

j) lim
𝑥→0

𝑥3𝜂𝜇
1

𝑥

𝜂𝜇𝑥
 . 

k) lim
𝑥→0

𝜑4𝑥

𝜂𝜇7𝑥
 . 

l) lim
𝑥→2

𝜂𝜇(𝑥−2)

𝑥2−4
 . 

m) lim
𝑥→ 

𝜋

2

1−𝜂𝜇𝑥

2𝑥−𝜋
 . 

n) lim
𝑥→0

ln(1+𝑥)−𝑒𝑥+1

𝑥2
 . 

o) lim
𝑥→0

2𝑥−3𝑥

𝑥
 . 

p) lim
𝑥→ +∞

𝑙𝑛2𝑥

𝑥
 . 

q) lim
𝑥→ +∞

𝑒𝑥

1+𝑙𝑛𝑥
 . 

r) lim
𝑥→ +∞

ln (1+𝑒𝑥)

𝑥
 . 

s) lim
𝑥→ +∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥3
 . 

2) Υπολογίστε τα όρια: 

a) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝑥 𝑙𝑛 𝑥). 

b) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑥 − 𝑙𝑛 𝑥). 

c) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 1 − 𝑥). 

d) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥𝑥. 

e) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(1 +
2

𝑥
)
𝑥

. 

f) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(1 + 3𝑥)
1

𝑥. 

3) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης 

𝑓(𝑥) = 𝑥
1

𝑥, x>0. 

4) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης 

𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

𝑥2−1
. 

5) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης 

𝑓(𝑥) =
𝑥3

𝑙𝑛𝑥
. 

6) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης  

𝑓(𝑥) = 𝑥2𝜂𝜇
1

𝑥2
. 

7) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης  

𝑓(𝑥) = √
𝑥3

𝑥+1
. 

8) ΘΕΜΑ 2ον (2001) 
Έστω f μια πραγματική συνάρτηση με 

τύπο f(𝑥)  =  {
   αx2,             x ≤  3     

 
  1-ex-3

𝑥−3
 ,       x >  3 

. Αν η f 

είναι συνεχής, να αποδείξετε ότι    α = –1/9.

             Μονάδες 9 

9) ΘΕΜΑ 2ον (2004)  
Έστω η συνάρτηση f με τύπο f(x)=x2lnx.  

α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και να μελετή-

σετε την μονοτονία και να βρείτε τα ακρότατα. 

                Μονάδες 10 

β.  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

             Μονάδες 7 

10) ΘΕΜΑ 3ον (1983): Έστω η συνάρτηση ορι-

σμένη στο διάστημα [0,+) με  

𝒇(𝒙) = {

𝒙 lnx

𝟏−𝒙
  εάν  0 < 𝒙 ≠ 𝟏

𝟎       εάν  𝒙 = 𝟎
−𝟏   εάν   x = 𝟏

. 
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Να αποδείξετε ότι: 

i) η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της, 
ii) είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,1) 

11. Θέμα 3ον θετική -τεχνολογική 2008: 
Δίνεται η συνάρτηση: 

 𝑓(𝑥) = {
𝑥 𝑙𝑛 𝑥       αν x > 0
   0          αν x = 0

 

i) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 0.
                Μονάδες 3 
Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και 

να βρείτε το σύνολο τιμών της.    Μονάδες 9 

ii) Να βρείτε το πλήθος των διαφορετικών θετι-

κών ριζών της εξίσωσης 𝑥 = 𝑒
𝛼

𝑥   για όλες τις 

πραγματικές τιμές του α.                
     Μονάδες 6 

12) Να υπολογίσετε το όριο της συνάρτησης 

f(x)=
(1−𝑒𝑥)(𝑒𝜀𝜑𝑥−𝑒𝑥)

𝜂𝜇𝑥( 𝜑𝑥−𝑥)
 , στο x0=0. 

13) Να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→ 0+

ln (𝜂𝜇2𝑥)

ln (𝜂𝜇𝑥)
. 

14) Να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→ 0+

𝑥 (𝑒
1

𝑥 − 1). 

15) Να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→ 0+

(𝑥2𝑒
1

𝑥2). 

16) 24755-2: Δίνεται η συνάρτηση: 

𝑓(𝑥) = {
1 −

𝜂𝜇𝑥

𝑥
  ,  𝑥 ≠ 0

𝛼 ,  𝑥 = 0
, 

η οποία είναι συνεχής στο IR. 

α) Να αποδείξετε ότι 𝛼 = 0.     (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝑓′(0) = 0.  (Μονάδες 10) 

γ) Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης 
της 𝐶𝑓  στο σημείο (0, 𝑓(0)).   (Μονάδες 5) 

 
17) 28314-4: Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f : 

[1,+∞)→ IR με f(x) = {e 
1

λx+1, x > 1
0 , x = 1

  , λ ∈ IR.   

α) Να αποδείξετε ότι λ = −1 .  (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε, όπου ορίζεται, την παράγωγο 

της f.                                       (Μονάδες 8) 

γ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία 

και τα ακρότατα.                     (Μονάδες 6) 

δ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.                                                                            

(Μονάδες 5) 

18) 28342-4: Στο παρακάτω σχήμα το ορθογώνιο 
ΑΒΓΔ έχει τις κορυφές Α και Δ πάνω στον ά-

ξονα x′x και τις κορυφές Β και Γ πάνω στις γρα-

φικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) =

ex , x < 1  και  g(x) =
e

x
 ,    x > 1, αντίστοιχα.  

 
Έστω Α(α , 0) με α < 1.   
α) Να αποδείξετε ότι: 

i. η τετμημένη της κορυφής Δ είναι xΔ = e
1−α,    

     (Μονάδες 6)  

ii. Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι 

Ε(α) = e − αeα, α < 1. (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε τη μέγιστη τιμή του εμβαδού του 

ορθογωνίου ΑΒΓΔ .                   (Μονάδες 7)   

γ) Να εξετάσετε αν υπάρχουν και πόσες τιμές 

του α, για τις οποίες το εμβαδόν του ορθο-

γωνίου ΑΒΓΔ γίνεται ίσο με 1.   (Μονάδες 6) 

19) 29130-4:  

Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥𝜂𝜇𝑥, 𝑥 ∈IR. 
α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Η ευθεία 𝑦 = 𝑥 εφάπτεται της 𝐶𝑓  στο ση-

μείο 𝛢 (
𝜋

2
, 𝑓 (

𝜋

2
)).                     (Μονάδες 4) 

ii. Η 𝐶𝑓  έχει άπειρα κοινά σημεία με την εφα-

πτομένη της 𝑦 = 𝑥 τα οποία και να προσ-

διορίσετε.                                (Μονάδες 6) 

β) Για τη συνάρτηση g : IR → IR ισχύει ότι  

𝑔(𝑥) − 𝑥 = 𝑙𝑛 (1 +
1

𝑒𝑥
), για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. Να 

αποδείξετε ότι:  

i. Η  είναι ασύμπτωτη της 𝐶𝑔 στο +∞. 

(Μονάδες 5) 

ii. Στο διάστημα (0, +∞), η 𝐶𝑔 βρίσκεται 

πάνω από την .            (Μονάδες 4)                                                                                                                          

γ) Να αποδείξετε ότι στο διάστημα (0, +∞) η 

γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑔 του 

ερωτήματος (β) βρίσκεται πάνω από τη γρα-

φική παράσταση της 𝑓.  (Μονάδες 6) 

20) 29927-4:  

Δίνεται η συνάρτηση f : (0, 1)∪( 1, +∞) → IR  

με   f(x) =  
x

lnx
 . 

y x=

y x=
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α) Να βρείτε τα όρια :  lim
x→0

f(x) , lim
x→1−

f(x) , 

  lim
x→1+

f(x) και   lim
x→+∞

f(x)              (Μονάδες 6) 

β)  

i. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονο-

τονία και τα ακρότατα.        (Μονάδες 5) 

ii.  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

(Μονάδες 5) 

γ)  Δίνεται η εξίσωση  ex = xa (1) με x >0. Να 
αποδείξετε ότι η (1) είναι ισοδύναμη με την 
εξίσωση f(x) = α και να βρείτε το πλήθος των 
λύσεων της εξίσωσης αυτής, για τις διάφο-
ρες τιμές του πραγματικού αριθμού α. 
                (Μονάδες 9) 

21) 31547-2: Έστω 𝑓:ℝ → ℝ μία συνάρτηση για 

την οποία ισχύει 𝑓(𝑥) =
3−2𝑥

(𝑥−2)2
 για κάθε 𝑥 ≠ 2.  

α) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 

𝑓 έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη τη 𝑥 = 2. 

(Μονάδες 10) 

β) Να εξετάσετε αν η 𝑓 είναι:  

i. συνεχής στο 2.  (Μονάδες 8) 

ii. παραγωγίσιμη στο 2.  (Μονάδες 7) 

22) 31746-4: Δίνεται η συνάρτηση 

𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 4𝑥 + 6)𝑒𝑥, 𝑥 ∈ IR. 

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑓 ως προς τη 

μονοτονία και  να βρείτε το σύνολο τιμών 

της.                                             (Μονάδες 9) 

β) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής πα-

ράστασης της συνάρτησης 𝑓 στο σημείο της 

Μ(0, 𝑓(0)).   (Μονάδες 5) 

γ) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑓 ως προς την 

κυρτότητα και τα σημεία καμπής.   

    (Μονάδες 6) 

δ) Να αποδείξετε ότι: 𝑓(𝑥) ≥ 2𝑥 + 6 για 

κάθε𝑥 ∈ IR.                               (Μονάδες 5) 

23) END
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ΜΕΛΕΤΗ ΚΑΙ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

1. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥 −
1

𝑥
, με x0. 

i. Να βρείτε την παράγωγό της και να μελε-

τήσετε την συνάρτηση ως προς την μο-

νοτονία και τα ακρότατα. 

ii. Να βρείτε την δεύτερη παράγωγο και να 

μελετήσετε την κυρτότητα της συνάρτη-

σης και εάν έχει σημείο καμπής. 

iii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής 

παράστασης. 

iv. Με βάση τα προηγούμενα ερωτήματα, να 

σχεδιάσετε την γραφική παράστασή της. 

2. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑥2

𝑙𝑛𝑥
. 

i. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

ii. Να υπολογίσετε την παράγωγό της, να 

μελετήσετε την συνάρτηση ως προς την 

μονοτονία και τα ακρότατα και να βρείτε 

το σύνολο τιμών της. 

iii. Να δείξετε ότι η δεύτερη παράγωγος είναι 

𝑓″(𝑥) =
2 𝑙𝑛2 𝑥−3𝑙𝑛𝑥+2

𝑙𝑛3 𝑥
 

και να μελετή-

σετε την συνάρτηση ως προς την κυρτό-

τητα και τα σημεία καμπής. 

iv. Να εξετάσετε εάν έχει ασύμπτωτες και να 

σχεδιάσετε την γραφική της παράσταση. 

3. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
1

𝑥3−1
, x1. 

i. Να βρείτε την παράγωγό της και να μελε-

τήσετε την συνάρτηση ως προς την μο-

νοτονία και τα ακρότατα. 

ii. Να δείξετε ότι η δεύτερη παράγωγος είναι 

𝑓″(𝑥) =
6𝑥(2𝑥3+1)

(𝑥3−1)3
 

και να μελετήσετε 

την συνάρτηση ως προς την κυρτότητα 

και τα σημεία καμπής. 

iii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες. 

iv. Με βάση τα προηγούμενα ερωτήματα και 

ότι άλλο χρειάζεται, να σχεδιάσετε την 

γραφική της παράσταση. 

4. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥−1 + 𝑙𝑛 𝑥 − 1, 

x>0. 

i. Να μελετήσετε την συνάρτηση ως προς 

την μονοτονία και να αποδείξετε ότι η εξί-

σωση 𝑒𝑥 = 𝑙𝑛 (
𝑒

𝑥
)
𝑒

 
έχει μοναδική ρίζα 

στο R+. 

ii. Να μελετήσετε την συνάρτηση ως προς 

την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

iii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες. 

iv. Με βάση τα προηγούμενα ερωτήματα και 

ότι άλλο χρειάζεται, να σχεδιάσετε την 

γραφική της παράσταση. 

5. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−
1

2
𝑥2+1

, 

xΙR. 

i. Να υπολογίσετε την παράγωγό της και να 
εξετάσετε την συνάρτηση f ως προς την 
μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii. Να υπολογίσετε τη δεύτερη παράγωγο 

και να εξετάσετε την συνάρτηση ως προς 

την κοιλότητα και τα σημεία καμπής. 

iii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής 

παράστασης της συνάρτησης και να δεί-

ξετε ότι η συνάρτηση είναι περιττή, 

iv. Με την βοήθεια των προηγούμενων ερω-

τημάτων να κάνετε την γραφική παρά-

σταση της συνάρτησης. 

6. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑥2+1

𝑥−1
, x1. 

i. Να υπολογίσετε την παράγωγό της, να 

μελετήσετε την συνάρτηση ως προς την 

μονοτονία. 

ii. Να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

iii. Να μελετήσετε την συνάρτηση ως προς 

την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

iv. Να εξετάσετε εάν έχει ασύμπτωτες και να 

σχεδιάσετε την γραφική της παράσταση. 

7. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑥2−5𝑥+6

(𝑥−1)2
, x1. 

i. Να μελετήσετε την συνάρτηση ως προς 

την μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii. Να μελετήσετε την συνάρτηση ως προς 

την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

iii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες και να σχεδιά-

σετε την γραφική της παράσταση. 

iv. Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξί-

σωσης f(x)=α, για τις διάφορες τιμές του 

αΙR. 

8. Δίνεται η συνάρτηση  𝑓(𝑥) = 𝑥 −
4

𝑥2
, x0. 

i. Να μελετήσετε την συνάρτηση f ως προς 

τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα. 

Μονάδες 8 

ii. Να μελετήσετε την συνάρτηση f ως προς 

την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.  

Μονάδες 4 

iii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής 

παράστασης της συνάρτησης f.  

Μονάδες 6 
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iv. Με βάση τις απαντήσεις σας στα παρα-

πάνω ερωτήματα, να σχεδιάσετε τη γρα-

φική παράσταση της συνάρτησης f.  

Η γραφική παράσταση να σχεδιαστεί με 
στυλό με μελάνι που δεν σβήνει.  

Μονάδες 7 
9. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=lnx, x>0 και 

g(x)=
𝑥

1−𝑥
, x1. 

i. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση fog.     

Μονάδες 5 

ii. Αν h(x)=(fog)(x)=𝑙𝑛 (
𝑥

1−𝑥
), x(0,1), να 

απoδείξετε ότι η συνάρτηση h αντιστρέ-

φεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 

Μονάδες 6 

iii. Αν φ(x)=h-1(x)=
𝑒𝑥

1+𝑒𝑥
, xΙR, να μελετή-

σετε τη συνάρτηση φ ως προς τη μονο-

τονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα και τα 

σημεία καμπής.       Μονάδες 7 

iv. Να βρείτε τις οριζόντιες ασύμπτωτες της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

και να τη σχεδιάσετε. (Η γραφική παρά-

σταση να σχεδιαστεί με στυλό ) 

                  Μονάδες 7 

10. Δίνεται η συνάρτηση  𝑓(𝑥) =
𝜎𝜐𝜈𝑥

1+𝜎𝜐𝜈𝑥
,  με 

x(2κ+1)π, κΖ. 

i. Να αποδείξετε ότι είναι περιοδική με πε-

ρίοδο Τ=2π.    Μονάδες 5 

ii. Να μελετήσετε την συνάρτηση f ως προς 

την μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα σε 

διάστημα μιας περιόδου. Μονάδες 6 

iii. Να μελετήσετε την συνάρ-

τηση ως προς την κυρτό-τητα και τα ση-

μεία καμπής σε διάστημα μιας περιόδου.  

   Μονάδες 6 

iv. Να βρείτε τις κατακόρυφες  ασύμπτω-

τες της γραφικής παράστασης της συ-

νάρτησης f σε διάστημα μιας περιόδου 

και  να σχεδιάσετε  τη  γραφική παρά-

σταση της συνάρτησης f.  Μονάδες 8 

Η γραφική παράσταση να σχεδιαστεί με στυ-

λό με μελάνι που δεν σβήνει.   

11. Δίνεται η συνάρτηση  

𝑓(𝑥) = {
√𝑥4
3

, 𝛼𝜈  x ∈ [-1,0)

𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥, 𝛼𝜈  x ∈ [0,π] 
. 

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση είναι συνεχής 
στο διάστημα [-1,π] και να βρείτε τα κρί-
σιμα σημεία της.  Μονάδες 5 

ii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση ως προς τη 

μονοτονία και τα ακρότατα, και να βρείτε 

το σύνολο τιμών της.  Μονάδες 6 

iii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση ως προς 

την κοιλότητα και τα σημεία καμπής και 

να κατασκευάσετε μια πρόχειρη γραφική 

παράσταση.              Μονάδες 6 

iv. Να λύσετε την εξίσωση 

16𝑒−
3𝜋

4 𝑓(𝑥) − 𝑒−
3𝜋

4 (4𝑥 − 3𝜋)2 = 8√2.  

Μονάδες 8 

12. Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛√𝑥, x>0 

και 𝑔(𝑥) =
1+𝑥

1−𝑥
, x1. 

i. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση (fog)(x) 

και να δείξετε ότι είναι περιττή. 

           Μονάδες 5 

ii. Εάν ℎ(𝑥) = (𝑓𝑜𝑔)(𝑥) = 𝑙𝑛 √
1+𝑥

1−𝑥
, 

x(-1,1), να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

h αντιστρέφεται και να βρείτε την αντί-

στροφή της.          Μονάδες 6 

iii. Αν 𝜑(𝑥) = ℎ−1(𝑥) =
𝑒2𝑥−1

𝑒2𝑥+1
, xΙR, να 

μελετήσετε τη συνάρτηση φ(x)  ως προς 

τη μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτό-

τητα και τα σημεία καμπής. Μονάδες 7 

iv. Να βρείτε τις οριζόντιες ασύμπτωτες της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

φ(x) και να τη σχεδιάσετε. (Η γραφική πα-

ράσταση να σχεδιαστεί με στυλό.) 

            Μονάδες 7 

13. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 1 +
𝑥

√1+𝑥2
, 

xΙR. 

i. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f(x) ως 

προς τη μονοτονία και τα ακρότατα και να 

βρείτε το σύνολο τιμών της. Μονάδες 7 

ii. Να εξετάσετε εάν η συνάρτηση f(x) αντι-

στρέφεται και αν ναι, να βρείτε την αντί-

στροφή της.          Μονάδες 4 

iii. Αν 𝜑(𝑥) = 𝑓−1(𝑥) =
𝑥−1

√−𝑥2+2𝑥
, x(0,2), 

να μελετήσετε τη συνάρτηση φ(x) ως 

προς τη μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρ-

τότητα και τα σημεία καμπής.  Μονάδες 8 

iv. Να βρείτε τις κατακόρυφες ασύμπτωτες 

της γραφικής παράστασης της συνάρτη-

σης φ(x) και να τη σχεδιάσετε.  

Η γραφική παράσταση να σχεδιαστεί με 

στυλό.           Μονάδες 6 
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ΑΡΧΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

1. Ορισμός: Έστω f συνάρτηση ορισμένη σε διά-
στημα Δ. Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα 
της f στο Δ, ονομάζουμε κάθε συνάρτηση F 
που είναι παραγωγίσιμη στο Δ και F΄(x)=f(x) 

για κάθε xΔ. 

2. Θεώρημα: Εάν F είναι παράγουσα της f σε 
διάστημα Δ, τότε: 

• Η συνάρτηση G(x)=F(x)+c, cR στα-
θερά, είναι παράγουσα της f στο Δ. 

• Κάθε παράγουσα της f στο Δ, έχει την 

μορφή G(x)=F(x)+c, cR. 
Από το θεώρημα αυτό προκύπτει ότι η αρχική 
συνάρτηση δεν είναι μοναδική. Η κλάση (σύ-
νολο) όλων των αρχικών συναρτήσεων της 
συνάρτησης f, λέγεται αόριστο ολοκλήρωμα 
της συνάρτησης f. 
Απόδειξη:  

• Κάθε συνάρτηση της μορφής G(x)= =F(x)+c, 

όπου c∈R, είναι μια παράγουσα της f στο Δ, 

αφού G′(x)=(F(x)+c)′=F′(x)= =f(x), για κάθε x 

∈ ∆. 

• Έστω G είναι μια άλλη παράγουσα της f στο 

Δ. Τότε για κάθε x∈∆ ισχύουν F′(x)= =f(x) και 

G′(x)=f(x), οπότε G′(x)=F′(x), για κάθε x∈∆. 
Άρα υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 
G(x)=F(x)+c, για κάθε x∈∆. 

3. Μια συνάρτηση F μπορεί να είναι αρχική της f 
σε ένα διάστημα Δ, χωρίς η F να παραγωγί-
ζεται σε κάθε σημείο του Δ. Τότε πρέπει η F 
να είναι συνεχής στο Δ και η μη ύπαρξη πα-
ραγώγου να αφορά πεπερασμένο πλήθος 
σημείων του Δ. Πχ η F(x)=|x| είναι συνεχής 
στο R, δεν είναι       παραγωγίσιμη στο 0. Είναι 

παράγουσα της 𝑓(𝑥) = {
|𝑥|

𝑥
,   𝛼𝜈  𝑥 ≠ 0

  1,     αν  𝑥 = 0
. 

4. Κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστημα Δ έχει 
παράγουσα στο Δ. Το αντίστροφο δεν ισχύει. 
Εάν μια συνάρτηση έχει παράγουσα στο Δ, 
δεν σημαίνει ότι είναι συνεχής στο Δ. (βλ. πα-
ράδειγμα προηγούμενης παρατήρησης. Η f 
δεν είναι συνεχής στο R, έχει όμως παρά-
γουσα την F.). 

5. Ο ορισμός (1) ισχύει μόνο αν η f είναι ορι-
σμένη και συνεχής σε διάστημα Δ και όχι σε 
ένωση διαστημάτων. (Ολοκλήρωμα Rie-
mann). Πχ οι συναρτήσεις F1(x)=x2, 

x[0,1]U[2,3] και 𝐹2(𝑥) = {
𝑥2 − 1, 𝑥 ∈ [0,1]

𝑥2 + 1, 𝑥 ∈ [2,3]
 εί-

ναι παράγουσες της f(x)=2x, η διαφορά τους 

όμως 𝐹2(𝑥) − 𝐹1(𝑥) = {
   1, 𝑥 ∈ [0,1]

−1, 𝑥 ∈ [2,3]
, δεν είναι 

σταθερός αριθμός. 

6. Υπάρχουν συναρτήσεις που δεν έχουν παρά-

γουσα. Πχ η 𝑓(𝑥) = {
1, 𝑥 ∈ [1,2)

2, 𝑥 ∈ [2,3] 
και άλλες 

που η αρχική τους δεν μπορεί να εκφραστεί 

με στοιχειώδεις συναρτήσεις, πχ f(x)= 
𝑒𝑥

𝑥
, 

𝜂𝜇𝑥

𝑥
, 
1

𝑙𝑛𝑥
, 
𝜎𝜐𝜈𝑥

𝑥
, 𝑒𝑥

2
, xεφx, 𝑥𝑥,…κλπ. 

7. Από τον συμβολισμό των Leibniz και La-

grange, 
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑥), προκύπτει ότι 

df(x)=f΄(x)dx. Η συνάρτηση df(x) λέγεται δια-
φορικό της f στο σημείο x.  

8. Εάν F, G αρχικές συναρτήσεις των f και g α-
ντίστοιχα σε διάστημα Δ, και c σταθερός 
πραγματικός, τότε: 
 

Συνάρτηση 
Το σύνολο όλων 

των αρχικών  

συναρτήσεων 

αf(x) αF(x)+c, cΙR. 

f(x)g(x) 
F(x)G(x) +c, 

cΙR. 

f΄(x) f(x)+c, cΙR. 

f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x) f(x)g(x)+c, cΙR. 

𝑓΄(x)𝑔(x) − 𝑓(x)𝑔΄(x)

𝑔2(x)
 

𝑓(x)

𝑔(x)
+c, cΙR,  

με g(x)≠0. 

𝑓΄(x)

𝑓2(x)
 

−
1

𝑓(x)
+ c, cΙR, 

με f(x)≠0. 

𝑓΄(𝑥)

𝑓(𝑥)
 lnf(x) +c,  

με f(x)>0, cΙR. 

𝑓΄(𝑥)

2√𝑓(𝑥)
 √𝑓(𝑥)+c, cΙR. 

f΄(x)𝑒𝑓(𝑥) 𝑒𝑓(𝑥)+c, cΙR. 

𝑓𝜈(𝜒)𝑓΄(𝑥) 

𝑓𝜈+1(𝑥)

𝜈+1
+c, 

cΙR. 
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f΄(x)ημf(x) 
–συνf(x)+c, 

cΙR. 

f΄(x)συνf(x) 
ημf(x)+c, 

cΙR. 

𝑎𝑓(𝑥)𝑓΄(𝑥) 
𝛼𝑓(𝑥)

𝑙𝑛𝛼
+c, cΙR, 

0<α≠1. 

𝑓΄(𝑥)

𝜎𝜐𝜈2𝑓(𝑥)
 

εφf(x)+c, 

cΙR. 

𝑓΄(𝑥)

𝜂𝜇2𝑓(𝑥)
 

-σφf(x)+c, 

cΙR. 

 

9. Πίνακας απλών αρχικών συναρτήσεων: 
 

 f F 

1 f(x)=α, με xR  
F(x)=αx+c, cΙR 

γιατί (αx+c)΄=α

 
2 f(x)=1 με xR 

F(x)=x+c, cΙR 

γιατί (x+c)΄=1

 

3 
f(x)=𝑥𝜈  με xR και 

νR-{-1} 

F(x)=
𝑥𝜈+1

𝜈+1
+ 𝑐, cΙR 

γιατί (
𝑥𝜈+1

𝜈+1
+ 𝑐)

′

= 𝑥𝜈

 4 f(x)=ημx, με xR 
F(x)=-συνx+c, cΙR 

 γιατί (-συνx+c)΄=ημx

 
5 f(x)=συνx, με xR 

F(x)=ημx+c, cΙR 

γιατί (ημx+c)΄=συνx

 

6 

f(x)=
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
, με 

x(κπ-π/2, 

κπ+π/2) 

F(x)=εφx+c, cΙR 

γιατί (εφx+c)΄=1/συν2x

 

7 
f(x)= 

1

𝜂𝜇2𝑥
, με 

x(κπ, κπ+π) 

F(x)=-σφx+c, cΙR 

γιατί (-σφx+c)΄=1/ημ2x

 8 f(x)=𝑒𝑥, με xR 
F(x)=𝑒𝑥+c, cΙR 

γιατί (ex+c)΄= ex

 

9 
f(x)=

1

√𝑥
,   

με x(0, +) 

F(x)= 2√𝑥 + 𝑐,  

γιατί (2√𝑥 + 𝑐)
′
=

1

√𝑥

 

10 
f(x)=

1

𝑥
, με x>0  

f(x)= -
1

𝑥
 με x<0 

F(x)=lnx+c, cΙR 

γιατί (lnx+c)΄=1/x  

 

F(x)= -ln(-x)+c, cΙR 

γιατί (-ln(-x)+c)΄=-1/x

 

11 
f(x)=𝛼𝑥, με xR 

και 0<α≠1 

F(x)=
𝛼𝑥

𝑙𝑛 𝑎
+ 𝑐, cΙR 

 γιατί (
𝛼𝑥

𝑙𝑛𝑎
+ 𝑐)

′

= 𝑎𝑥

 

12 

f(x)=εφx, με x 

(κπ-(π/2),κπ+(π/2)),  

κΖ 

F(x)=-lnσυνx+c, cΙR 

γιατί (-lnσυνx+c)΄= εφx

 

13 
f(x)=σφx, με 

x(κπ,κπ+π),  κΖ  

F(x)=lnημx+c, cΙR 

γιατί (lnημx+c)΄= σφx

 

 

14 

𝑓(𝑥) =
1

𝛼2−𝑥2
 

, με x(-α,α),  

α>0.  

F(x)=

 

1

2𝛼
𝑙𝑛 |

𝑎+𝑥

𝑎−𝑥
| + 𝑐,  

cΙR

 

15 

 

f(x)=lnx, με x > 0.  

 

F(x)=xlnx-x+c, cΙR
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει 

f΄(x)=x3+ημx+συνx, για κάθε xΙR και f(0)=0. 

2. Να βρεθεί συνάρτηση f :(0,+)→R, για την 

οποία ισχύει f΄(x) = 
𝑥2+𝑥+1

𝑥
 για κάθε 

x(0,+) και f(1)=2. 

3. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει 

f΄(x)=3x√𝑥, για κάθε x0 και f(1)=1. 

4. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει 

f΄(x)=
𝑥3+8

𝑥+2
, για κάθε x2 και f(3)=12. 

5. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει 

xf΄(x)-xσυν2x=xex-3, για κάθε x(0,+) και  

f(π)=eπ-3lnπ+1. 

6. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει 

f΄(x)ημ22x = -4συν2x, με xκπ+π/2 και xκπ, 

κΖ και 𝑓 (−
𝜋

4
) = 0. 

7. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει 

(x+2)f΄(x)=x+3, x>-2 και f(-1)=-1. 

8. Δίνεται η συνάρτηση g(x)=e-2xf(x) με f(x) πα-

ραγωγίσιμη στο ΙR και f΄(x)=2f(x) για κάθε 

xΙR. 

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι στα-

θερή. 

ii. Αν f(1)=1, να βρεθεί ο τύπος της συνάρ-

τησης f. 

9. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει: 

i.  f΄(x)+xημx=συνx, xΙR και f(0)=2. 

ii. xf΄(x)+f(x)=2x, x(0,+) και f(1)=2. 

iii. f΄(x)συνx=2x+f(x)ημx, xκπ+
𝜋

2
, κΙR και 

f(π)=-π2.  

iv. f: (0,+)→ (0,+) με   f(x)lnf(x)=f΄(x), για 

κάθε x(0,+) και f(1)=1. 

v. f΄(x)=1+lnx, x>0 και f(e)=e. 

vi. f΄(x) = 
𝑒𝑥

𝑥2
 - 
2

𝑥
 f(x), x(0,+) και f(1)=e. 

vii. f΄(x) = 
𝑓(𝑥)

𝑥
 + 

1

𝑙𝑛 𝑥
, x>1 και f(e)=0. 

10. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει:  

i. f΄(x)=f(x)σφx και 𝑓 (
𝜋

2
)=1. 

ii. x(x2+1)f΄(x) -1=-2x2f(x), x>0 και f(1)=0. 

iii. f΄(x)=
𝑓(𝑥)

𝑥−1
+ex(x-1), x(1,+) και f(2)=e2. 

iv. f΄(x)-2xe-f(x)=0, xΙR και f(0)=0. 

v. f΄(x)+2xf(x)=0, xΙR με f(x)0 και f(0)=1. 

vi. f΄(x)+2xf2(x)=0, xΙR με f(x)0 και f(0)=1. 

11. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει: 

i. e-2xf΄(x)f(x)-1=0 για κάθε xΙR και f(0)=1. 

ii. f΄(x)=e-2xf3(x), xR με f(x)0 και f(0)=-1. 

12. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει: 

i. f: (0,+)→ ΙR παραγωγίσιμη στο (0,+), 

xf΄(x)+1=-2x2(f(x)+lnx) στο (0,+) και 

f(1)=e-1. 

ii. f : ΙR→ΙR παραγωγίσιμη στο ΙR, f(0)=1, 

f(x) x και (x2+1)2(f΄(x)-1)-x(f(x)-x)3=0 για 

κάθε xΙR. 

iii. f΄(x)-1=2xex-f(x), xΙR και f(0)=0. 

iv. f΄(x)-2x+2x(f(x)-x2)=0, xΙR, f(0)=1, 

f(x)x2 για κάθε xΙR. 

v. f΄(x)=ex+ex(f(x)-ex)2, xR, f(0)=0, f(x)ex 

για κάθε xΙR. 

vi. (f(x)+2x)(f΄(x)+2)=4x, xΙR και f(0)=1. 

vii. (ex+f(x)+xf΄(x))(ex+xf(x))=x, x>0 και 

f(1)= =√2-e. 

viii. f: R→R, f(0)=0, ef(x) -x και f΄(x)ef(x)+1= 

=
𝑥

𝑥+𝑒𝑓(𝑥)
 για κάθε xΙR. 

ix. f : ΙR→ΙR παραγωγίσιμη στο IR, f(0)=2, 

f(x)ex και f΄(x)+e2x(f(x)-ex)3=ex για κάθε 

xIR. 

13. Δίνεται συνάρτηση f: IR→IR παραγωγίσιμη 

στο IR, f(0)=2 και (x-1)f΄(x)=2x2-x-1, για κάθε 

xIR. Να βρεθεί o τύπος της συνάρτησης f. 

14. Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει: 

i. f: R→R δυο φορές παραγωγίσιμη στο IR, 

f(0)=f΄(0)=0 και (x2+1)f΄΄(x)=2(1-xf΄(x)) για 

κάθε xIR. 

ii. f: R→R δυο φορές παραγωγίσιμη στο R, 

f(0)=1, f΄(0)=0, f(x)0 για κάθε xR και 

f(x)(f΄΄(x)+2f(x))=(f΄(x))2 για κάθε xR. 

iii.  Η συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγω-

γίσιμη στο ΙR, f(0)=f΄(0)=1 και f΄΄(x)=f(x) 

για κάθε xΙR. 

iv.  f: R→R δυο φορές παραγωγίσιμη στο ΙR, 

f(2)=e, f΄(0)=0, f(x)>0 για κάθε xΙR και 

f΄΄(x)-2xf΄(x)=2f(x) για κάθε xΙR. 

v.  f: (0,+)→ ΙR δυο φορές παραγωγίσιμη 

στο (0,+), f(x)+(x-2)f΄(x)=xf΄΄(x) για κάθε 

x(0,+) και f(1)=e, f΄(1)=0. 

vi. f : ΙR→ΙR δυο φορές παραγωγίσιμη στο 

ΙR, 2f΄(0)=f(0)=1, f΄΄(x)f(x)+(f΄(x))2= 

=f(x)f΄(x) και f(x)0 για κάθε xΙR.  
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vii. f : ΙR→ΙR δυο φορές παραγωγίσιμη στο 

ΙR, f΄(0)=f(0)=e και f΄΄(x)f(x)-f(x)f΄(x)= 

=(f΄(x))2 για κάθε xΙR. 

viii.  f: (0,+)→ ΙR δυο φορές παραγωγίσιμη 

στο (0,+), 2xf΄(x)+x2f΄΄(x)=-f΄(x) για κάθε 

x(0,+) και f(1)=-2f΄(1)=2. 

ix. f: (0,+)→ ΙR δυο φορές παραγωγίσιμη 

στο (0,+), f΄(x)=xf(
1

𝑥
)…(1) για κάθε x>0 

και f(1)=1. 

x. f : ΙR→ΙR δυο φορές παραγωγίσιμη στο 

ΙR, f΄(0)=0, f(0)=1 και f΄΄(x)=f(x) για κάθε 

xΙR. 

15. Δίνεται η συνάρτηση f:IR→IR δυο φορές πα-

ραγωγίσιμη στο IR, με  f΄΄(x)-2f΄(x)+f(x)=ex 

για κάθε xIR και f(1)=
𝑒

2
, f΄(1)=

3𝑒

2
. 

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=                

=x - 
𝑓΄(𝑥)−𝑓(𝑥)

𝑒𝑥
, xIR, είναι σταθερή. 

ii. Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f. 

16. Δίνεται η συνάρτηση f: (0,π)→ ΙR δυο φορές 

παραγωγίσιμη στο ΙR, με  f΄΄(x)+f(x)=0 για 

κάθε x(0,π) και f(π/2)=f΄(π/2)=1. 

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=            

=f΄(x)ημx-f(x)συνx, x(0,π), είναι σταθερή. 

ii. Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f. 

17. Δίνεται η συνάρτηση f: (0,+)→ ΙR παραγω-

γίσιμη στο (0,+), με xf΄(x)=𝑒
1

𝑥 (x-1)  για κάθε 

x(0,+) και f(1)=e. Να δείξετε ότι f(x)=x𝑒
1

𝑥. 

18. Δίνεται η συνάρτηση f: (0,+)→ ΙR παραγω-

γίσιμη στο (0,+), με f΄(x)=
1

1+𝑥2
 για κάθε 

x>0 και f(1)=0. Να δείξετε ότι 𝑓 (
1

𝑥
)=-f(x) για 

κάθε x>0. 

19. Δίνεται η συνάρτηση f : ΙR→ΙR παραγωγί-

σιμη στο ΙR, με  f΄(-x)f(x)=1 για κάθε xΙR και 

f(0)=1. 

i. Να δείξετε ότι f(x)>0. 

ii. Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f. 

20. Δίνεται η συνάρτηση f : ΙR→ΙR παραγωγί-

σιμη στο ΙR, για την οποία ισχύει η σχέση 

f(x+y)=f(x)+f(y)+x2y+xy2, για κάθε x,yΙR και 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
=1. Να βρεθεί ο τύπος της συνάρ-

τησης f . 

21. Δίνεται η συνάρτηση f : ΙR→ΙR παραγωγί-

σιμη στο ΙR, για την οποία ισχύει η σχέση  

f(x+y)=f(x)f(y)……….(1) 

για κάθε x,yΙR. Αν f(x)0 για κάθε xΙR και 

f(1)=e, να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f. 

22. Να βρεθεί συνάρτηση f : ΙR→ΙR παραγωγί-

σιμη στο ΙR, για την οποία ισχύει f(0)=1 και 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥−ℎ)

ℎ
=f(x)+1 για κάθε xΙR. 

23. Να βρεθεί συνάρτηση f : ΙR→ΙR, δυο φορές 

παραγωγίσιμη στο ΙR, για την οποία ισχύει 

2f(0)=f΄(0)=2 και 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓΄(𝑥)−𝑓΄(𝑥−2ℎ)

ℎ
= 

=2f΄(x) για κάθε xΙR. 

24. Δίνεται συνάρτηση f: (0,+)→ ΙR, δυο φορές 

παραγωγίσιμη στο ΙR, για την οποία ισχύει 

f(1)=1 και 𝑓(𝑥)𝑓΄ (
1
𝑥
)=x για κάθε x>0. Να 

δείξετε ότι f(x)=x, x>0.  

25. Δίνεται συνάρτηση f : ΙR→ΙR, δυο φορές πα-

ραγωγίσιμη στο ΙR, για την οποία ισχύει 

f(0)=1 και f(x)f΄(-x)=2 για κάθε xΙR. Να δεί-

ξετε ότι f(x)=e2x, xΙR. 

26. Έστω F μια αρχική της f(x)=
𝑥+1

√𝑥2+1
 . Να υπο-

λογίσετε το όριο lim
𝑥→+∞

(𝐹(𝑥 + 1) − 𝐹(𝑥)). 

27. END 
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ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ

 1. Ορισμός εμβαδού: Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [α,β], με f(x)≥0 για κάθε 
x∈[α,β] και Ω το χωρίο που ορίζεται από τη γραφική 
παράσταση της f, τον άξονα των x και τις ευθείες x=α,  
x=β. 
Για να ορίσουμε το εμβαδόν του χωρίου 
Ω, (σχ. 12), εργαζόμαστε ως εξής: 

● Χωρίζουμε το διάστημα [α,β] σε ν ισομήκη υποδια-

στήματα, μήκους ∆x=
𝛽−𝛼

𝜈
με τα σημεία 

α=x0<x1<x2<…<xν=β. 

● Σε κάθε υποδιάστημα [xκ–1,xκ] επιλέγουμε αυθαί-

ρετα ένα σημείο ξκ και σχηματίζουμε τα ορθογώνια 

που έχουν βάση Δx και ύψη τα f(ξκ) (σχ. 13). Το ά-

θροισμα των εμβαδών των ορθογωνίων αυτών εί-

ναι: 

Sν=f(ξ1)Δx+f(ξ2)Δx+…+f(ξν)Δx= 

    = [f(ξ1)+f(ξ2)+…+f(ξν)]Δx. 

● Υπολογίζουμε το 𝑙𝑖𝑚
𝜈→+∞

𝑆𝜈. 

Αποδεικνύεται ότι το 𝑙𝑖𝑚
𝜈→+∞

𝑆𝜈 υπάρχει στο R και είναι 

ανεξάρτητο από την επιλογή των σημείων ξκ. Το 

όριο αυτό ονομάζεται εμβαδόν του επιπέδου χω-

ρίου Ω και συμβολίζεται με Ε(Ω). Είναι Ε(Ω)≥0. 

2. Ορισμός ορισμένου ολοκληρώματος:  

Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα 

[α,β]. 

● Χωρίζουμε το διάστημα [α,β] σε ν ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους ∆x=
𝛽−𝛼

𝜈
με τα σημεία 

α=x0<x1<x2<…<xν=β. 

● Σε κάθε υποδιάστημα [xκ–1,xκ] επιλέγουμε αυθαίρετα ένα σημείο ξκ και σχηματίζουμε το άθροι-

σμα Sν=f(ξ1)Δx+f(ξ2)Δx+…+f(ξν)Δx=∑ 𝑓(𝜉𝜅)𝛥𝑥
𝜈
𝜅=1  (άθροισμα Riemann). 

● Αποδεικνύεται ότι το 𝑙𝑖𝑚
𝜈→+∞

(∑ 𝑓(𝜉𝜅)𝛥𝑥
𝜈
𝜅=1 ) υπάρχει στο R και είναι ανεξάρτητο από την επιλογή 

των σημείων ξκ. Το όριο αυτό ονομάζεται ορισμένο ολοκλήρωμα της συνεχούς συνάρτησης f 

από το α στο β και συμβολίζεται με ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
 και διαβάζεται «ολοκλήρωμα της f από το α 

στο β».  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= 𝑙𝑖𝑚
𝜈→+∞

(∑ 𝑓(𝜉𝜅)𝛥𝑥
𝜈
𝜅=1 ) . 

3. Εάν f(x)0, τo ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼

 

ισούται με το εμβαδόν Ε του χωρίου Ω, (σχ. 12),  που περικλείεται από την 

καμπύλη y=f(x), τον άξονα x΄Οx (y=0) και τις ευθείες με εξισώσεις x=α και x=β (σχήμα 12). Οι διαιρέσεις 
των αξόνων εκφράζουν μήκος.

 

 

4. Προφανώς το παραπάνω σύμβολο έχει νόημα αν α<β. Επεκτείνουμε τον παραπάνω ορισμό και για α>β 
ή α=β ως εξής: 

i. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛼

𝛼
= 0. 

ii. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝛼

𝛽
. 

5. Εάν f, g συνεχείς συναρτήσεις στο [α,β], και κ, λΙR, τότε ισχύουν οι εξής ιδιότητες: 

i) ∫ (𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝛽

𝛼
± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝛽

𝛼
. 

ii) ∫ 𝜅𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= 𝜅∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝛽

𝛼
 και γενικά: 

iii) ∫ (𝜅𝑓(𝑥) + 𝜆𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝛽

𝛼
+ 𝜆∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝛽

𝛼
. 

σχ. 13 

σχ. 12 
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iv) Εάν f συνεχής σε διάστημα Δ και α, β, γΔ, τότε ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= +





dxxf )( ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛾
. 

6. Εάν f συνεχής συνάρτηση στο [α,β], f(x)0, στο [α, β], και  η f δεν είναι η μηδενική συνάρτηση στο [α,β], 

τότε ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
> 0. 

7. Εάν f, g συνεχείς άνισες συναρτήσεις στο [α, β], και f(x)g(x), στο [α, β], τότε ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
> ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝛽

𝛼
. (Με 

απόδειξη) (Άσκηση 5,6).   

Απόδειξη: f(x)g(x)  f(x) - g(x)  0. Επομένως από την προηγούμενη ιδιότητα: 

 ∫ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝛽

𝛼
> 0 ⇔ −  0)()(









dxxgdxxf ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
> ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝛽

𝛼
 

8. Το ολοκλήρωμα ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
 είναι ένας πραγματικός αριθμός και όχι συνάρτηση, που η τιμή του εξαρτάται 

μόνο από τα άκρα ολοκλήρωσης α και β και όχι από το γράμμα που παριστάνει την ανεξάρτητη μετα-

βλητή της f.  Δηλαδή ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= =





dttf )( ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝛽

𝛼
=. .. 

9. Αν η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιμη στο [α, β], τότε και η f είναι ολοκληρώσιμη στο [α, β] και 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝑎
| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝛽

𝑎
. Το αντίστροφο δεν ισχύει. 

10. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β], m η ελάχιστη και M η μέγιστη τιμή της f στο [α, β], τότε 𝑚(𝛽 − 𝛼) ≤

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
≤ 𝑀(𝛽 − 𝛼). 

11. Εάν f είναι συνεχής συνάρτηση σε διάστημα Δ και αΔ, τότε η συνάρτηση F(x) = ∫ f(t)dt
x

α
, xΔ, είναι 

μια παράγουσα της f στο Δ. Δηλαδή (∫ f(t)dt
x

α
)

′
= f(x), για κάθε xΔ. 

12. Κάθε συνεχής συνάρτηση f  σε διάστημα Δ έχει αρχικές συναρτήσεις στο Δ. 

13. Εάν f συνεχής στο Δ, μπορεί να υπάρχουν αρχικές συναρτήσεις της f που δεν έχουν την μορφή 

∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕
𝒙

𝒂
. Παράδειγμα η F(x)=2+ημx είναι αρχική της f(x)=συνx που δεν μπορεί να γραφτεί στην μορφή 

∫ 𝝈𝝊𝝂𝒕𝒅𝒕
𝒙

𝒂
, γιατί αν 2+ημx=∫ 𝝈𝝊𝝂𝒕𝒅𝒕

𝒙

𝒂
, τότε για x=α παίρνουμε 2+ημα=0  ημα=-2 άτοπο. 

14. Θεμελιώδες θεώρημα του διαφορικού λογισμού: Εάν f συνεχής σε διάστημα [α,β] και G παράγουσα 

της f στο [α,β], τότε  ∫ 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝑎
= [𝐺(𝑥)] 𝑎

𝛽
= 𝐺(𝛽) − 𝐺(𝛼). 

Απόδειξη:  

Η συνάρτηση F(x)=∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝛼

 

είναι επίσης μια παράγουσα της f στο [α,β]. Επειδή και η G(x) είναι 

μια παράγουσα της f στο [α,β], θα υπάρχει c∈R τέτοιο, ώστε  

G(x)=F(x)+c…………………………….(1) 

Από την (1) για x=α έχουμε: 

G(α)=F(α)+c=∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝛼

𝛼
+c=c……………(2) 

Από την (1) για x=β έχουμε: 

G(β)=F(β)+c=∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝛽

𝛼
+c 

 
)2(

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝛽

𝛼
+G(α) 

Επομένως ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
=G(β)-G(α). 

15. Άμεση συνέπεια του προηγουμένου είναι ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝑎
= [𝑓(𝑥)] 𝑎

𝛽
= 𝑓(𝛽) − 𝑓(𝛼). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 
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16. Βασικά ολοκληρώματα απλών και σύνθετων συναρτήσεων 
 

Απλή Σύνθετη 

 
∫ (𝑓΄(𝑥) + 𝑔΄(𝑥))𝑑𝑥 = [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]𝛼

𝛽
𝛽

𝛼

 

 
∫ (𝑓΄(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔΄(𝑥))𝑑𝑥 = [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝛼

𝛽
𝛽

𝛼

 

 
∫

(𝑓΄(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔΄(𝑥))

𝑔2(𝑥)
𝑑𝑥 = [

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
]
𝛼

𝛽𝛽

𝛼

 

 
∫ 𝑓΄(𝑔(𝑥))𝑔΄(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑓(𝑔(𝑥)]𝛼

𝛽
𝛽

𝛼

 

∫ 1𝑑𝑥 = [𝑥]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

= 𝛽 − 𝛼 ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝑎

= [𝑓(𝑥)] 𝑎
𝛽
= 𝑓(𝛽) − 𝑓(𝛼) 

∫ 𝑐𝑑𝑥 = [𝑐𝑥]𝛼
𝛽
= 𝑐(𝛽 − 𝛼)

𝛽

𝑎

       

(Άσκηση 2) ∫ 𝜆𝑓΄(𝑥)𝑑𝑥 = [𝜆𝑓(𝑥)]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 

∫ 𝑥𝜈𝑑𝑥 = [
𝑥𝜈+1

𝜈+1
]
𝛼

𝛽
𝛽

𝑎
, ν≠-1 ∫ 𝑓𝜈(𝑥)𝑓΄(𝑥)𝑑𝑥 = [

𝑓𝜈+1(𝑥)

𝜈 + 1
]
𝛼

𝛽𝛽

𝑎

 

∫
1

𝑥𝜈
𝑑𝑥 = [

𝑥−𝜈+1

−𝜈+1
]
𝛼

𝛽
𝛽

𝑎
, ν≠1 ∫

1

𝑓𝜈(𝑥)
𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥 = [

𝑓−𝜈+1(𝑥)

−𝜈 + 1
]
𝛼

𝛽𝛽

𝑎

 

∫
1

√𝑥
𝑑𝑥 = [2√𝑥]

𝛼

𝛽
𝛽

𝑎

 ∫
𝑓 ΄(𝑥)

√𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = [2√𝑓(𝑥)]

𝛼

𝛽
𝛽

𝑎

 

∫ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥 = [−𝜎𝜐𝜈𝑥]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝜂𝜇𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = [−𝜎𝜐𝜈𝑓(𝑥)]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 

∫ 𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥 = [𝜂𝜇𝑥]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = [𝜂𝜇𝑓(𝑥)]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 

∫
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥 = [𝜀𝜑𝑥]𝛼

𝛽
𝛽

𝑎

 ∫
𝑓 ′(𝑥)

𝜎𝜐𝜈2𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = [𝜀𝜑𝑓(𝑥)]𝛼

𝛽
𝛽

𝑎

 

∫
1

𝜂𝜇2𝑥
𝑑𝑥 = [−𝜎𝜑𝑥]𝛼

𝛽
𝛽

𝑎

 ∫
𝑓 ′(𝑥)

𝜂𝜇2𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = [−𝜎𝜑𝑓(𝑥)]𝛼

𝛽
𝛽

𝑎

 

∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = [𝑒𝑥]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 ∫ 𝑒𝑓(𝑥)𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑒𝑓(𝑥)]
𝛼

𝛽
𝛽

𝑎

 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = [𝑙𝑛 | 𝑥|]𝛼

𝛽
𝛽

𝑎

 ∫
𝑓 ′(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = [𝑙𝑛 | 𝑓(𝑥)|]𝛼

𝛽
𝛽

𝑎

 

∫ 𝛼𝑥𝑑𝑥 = [
𝛼𝑥

𝑙𝑛 𝛼
]
𝛼

𝛽𝛽

𝑎

 ∫ 𝛼𝑓(𝑥)𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥 = [
𝛼𝑓(𝑥)

𝑙𝑛 𝛼
]
𝛼

𝛽𝛽

𝑎

 

∫ 𝜀𝜑𝑥𝑑𝑥 = [−𝑙𝑛 | 𝜎𝜐𝜈𝑥|]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝜀𝜑𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = [−𝑙𝑛 | 𝜎𝜐𝜈𝑓(𝑥)|]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎
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∫ 𝜎𝜑𝑥𝑑𝑥 = [𝑙𝑛 | 𝜂𝜇𝑥|]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝜎𝜑𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑙𝑛 | 𝜂𝜇𝑓(𝑥)|]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 

∫
1

𝑐2 − 𝑥2
𝑑𝑥 = [

1

2𝑐
𝑙𝑛
𝑐 + 𝑥

𝑐 − 𝑥
]
𝛼

𝛽𝛽

𝑎

 (Με απόδειξη) 

∫ 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = [𝑥 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑥|]𝛼
𝛽

𝛽

𝑎

 (Με απόδειξη) 

17. Το ορισμένο ολοκλήρωμα είναι ανεξάρτητο της επιλεγείσης αρχικής συνάρτησης G. Πράγματι εάν F, 
G είναι δυο αρχικές της f, τότε G(x)=F(x)+c, c=σταθερά, οπότε: 

  G(β)-G(α)= F(β)+c-(F(α)+c)=F(β)+c-F(α) – c =F(β)-F(α). 

18. Παραγοντική ολοκλήρωση: ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝑎
= [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] 𝑎

𝛽
− ∫ 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥

𝛽

𝑎
. 

19. Αντικατάσταση μεταβλητής: ∫ 𝑓(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑔(𝛽)

𝑔(𝑎)
. 

20. Ολοκληρώματα της μορφής ∫ 𝜂𝜇𝜅𝑥 ⋅ 𝜎𝜐𝜈𝜆𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼
. 

i. Αν κ, λ άρτιοι εφαρμόζουμε τους τύπους αποτετραγωνισμού 𝜂𝜇2𝑥 =
1−𝜎𝜐𝜈2𝑥

2
  

και   𝜎𝜐𝜈2𝑥 =
1+𝜎𝜐𝜈2𝑥

2
. 

ii. Αν κ= περιττός, θέτω συνx=u. 
iii. Αν λ= περιττός, θέτω ημx=u. 

21. Ολοκληρώματα της μορφής ∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥

𝛽

𝛼
. 

i. Αν ο βαθμός του αριθμητή είναι μικρότερος από τον βαθμό του παρονομαστή, αναλύουμε το 
κλάσμα σε άθροισμα απλούστερων κλασμάτων. 

ii. Αν ο βαθμός του αριθμητή είναι μεγαλύτερος ή ίσος από τον βαθμό του παρονομαστή, κάνουμε 
την διαίρεση και καταλήγουμε στην περίπτωση (i). 

22. Εάν το ολοκλήρωμα περιέχει την παράσταση √𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 + 𝛾, τότε: 

i. Αν Δ=0 τότε η παράσταση είναι ρητή. 

ii. Αν Δ>0, θέτουμε √𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 + 𝛾 = (𝑥 − 𝜌1)𝑢, όπου ρ1 η μια από τις δυο ρίζες του αx2+βx+γ. 

iii. Αν Δ<0, τότε αναγκαστικά α>0 και θέτουμε √𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 + 𝛾 = √𝛼(𝑥 − 𝑢). 

23. Εάν f συνεχής στο [-α,α] και περιττή, τότε ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝛼
= 0. 

Πράγματι ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝛼
= +

−

0

)(


dxxf ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0
= +−− 

0

)(


duuf ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0
= +
0

)(


duuf ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0
= 

 

 

= +− 
a

duuf
0

)( ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0
=0. (Άσκηση 2) 

24. Εάν f συνεχής στο [-α,α] και άρτια, τότε ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝛼
= 2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

0
. Πράγματι 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝛼
= +

−

0

)(


dxxf ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0
= +−− 

0

)(


duuf ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0
=- +

0

)(


duuf ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0
= 

 

 

= +
a

duuf
0

)( ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0
= 2∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑎

0
. (Άσκηση 3) 

25. Εάν f συνεχής στο R και περιοδική με περίοδο Τ, τότε ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝛽+𝛵

𝛼+𝛵
. Πράγματι θέτω 

x=u+T, οπότε dx=du και για x=α+Τ  u=α και για x=β+T  u=β, και : 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑢 + 𝑇)𝑑𝑢
𝛽

𝛼

𝛽+𝛵

𝛼+𝛵
= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝛽

𝛼
. (Άσκηση 4) 

 

Θέτω x=-u. Τότε dx=-du. 

Για x=-α, u=α  

και για x=0, u=0 

f περιττή 

Θέτω x=-u. Τότε dx=-du. 

Για x=-α, u=α  

και για x=0, u=0 

f άρτια 

f περιοδική 
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ΕΜΒΑΔΑ ΕΠΙΠΕΔΩΝ ΧΩΡΙΩΝ 

 

1. Εάν f συνεχής συνάρτηση            y   
στο [α,β], τότε το εμβαδόν Ε      

του χωρίου που περικλείεται από 

την καμπύλη y=f(x), τον άξονα         Ο   α                                         β                x 

x΄Οx (y=0) και τις ευθείες με 

εξισώσεις x=α και x=β είναι        

Ε=∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
 , αν f(x)0 και                                                     

Ε=-∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
 , αν f(x)≤0.        

Γενικά 𝐸 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝛽

𝛼
. 

         

 

2. Εάν f,g συνεχείς στο [α,β],             y          
τότε το εμβαδόν Ε του χωρίου                                                                                                       Cf 

που περικλείεται μεταξύ των  

γραφικών παραστάσεων Cf,Cg και                                                                                                 Cg 

των ευθειών x=α, x=β δίνεται  

από την σχέση 𝐸 = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝛽

𝛼
 

 

 

 

.                                       

3. Εάν f,g συνεχείς στο                    y          Cf 
      [α,β], τότε το εμβαδόν                                  

      του χωρίου που περικλείεται                                     

      μεταξύ των γραφικών παρα-                       Cg                                 

      στάσεων Cf και Cg, δίνεται                   

      από την σχέση:                                            

𝐸 = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝛾

𝛼
+ ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝛾

𝛽
+. .., 

όπου α, γ, β, … είναι οι ρίζες της εξίσωσης f(x)=g(x),  

δηλαδή οι τετμημένες των σημείων τομής τους. 

4. Εάν f συνεχής σε διάστημα Δ, τότε το εμβαδόν    y 
Ε του χωρίου που περικλείεται από την γραφική  

παράσταση Cf της f και τον άξονα x’Ox,                           

 δίνεται από την σχέση:                                   Cf 

𝐸 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝛽

𝛼
+ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝛾

𝛽
+. ..,   

όπου α, β, γ, … είναι οι ρίζες της εξίσωσης  

f(x)=0, δηλαδή οι τετμημένες των σημείων τομής 

της Cf με τον άξονα x΄Ox. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ε 

x=α x=β 

y=f(x) 

Ο   α             β    x 

x=α x=β 

Ε 

y=f(x) 

E 

 O                 α                     β                      γ          x 

E 

O              α                            β                x 

O      α                γ                       β         x 

E 

x=α 
x=β 

y 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ  

1. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
3𝑥 − 5, 𝛼𝜈 1 < 𝑥 ≤ 2
𝑥 − 1,   𝛼𝜈 2 < 𝑥 < 4
3,          𝛼𝜈 4 < 𝑥 ≤ 6

. Να βρείτε ποια από τα παρακάτω ολοκλη-

ρώματα ορίζονται: 

a) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

1
. 

b) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

3
. 

c) ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
4

3
. 

d) ∫ 𝑓(𝑣)𝑑𝑣
5

3
. 

e) ∫ 𝑓(𝜔)𝑑𝜔
2

0
. 

2. ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
6

6
.α) Να δείξετε ότι ∫ 𝜂𝜇𝜈𝑥𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0
= ∫ 𝜎𝜐𝜈𝜈𝑥𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0
, για κάθε νΝ*. 

β) Να δείξετε ότι ∫ 𝜂𝜇2𝑥𝑑𝑥
𝜋
2⁄

0
= ∫ 𝜎𝜐𝜈2𝑥𝑑𝑥

𝜋
2⁄

0
=

𝜋

4
. 

3. Να δείξετε ότι ∫
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥

2

−2
= 0. 

4. Υπολογίστε το ∫ |𝑥|𝑑𝑥
1

−1
. 

5. Να δείξετε ότι ∫
𝜂𝜇2𝜒

𝜎𝜐𝜈2𝜒
𝑑𝜒

5𝜋
4⁄

𝜋
= ∫

𝜂𝜇2𝜒

𝜎𝜐𝜈2𝜒
𝑑𝜒

𝜋
4⁄

0
. 

6. Να δείξετε ότι ∫ √𝑥𝑑𝑥
1

0
≥ ∫ 𝑥3𝑑𝑥

1

0
. 

7. Να δείξετε ότι |∫
𝜂𝜇𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥

𝜋

2
0

| ≤ ∫
1

𝑥2+1
𝑑𝑥

𝜋

2
0

. 

8. Να δείξετε ότι 
√3

8
≤ ∫

𝜂𝜇𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝜋
3⁄

𝜋
4⁄

≤
√2

6
. 

9. Να δείξετε ότι ∫
1

𝑥2+1
𝑑𝑥

5

2
≤ ∫

𝑥

10
𝑑𝑥

5

2
. 

10. α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f(x)=𝑒𝑥
2−𝑥,  x[0,2]. 

    β) Να αποδείξετε ότι 
2

√𝑒
4 ≤ ∫ 𝑒𝑥

2−𝑥𝑑𝑥
2

0
≤ 2𝑒2.  

11. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

11.1. ∫ 2𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0
 11.2. ∫ (𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝑥𝜂𝜇𝑥)𝑑𝑥

𝜋/3

0
 11.3. ∫

1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

𝑒

1
 

12. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

12.1) ∫ 3𝑥5𝑑𝑥
2

0
 

12.2) ∫ (𝑥4 + 3𝜎𝜐𝜈𝑥)𝑑𝑥
𝜋

0
 

12.3) ∫
𝑥3+1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
 

12.4) ∫
1

𝜂𝜇2𝑥𝜎𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥

𝜋/3

𝜋/4
 

12.5) ∫ (𝑥3 + 𝑥)2𝑑𝑥
1

0
 

12.6) ∫
𝑥2+𝑥+1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
 

12.7) ∫
(𝑥−√𝑥)(1+√𝑥)

√𝑥
3 𝑑𝑥

1

0
 

12.8) ∫ √𝑥2 − 4𝑥 + 4𝑑𝑥
3

2
 

12.9) ∫ (𝑒𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥)𝑑𝑥
𝜋

0
 

12.10) ∫
𝑥−3

𝑥4
𝑑𝑥

2

1
 

12.11) ∫ 𝑒𝑥 (2 −
𝑒−𝑥

𝑥
) 𝑑𝑥

𝑒

1
 

12.12) ∫ (𝜎𝜐𝜈 𝑥
2
− 𝜂𝜇

𝑥

2
)
2

𝑑𝑥
𝜋

−𝜋
 

12.13) ∫ 𝜎𝜐𝜈2
𝑥

2
𝑑𝑥

3𝜋/2

𝜋/2
 

12.14) ∫ 𝜀𝜑2𝑥𝑑𝑥
𝜋/3

𝜋/4
 

12.15) ∫
3−5𝜎𝜑2𝑥

𝜎𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥

𝜋/4

𝜋/6
 

12.16) ∫
𝜎𝜐𝜈2𝜔−𝜂𝜇2𝜔

𝜎𝜐𝜈𝜔−𝜂𝜇𝜔
𝑑𝑥

𝜋

−𝜋
 

12.17) ∫
𝑥2−2𝑥+1

𝑥−1
𝑑𝑥

2

0
 

12.18) ∫
2𝜂𝜇𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇𝑥
𝑑𝑥

𝜋/2

−𝜋/2
 

12.19) ∫
𝑑𝑥

2𝜎𝜐𝜈2𝑥−1+𝜂𝜇2𝑥

𝜋/4

−𝜋/4
 

12.20) ∫
𝜎𝜐𝜈2𝑥−𝜂𝜇2𝑥

𝜎𝜐𝜈2𝑥𝜂𝜇2𝑥
𝑑𝑥

𝜋/3

𝜋/6
 

12.21) ∫
1+𝜎𝜐𝜈2𝑥

2𝜎𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥

𝜋/4

0
 

13. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

13.1) ∫ 𝜂𝜇 (2𝑥 +
𝜋

2
) 𝑑𝑥

𝜋

0
 

13.2) ∫ 𝜎𝜐𝜈3𝑡𝑑𝑡
𝜋/2

−𝜋
 

13.3) ∫ √𝜂𝜇𝜒𝜎𝜐𝜈𝜒𝑑𝜒
𝜋/2

0
 

13.4) ∫
𝑑𝑥

𝑥−3

𝑒+3

4
 

13.5) ∫ 𝑒2𝑥+1𝑑𝑥
0

−1
 

13.6) ∫
𝑑𝑥

(𝑥−3)2

7/2

5/2
 

13.7) ∫ 𝑥𝜎𝜐𝜈 (𝑥2 +
𝜋

2
) 𝑑𝑥

√𝜋

−√𝜋
 

13.8) ∫ 𝜀𝜑𝑥𝑑𝑥
7𝜋/3

9𝜋/4
 

13.9) ∫
2𝑥+1

𝑥2+𝑥+1
𝑑𝑥

1

0
 

13.10) ∫
𝑥𝑑𝑥

√1+𝑥2

1

−1
 

13.11) ∫
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈3𝑥
𝑑𝑥

0

7𝜋/4
 

13.12) ∫ 𝑥√𝑥2 + 1𝑑𝑥
1

−1
 

13.13) ∫
𝑙𝑛 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑒2

𝑒
 

13.14) ∫
𝑒3𝑥

𝑒3𝑥+1
𝑑𝑥

1

0
 

13.15) ∫ 𝜎𝜑𝑥𝑑𝑥
11𝜋/4

5𝜋/2
 

13.16) ∫ 𝑥𝜂𝜇 (𝑥2 +
𝜋

2
) 𝑑𝑥

√𝜋

0
 

13.17) ∫
2𝑥−5

𝑥2−5𝑥+6
𝑑𝑥

1

0
 

13.18) ∫ 𝜎𝜐𝜈3𝑥𝑑𝑥
𝜋/2

−𝜋/2
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13.19) ∫ 𝜂𝜇7𝜔 ⋅ 𝜎𝜐𝜈3𝜔 𝑑𝜔
𝜋/2

0
 

13.20) ∫
𝜑3𝑥

𝜎𝜐𝜈2𝑥
𝑑𝑥

𝜋/3

𝜋/4
 

13.21) ∫ (𝑥3 + 2𝑥2 + 5)(3𝑥2 +
1

−1

+4𝑥)𝑑𝑥 

13.22) ∫ √𝜂𝜇𝑥
3 ⋅ 𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥

3𝜋/4

𝜋/2
 

13.23) ∫
𝑥3+𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
 

13.24) ∫
3√𝑥

√𝑥
𝑑𝑥

9

4
 

13.25) ∫
3𝑥𝑑𝑥

𝑥2+1

1

0
 

13.26) ∫ 𝑥3(2 − 3𝑥4)3𝑑𝑥
1

−1
 

13.27) ∫
1+𝑙𝑛𝑥

4+𝑥 𝑙𝑛𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
 

13.28) ∫
𝑒𝑥

𝑒𝑥−1
𝑑𝑥

𝑙𝑛3

𝑙𝑛2
 

13.29) ∫
𝑒
1
𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

1

1/2
 

13.30) ∫ 𝑒−𝑥
2−1𝑥𝑑𝑥

1

−1
 

13.31) ∫
𝜎𝜐𝜈√𝛼

√𝛼
𝑑𝛼

𝜋2

𝜋

4

2  

13.32) ∫
3𝑑𝜐

√1−𝜐

−3

−8
 

13.33) ∫
𝑑𝑥

𝑥 𝑙𝑛2 𝑥

𝑒2

𝑒
 

13.34) ∫ 𝛼𝜂𝜇𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥
𝜋/2

0
 

13.35) ∫
√1+𝑙𝑛𝑥
3

𝑥
𝑑𝑥

𝑒7

1/𝑒
 

13.36) ∫ 𝑥 ⋅ √5 − 𝑥2
5

𝑑𝑥
√5

−√5
 

13.37) ∫ 𝜂𝜇36𝑥𝜎𝜐𝜈6𝑥𝑑𝑥
𝜋/3

𝜋/12
 

13.38) ∫
2𝑥+3

2𝑥+1
𝑑𝑥

𝑒−1

2
0

 

13.39) ∫
𝑥2𝑑𝑥

√𝑥3+1
3

√26
3

√7
3  

13.40) ∫
1−𝜂𝜇𝑥

𝑥+𝜎𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥

𝜋/2

0
 

13.41) ∫ 𝜎𝜐𝜈2𝑥𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

−𝜋
 

13.42) ∫
𝜂𝜇√𝑥

√𝑥
𝑑𝑥

𝜋

16

2

𝜋

9

2  

13.43) ∫
𝜂𝜇𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥

𝜋

𝜋/2
 

13.44) ∫
𝜎𝜐𝜈(𝑙𝑛 𝑥)𝑑𝑥

𝑥

𝑒𝜋/2

𝑒𝜋/4
 

13.45) ∫
2𝜎𝜐𝜈𝑥+3𝜂𝜇𝑥

𝜂𝜇3𝑥
𝑑𝑥

𝜋/3

𝜋/6
 

13.46) ∫ 𝜎𝜐𝜈3𝑥𝑑𝑥
𝜋/2

−𝜋/2
 

13.47) ∫
2𝑥𝑑𝑥

𝑥2+1

√𝑒−1

0
 

13.48) ∫
𝑥𝑑𝑥

4−𝑥2
1

−1
 

13.49) ∫ 𝑥2𝑒𝑥
3
𝑑𝑥

√𝑙𝑛3
3

0
 

13.50) ∫ (𝑥3 − 7)83𝑥2𝑑𝑥
2

√7
3  

13.51) ∫
𝑙𝑛3 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
 

13.52) ∫
𝑥

𝑥+4
𝑑𝑥

𝑒−4

−3
 

13.53) ∫ (𝜀𝜑2𝑥 +
𝜋/4

0

+𝜀𝜑4𝑥)𝑑𝑥 

13.54) ∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2+4

1

0

14. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

14.1) ∫
4𝑥2+16𝑥−8

𝑥3−4𝑥
𝑑𝑥

𝑒+2

3
 

14.2) ∫
2𝑥−1

𝑥−2
𝑑𝑥

1

0
 

14.3) ∫ 𝜀𝜑3𝑥𝑑𝑥
𝜋/4

0
 

14.4) ∫
𝑑𝑥

𝑐2−𝑥2

𝑐(𝑒−1)

𝑒+1
0

 , cΙR. 

14.5) ∫
𝑥5+𝑥4−8

𝑥3−4𝑥
𝑑𝑥

𝑒+2

3
 

14.6) ∫
2𝑥−3

𝑥2−𝑥−2
𝑑𝑥

1

0
 

14.7) ∫
𝑥−3

𝑥2−2𝑥+1
𝑑𝑥

𝑒+1

2
 

14.8) ∫
𝑑𝑥

𝑥3−2𝑥2+𝑥

𝑒

2
 

14.9) ∫
𝑑𝑥

𝑥2−5𝑥+6

1

0
 

    14.10) ∫
𝑥𝑑𝑥

(𝑥−1)(𝑥+1)2

1/2

0
 

14.11) ∫
𝑥−1

𝑥3+1
𝑑𝑥

1

0
 

14.12) ∫
2−𝑥

𝑥2+𝑥
𝑑𝑥

𝑒−1

1
 

14.13) ∫
𝑥3+6𝑥2+3𝑥+6

𝑥3+2𝑥2
𝑑𝑥

𝑒−2

1

15. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

15.1) ∫ √
𝑥

𝑥−1

3 1

𝑥(𝑥−1)
𝑑𝑥

27

26
8

7

 

15.2) ∫ √
𝑥−1

𝑥

3 1

𝑥(𝑥−1)
𝑑𝑥

− 
1

26

−
1

7

 

15.3) ∫
𝑥3

√𝑥−1
𝑑𝑥

5

2
 

15.4) ∫
𝑑𝑥

√1+𝑥2

1

0
 

15.5) ∫
𝑥𝑑𝑥

√(𝑥+1)3−√𝑥+1

8

3
 

14.5) ∫
2

(2−𝑥)2
√
2−𝑥

2+𝑥

3
𝑑𝑥

14/9

0
 

16. Nα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

16.1) ∫ 𝜂𝜇10𝑥𝜎𝜐𝜈3𝑥𝑑𝑥
𝜋

2

− 
𝜋

2

 

16.2) ∫ 𝜎𝜐𝜈5𝜑𝑑𝜑
𝜋/2

0
 

16.3) ∫ 𝜎𝜐𝜈5𝜑𝑑𝜑
𝜋/2

0
 

16.4) ∫
𝜎𝜐𝜈5𝜒

√𝜂𝜇𝜒
3 𝑑𝜒

3𝜋/4

𝜋/2
 

16.5) ∫
𝜂𝜇5𝑦

√𝜎𝜐𝜈𝑦
𝑑𝑦

2𝜋

7𝜋/4
 

16.6) ∫ 𝜂𝜇2𝑥𝜎𝜐𝜈5𝑥𝑑𝑥
3𝜋/2

𝜋
 

16.7) ∫ 2𝜂𝜇𝑥𝜎𝜐𝜈4𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜋/2
 

16.8) ∫ 𝜂𝜇3𝑥𝜎𝜐𝜈2𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
 

16.9) ∫ 𝜂𝜇2𝑥𝜎𝜐𝜈3𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜋/2
 

16.10) ∫ 𝜂𝜇2𝑥𝜎𝜐𝜈3𝑥𝑑𝑥
𝜋

2

− 
𝜋

2

17. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

17.1) ∫ 𝑥𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
3𝜋/2

𝜋/2
 

17.2) ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0
 

17.3) ∫ 𝑥𝜈 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑒

1
, 𝜈 ∈ 𝛮∗ 

17.4) ∫ 𝜒𝜎𝜐𝜈𝜒𝑑𝜒
3𝜋/2

𝜋/2
 

17.5) ∫ 𝑒𝑥𝑥2𝑑𝑥
1

0
 

17.6) ∫ 𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜋/4
 

17.7) ∫ 𝑒𝑥𝜎𝜐𝜈2𝑥𝑑𝑥
𝜋

−𝜋
 

17.8) ∫ 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑒2

𝑒
 

17.9) ∫ 𝑒3𝑥𝑥2𝑑𝑥
3

0
 

17.10) ∫ 𝑥𝜎𝜐𝜈3𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜋/2
 

17.11) ∫
𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

𝑙𝑛 4

𝑙𝑛 2
 

17.12) ∫
𝑙𝑛 𝑥

𝑥3
𝑑𝑥

𝑒

1/𝑒
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17.13) ∫
𝑥𝑒𝑥

(1+𝑥)2
𝑑𝑥

1

0
 

Παρατήρηση: 
1

(1+𝑥)2
= −(

1

1+𝑥
)

΄

 

17.14) ∫ 𝜂𝜇𝑥𝜂𝜇3𝑥𝑑𝑥
𝜋/3

𝜋/2
 

17.15) ∫ 𝑒5𝑥𝜎𝜐𝜈4𝑥𝑑𝑥
𝜋

−𝜋

ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΩΝ ΣΤΑ ΟΡΙΣΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

 

18. Θέμα 3ο 2004: Δίνεται η συνάρτηση g(x)=exf(x), όπου f συνάρτηση παραγωγίσιμη στο ΙR. και 
f(0)=f(3/2)=0. 

1. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ(0,3/2) τέτοιο ώστε f΄(ξ)=-f(ξ). 

2. Εάν f(x)=2x2-3x, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 𝛪(𝛼) = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

𝛼
. 

3. Να βρείτε το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝐼(𝑎). 

19. Θέμα 4ο 2008: Έστω f συνεχής συνάρτηση στο ΙR για την οποία ισχύει : 

𝑓(𝑥) = (10𝑥3 + 3𝑥)∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
2

0
− 45. 

1. Να δείξετε ότι f(x)=20x3+6x-45.      Μονάδες 8 
2. Δίνεται επίσης μια συνάρτηση g δυο φορές παραγωγίσιμη στο . Να αποδείξετε ότι 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑔΄(𝑥)-g΄(x-h)

ℎ
= 𝑔΄΄(𝑥).       Μονάδες 4 

3. Αν για την συνάρτηση f του (1) ερωτήματος και την συνάρτηση g του δεύτερου ερωτήμα-

τος ισχύει ότι
 
𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑔(𝑥+ℎ)-2g(𝑥)+𝑔(x-h)

ℎ2
= 𝑓(𝑥) + 45 και g(0)=g΄(0)=1, τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι g(x)=x5+x3+x+1.     Μονάδες 10 
ii. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι «1-1».   Μονάδες 3 

20. Θέμα Γ 2010 ερώτημα Γ4: Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2x+ln(x2+1), xΙR. Να υπολογίσετε το 

ολοκλήρωμα 𝛪 = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
.       Μονάδες 7 

21. Θέμα Δ 2016: Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη και δυο φορές παραγωγίσιμη στο ΙR, με συ-
νεχή δεύτερη παράγωγο, για την οποία ισχύει ότι: 

• ∫ (𝑓(𝑥) + 𝑓΄΄(𝑥))𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
= 𝜋. 

• f(ΙR)= ΙR και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝜂𝜇𝑥
= 1 

• 𝑒𝑓(𝑥) + 𝑥 = 𝑓(𝑓(𝑥)) + 𝑒𝑥για κάθε xΙR. 
 

Δ.1. Να δείξετε ότι f(π)=π (μονάδες 4) και f΄(0)=1 (μονάδες 3)  Μονάδες 7 
Δ.2.  

Δ.2.1. Να δείξετε ότι η f δεν παρουσιάζει ακρότατα στο R. (μονάδες 4) 
Δ.2.2. Να δείξετε ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα στο R. (μονάδες 2)  

          Μονάδες 6 

Δ.3. Να υπολογίσετε το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

ημx+συνx

𝑓(𝑥)
.    Μονάδες 6 

Δ.4. Να δείξετε ότι 0 < ∫
𝑓(𝑙𝑛 𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

𝑒𝜋

1
< 𝜋2.     Μονάδες 6 

 

ΟΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΤΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

 

1. 23219-4: Έστω συνάρτηση 𝑓: IR→ IR παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο, η οποία είναι κυρτή και ισχύει 

𝑓(1) = 𝑓′(1) = 2. 

α) Να βρεθεί η εφαπτομένη της 𝐶𝑓  στο σημείο (1, 𝑓(1)) και κατόπιν να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) ≥ 2𝑥 για κάθε 

𝑥 ∈ IR.           (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥).         (Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι :  

i. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
> 1.         (Μονάδες 6) 
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ii. ∫ 𝑥𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

0
< 1.         (Μονάδες 6) 

2. 23955-4: Στο παρακάτω σχήμα, δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
1

1+𝑥2
, 𝑥 ∈ IR και 

οι ευθείες με εξισώσεις 𝑥 = −1 και 𝑥 = 1 οι οποίες τέμνουν τον μεν άξονα 𝑥′𝑥 στα σημεία Α και Β αντί-

στοιχα, την δε γραφική παράσταση της 𝑓 στα σημεία Ε και Δ αντίστοιχα. Η γραφική παράσταση της 𝑓 

τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο σημείο Γ.  

 

α) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓(𝑥) στο σημείο Δ, είναι 

η ευθεία ΓΔ.           (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι στο διάστημα  [0,1] η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 βρίσκεται πάνω από 

την ευθεία ΓΔ, με εξαίρεση τα κοινά τους σημεία Γ και Δ.    (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
>

3

2
.                 (Μονάδες 10) 

3. 23957-4: Δίνεται η συνάρτηση  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑙𝑛
2𝑥  , 𝑥 > 0  . 

α) Να αποδείξτε ότι η  𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με 𝑓′(𝑥) = 2
𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑓(𝑥). (Μονάδες 8)          

β) Να αποδείξτε ότι η 𝑓 έχει ολικό ελάχιστο ίσο με 1.     (Μονάδες 7)         

γ) Να υπολογίστε το ολοκλήρωμα   𝛪 = ∫
2∙𝑙𝑛𝑥∙𝑓(𝑥)+𝑥𝑒𝑥

𝑥(𝑓(𝑥)+𝑒𝑥)

𝑒  

1
𝑑𝑥.                 (Μονάδες 10) 

4. 24758-4: Έστω συνάρτηση 𝑓: IR → IR παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο, και η συνάρτηση 𝑔(𝑥) =

(𝑥2 − 1)𝑓(𝑥) για την οποία ισχύει 𝑔(𝑥) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ IR. Να αποδείξετε ότι: 

α) η 𝑔 παρουσιάζει ελάχιστο για 𝑥 = 1 και για 𝑥 = −1 και στη συνέχεια ότι 𝑓(1) = 𝑓(−1) = 0. 

   (Μονάδες 6) 

β) 𝑓′(1) ≥ 0 και 𝑓′(−1) ≤ 0.         (Μονάδες 8) 

γ) η 𝑓 δεν είναι κοίλη.          (Μονάδες 5) 

δ) ∫ (𝑥3 − 3𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
≤ 0.         (Μονάδες 6) 

5. 24770-4: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ln(ex − 1) + x − 1, x > 0. 

α) Να αποδείξετε ότι είναι γνησίως αύξουσα και κοίλη.        (Μονάδες 8) 

β)  i. Nα βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής της παράστασης στο 𝑥𝑜 = 𝑙𝑛2 .  

     (Μονάδες 5) 

      ii. Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει 𝑙𝑛(𝑒𝑥 − 1) ≤ 2𝑥 − 𝑙𝑛4.   (Μονάδες 4) 

γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι = ∫ (
2−e−x

e−x−1
)

ln 3

ln 2
dx.     (Μονάδες 8) 
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6. 24771-4: Έστω 𝑓: IR → IR συνάρτηση για την οποία ισχύει 𝑓(0) = 1 και (𝑥2 + 1)𝑓′(𝑥) +
2𝑥

𝑥2+1
= 0 για κάθε 

𝑥 ∈ IR. 

α) Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2+1
, 𝑥 ∈ IR.         (Μονάδες 5) 

Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση 𝐶𝑓  της συ-

νάρτησης. 

β) Να αιτιολογήσετε γιατί η 𝐶𝑓  είναι συμμετρική ως προς τον ά-

ξονα 𝑦′𝑦 και να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών Β, Γ, 

Δ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ με τη βοήθεια της τετμημένης 𝛼, 𝛼 >

0 του σημείου 𝛢(𝛼, 0).    (Μονάδες 6) 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν 𝛦(𝛼) του ορθογωνίου ΑΒΓΔ δίνεται από τον τύπο  

𝛦(𝛼) =
2𝛼

𝛼2 + 1
, 𝛼 > 0 

Κατόπιν, να βρείτε για ποια τιμή του α το εμβαδόν γίνεται μέγιστο.     (Μονάδες 8) 

δ) Αν F είναι μια αρχική της f με 𝐹(1) = 𝑙𝑛 2, να αποδείξετε ότι ∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑙𝑛√2
1

0
.   

 (Μονάδες 6) 

7. 25747-4: Δίνεται συνάρτηση 𝑓: [0,2] → IR η οποία είναι συνεχής στο [0,2], παραγωγίσιμη στο (0,2) και 

ισχύουν 𝑓(1) = 1 και 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑓′(𝑥) = −𝑥 + 1, για κάθε 𝑥 ∈ (0,2). 

α) Να αποδείξετε ότι 𝑓2(𝑥) = −𝑥2 + 2𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ [0,2].    (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) = √−𝑥2 + 2𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ [0,2].    (Μονάδες 6) 

γ) Αφού αιτιολογήσετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 είναι ημικύκλιο με κέντρο Κ(1,0) και ακτίνα 1, να 

τη σχεδιάσετε σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων.     (Μονάδες 7) 

δ) Να υπολογίσετε το ∫ 𝑓(𝑥)
2

0
𝑑𝑥.

        

(Μονάδες 6)

 

8. 25757-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
(1 − 𝑥)𝜂𝜇2 (

1

1−𝑥
) , αν 0 ≤ 𝑥 < 1

     0                   ,  αν 𝑥 = 1
 

1) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής.     (Μονάδες 9) 

2) Να αποδειχθεί ότι για κάθε 𝑥 ∈ [0,1], ισχύει 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 − 𝑥.    (Μονάδες 7) 

3) Να αποδειχθεί ότι για το εμβαδό 𝛦 του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 0, 𝑥 = 1 ισχύει 𝛦 <
1

2
 τετραγωνικές μονάδες. 

           (Μονάδες 9) 

9. 25766-4: Στον παρακάτω πίνακα φαίνεται το πρόσημο της παραγώγου μιας συνάρτησης f που είναι 

παραγωγίσιμη στο IR.  

 

 

 

Αν είναι γνωστό ότι η f είναι άρτια και επιπλέον ισχύουν: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞       𝑓(0) = 1        και     𝑓(2) = 5 

τότε: 

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  (Μονάδες 7) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.        (Μονάδες 6) 

𝑥 −∞         −2                  0                   2  +∞ 

𝑓′(𝑥)         +      0          −       0         +       0          − 
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γ) Να λύσετε την εξίσωση 𝑓(𝑥) = |𝑥2 − 4| + 5.      (Μονάδες 7) 

δ) Να αποδείξετε ότι ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= 0.       (Μονάδες 5) 

10. 26184-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥

√𝑥
, 𝑥 > 0. 

α) Να βρείτε, με απόδειξη, την κατακόρυφη ασύμπτωτη και την οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής πα-

ράστασης της 𝑓.         (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 έχει ολικό μέγιστο για 𝑥 = 𝑒2. (Μονάδες 8) 

γ) Να υπολογίστε το ολοκλήρωμα 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑒2

1
.     (Μονάδες 9) 

11. 27321-4: Σε μια χώρα, οι επιστήμονες μελέτησαν για μεγάλο χρονικό διάστημα την μεταβολή του πλη-

θυσμού των ψαριών σε έναν ποταμό και δημιούργησαν ένα προσεγγιστικό μαθηματικό μοντέλο που 

συσχετίζει τον πληθυσμό 𝑥 των ψαριών στο τέλος ενός συγκεκριμένου έτους με τον αναμενόμενο πλη-

θυσμό 𝑦 των ψαριών στο τέλος της αμέσως επόμενης χρονιάς. Το μοντέλο εκφράζεται από τη σχέση 

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑒−𝛽𝑥, 𝑥 ∈ (0,+∞) όπου 𝛼, 𝛽 θετικές σταθερές, με 𝛽 ∈ (0,1) και 𝑎 ∈ (1,+∞).  

α) Να βρείτε την τιμή του τρέχοντος πληθυσμού 𝑥 που μεγιστοποιεί τον πληθυσμό 𝑦 των ψαριών το 

επόμενο έτος σύμφωνα με αυτό το μοντέλο. Ποια είναι αυτή η μέγιστη τιμή του πληθυσμού 𝑦; 

            (Μονάδες 9) 

β) Να εξηγήσετε γιατί ένας απεριόριστα μεγάλος πληθυσμός ψαριών δεν θα είναι βιώσιμος την αμέσως 

επόμενη χρονιά.         (Μονάδες 7) 

γ) Θεωρούμε συνάρτηση 𝐹 η οποία είναι μια παράγουσα (αρχική) της συνάρτησης 𝑓. Να αποδείξτε ότι: 

𝐹(𝛽) − 𝐹(2𝛽) =
𝛼

𝛽2
∙
2𝛽2+1−(1+𝛽2)𝑒𝛽

2

𝑒2𝛽
2 .       (Μονάδες 9) 

12. 27322-4: Ο νόμος του Νεύτωνα που αφορά την μείωση της θερμοκρασίας 𝑇 (σε βαθμούς Κελσίου) 

ενός σώματος συναρτήσει του χρόνου 𝑡 (σε ώρες), ορίζεται από την εξίσωση 

𝑇(𝑡) = 𝐸 + (𝑇0 − 𝐸)𝑒
−𝑘𝑡 , όπου: 

• 𝛦 είναι η σταθερή θερμοκρασία του περιβάλλοντος χώρου στον οποίο βρίσκεται το σώμα με 𝐸 <

𝑇0. 

• 𝛵0 = 𝛵(0) είναι η αρχική θερμοκρασία του σώματος τη στιγμή που τοποθετείται στον περιβάλλοντα 

χώρο.  

• 𝑘 είναι μια θετική σταθερά. 

α) Να υπολογίστε το lim
𝑡→+∞

𝑇(𝑡) και να ερμηνεύστε το αποτέλεσμα.   (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξτε ότι 𝑇′(𝑡) = 𝑘[𝐸 − 𝑇(𝑡)].       (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξτε ότι το ολοκλήρωμα 𝐼 = ∫ (𝛦 − 𝑇(𝑡)) ∙ 𝑙𝑛(𝑇(𝑡))𝑑𝑡
1

0
 ισούται με 

2𝑒3−3𝑒4

𝑘
 αν είναι 𝛵(0) = 𝑒4 

και 𝛵(1) = 𝑒3.                   (Μονάδες 10) 

13. 27668-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 3)(𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 1), 𝑥 ∈ IR με 1 < 𝜆 < 3. 

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓′(𝑥) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες στο IR.          (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε η συνάρτηση 𝑓 έχει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο και ένα σημείο καμπής.

           (Μονάδες 8) 

γ) Αν επιπλέον ισχύει 𝑓(𝑥) = −𝑓(4 − 𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ IR, τότε να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

1
.          (Μονάδες 5) 
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14. 29549-4: Δίνεται η δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓: IR → IR με συνεχή δεύτερη παράγωγο 

τέτοια, ώστε  𝑓′(0) = 𝑓(0) = 0 και ∫ (𝑓(𝑥) + 𝑓″(𝑥))𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
= 0. Να αποδείξετε ότι: 

α) ∫ 𝑓″(𝑥)𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
= −∫ 𝑓′(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥

𝜋

0
.       (Μονάδες 7) 

β) 𝑓(𝜋) = 0.          (Μονάδες 8) 

γ) Στο διάστημα (0, 𝜋) υπάρχει μια τουλάχιστον πιθανή θέση σημείου καμπής.     (Μονάδες 10) 

15. 31551-4: Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓(𝑥) = {
𝜂𝜇𝑥

𝑥
  ,  𝑥 ∈ [−𝜋, 0) ∪ (0, 𝜋]

1  ,  𝑥 = 0    
 

 και 𝜑(𝑥) = 𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥,                  

𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋]. 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝜑 είναι γνησίως φθίνουσα στο [−𝜋, 𝜋] και να βρείτε το πρόσημό της. 

     (Μονάδες 10) 

β) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.       (Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε τις τιμές του 𝜅 ∈ (−𝜋, 𝜋) για τις οποίες ισχύει ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝜅

0
.  (Μονάδες 5) 

16. 32225-4: Για μια συνεχή συνάρτηση 𝑓: [−1,+∞) →IR ισχύουν: 

•  (𝑓(𝑥) + 𝑥)2 = 𝑥2(𝑥 + 1), για κάθε 𝑥 ∈ [−1,+∞), 

• 𝑓(1) > −1 και 𝑓 (−
1

2
) <

1

2
. 

α) Αν 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥, 𝑥 ∈ [−1,+∞) τότε  

i. Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης 𝑔(𝑥) = 0.      (Μονάδες 5) 

ii. Να αποδείξετε ότι 𝑔(𝑥) < 0 για κάθε 𝑥 ∈ (−1,0) και  𝑔(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (0,+∞). 

(Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) = 𝑥(√𝑥 + 1 − 1), 𝑥 ≥ −1.          (Μονάδες 7) 

γ) Αν η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή τότε να αποδείξετε ότι η ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (−1,+∞) είναι 

γνησίως αύξουσα και έπειτα ότι  ∫ (𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥
2024

2023
< ∫ (𝑓(𝑥 + 2) − 𝑓(𝑥 + 1))𝑑𝑥

2024

2023
. 

(Μονάδες 6) 

17. END. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΕΜΒΑΔΑ ΕΠΙΠΕΔΩΝ ΧΩΡΙΩΝ 

 

1. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x)=x3-x2, τον άξονα x’x και τις ευθείες με εξισώσεις: 

i. x=-1 και x=1. 

ii. x=1 και x=2. 

iii. x=-1 και x=2. 

2. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
6𝑥2 + 2,   αν x < 0
2-2x,      αν x ≥ 0

. 

i. Να αποδείξετε ότι είναι συνεχής. 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συ-

νάρτησης f και τις ευθείες με εξισώσεις  α) y=0, x=0, x=1 

      β)y=0, x=-1, x=2. 

3. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x)=|x2-4x|, τον άξονα x’x και τις ευθείες με εξισώσεις: 

i. x=0 και x=3. 

ii. x=0 και x=5. 

4. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x)=2-|3-x| και τις ευθείες με εξισώσεις x=0, x=4, y=0. 
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5. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x)=x4-x2 και τον άξονα x’x. 

6. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
6𝑥2,   αν x ≥ -1

−
6

𝑥
,    αν x < -1

. Να αποδείξετε ότι είναι συνεχής και να υπολογίσετε το 

εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης, τον άξονα x’x και 

την ευθεία x=-2. 

7. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x)=x2-4x+3  και τον άξονα x’x. 

8. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x)=x3-x  και τον άξονα x’x. 

9. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτή-

σεων f(x)=2x3-5x2,  g(x)=x3-4x2,  και των ευθειών με εξισώσεις  α) x=-2, x=1    β) x=-1, x=2. 

10. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτή-

σεων f(x)=3x4+x2 και g(x)=2x4+2x2. 

11. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x)=x3-2x+
1

2
 και την ευθεία 4x-2y+1=0. 

12. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτή-

σεων f(x)=4x και g(x)=x3. 

13. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x2. Να υπολογίσετε: 

i. Την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της γραφικής παράστασης Cf της f, στο σημείο Α(-2,4). 

ii. Την κυρτότητα της f. 

iii. Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf, την (ε) και τον άξονα x’x. 

14. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτή-

σεων f(x)=lnx, g(x)=𝑙𝑛
1

𝑥
 και την ευθεία με εξίσωση y=-1. 

15. Έστω Ω το χωρίο που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=x2, τον άξονα x’x 

και τις ευθείες με εξισώσεις x=0, x=3. Να βρείτε ευθεία x=α, που να χωρίζει το Ω σε δυο ισοδύναμα 

τμήματα. 

16. Έστω Ω το χωρίο που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=ex και τις ευθείες 

με εξισώσεις y=0, x=0, x=2. Να βρείτε ευθεία x=α, που να χωρίζει το Ω σε δυο ισοδύναμα  

τμήματα. 

17. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x)=-lnx, την εφαπτομένη της στο σημείο της 𝛭(
1

𝑒
, 1) και τον άξονα x’x. 

18. α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ω του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συ-

νάρτησης f(x)=
6

𝑥
, και τις ευθείες με εξισώσεις x=0, y=1 και y=3.  

β) Να βρεθεί η τιμή του α, για την οποία η ευθεία y=α, χωρίζει το Ω σε δυο ισοδύναμα χωρία. 

19. Έστω Ω το χωρίο που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=x3-x, και τις ευ-

θείες με εξισώσεις y=0, x=0, x=1. Να βρεθεί η τιμή του α, για την οποία η ευθεία y=αx, χωρίζει το Ω σε 

δυο ισοδύναμα χωρία. 

20. Για τις συναρτήσεις f και g ισχύουν f(0)=g(0), f΄(3)=4+g΄(3) και f΄΄(x)=2+g΄΄(x) για κάθε x[0,3]. Να υπο-

λογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, 

g
 
και τις ευθείες με εξισώσεις x=0 και x=3. 

21. α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f(x)=
1

𝑥2
, και τις ευθείες με εξισώσεις y=0, x=1 και x=λ, με λΙR, λ>1. 

β) Να υπολογίστε το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝜆→+∞

𝛦(𝜆). 
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22. α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f(x)=
𝑙𝑛𝑥

𝑥2
, τον άξονα x’x και την ευθεία x=λ, με λΙR, 0<λ1. 

β) Να υπολογίστε τα όρια 𝑙𝑖𝑚
𝜆→+∞

𝛦(𝜆) και 𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

𝛦(𝜆). 

23. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex+x-1. 

i. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία. 

ii. Να δείξετε ότι αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της f 
-1

. 

iii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f -1, 

τον άξονα x’x και την ευθεία x=e. 

24. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x-ημx, x[0,2π]. 

i. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία. 

ii. Να βρεθεί το σύνολο τιμών της f. 

iii. Να κάνετε την γραφική της παράσταση. 

iv. Να δείξετε ότι αντιστρέφεται. 

v. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f και 

της f -1. 

25. Έστω συνάρτηση f : ΙR→ΙR η οποία είναι παραγωγίσιμη και τέτοια ώστε f(1)=0, f΄(x)=ex2
 για κάθε xΙR. 

Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f και τους 

άξονες x’x και y΄y. 

26. Έστω συνάρτηση f : ΙR→ΙR η οποία είναι παραγωγίσιμη και τέτοια ώστε f3(x)+2f(x)=3x για κάθε xΙR. 

Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f, τον  άξονα 

x’x και τις ευθείες με εξισώσεις x=0 και x=1. 

27. Έστω συνάρτηση f : ΙR→ΙR η οποία είναι παραγωγίσιμη και τέτοια ώστε: 

☛ f(-1)=-1 καιf(1)=1. 

☛ f(x)0 για κάθε xΙR*. 

☛ 𝑓΄(𝑥) = 1+2𝑥2

𝑥
𝑓(𝑥) για κάθε xΙR*. 

i. Να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της συνάρτησης f. 

ii. Να αποδείξετε ότι f(x)=xex2-1 για κάθε xΙR. 

iii. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων της f και 

της f -1. 

iv. Υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f και f 
-1

. 

 

ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΩΝ ΚΑΙ ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΑΠΟ ΤΗΝ Ε.Μ.Ε. 

28. (Προτεινόμενο ΕΜΕ 2016) Δίνονται οι συναρτήσεις f,g: (-1,+)→ ΙR με f(x)=ln(x+1) και 𝑔(𝑥) =
𝑥

𝑥+1
.  

i. Να λύσετε την εξίσωση f(x)+g(x)=0 και να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης Φ(x)=f(x)+g(x). 

ii. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις Cf και Cg των f και g αντίστοιχα, δέχονται κοινή εφαπτο-

μένη στο σημείο Ο(0,0), η οποία διχοτομεί την γωνία 1ου – 3ου τεταρτημόριων. 

iii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την Cf, την παραπάνω εφαπτομένη 

και την ευθεία x=3. 

iv. Ένα υλικό σημείο Μ με θετική τετμημένη, κινείται στην Cf και η τετμημένη του x αυξάνεται με ρυθμό 

2cm/sec. Αν Ν είναι η προβολή του σημείου Μ στον άξονα x’x και Α(0,α) σημείο του άξονα y’y, με 

α>0, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής Ε΄(t) του εμβαδού Ε του τριγώνου ΑΜΝ κάθε στιγμή t 

ισούται με Φ(x(t)). 

β) Να βρείτε την τετμημένη του σημείου Μ, την χρονική στιγμή κατά την οποία ο ρυθμός μεταβολής 

του εμβαδού του τριγώνου ΑΜΝ είναι ίσος με (2 𝑙𝑛 3 +
8

9
) 𝑐𝑚2/𝑠𝑒𝑐. 

29. (Προτεινόμενο ΕΜΕ 2016)  

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xlnx-1=0, με x>1, έχει ακριβώς μια λύση. 
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β) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: (1,+)→ ΙR, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις: 

• f(x)=xlnx(f(x)-f΄(x)), για κάθε x>1. 

• f(e)=ee.  

i. Να βρείτε τον τύπο της f. 

ii. Αν 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑙𝑛 𝑥
, x>1 

1. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

2. Εάν Ε(α) είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση Cg της 

συνάρτησης g(x)=f(x)+xlnxf΄(x), τον άξονα x’x και τις ευθείες με εξισώσεις x=2 και x=α με α>2, να υπο-

λογίσετε το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑎→+∞

(𝐸(𝑎) ⋅ 𝜂𝜇
1

𝐸(𝑎)
). 

30. (Προτεινόμενο ΕΜΕ 2016) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : ΙR→ΙR, της οποίας η γραφική παρά-

σταση Cf διέρχεται από το σημείο Μ(1,2e). Αν η εφαπτομένη της Cf σε κάθε σημείο της (x0,f(x0)) διέρ-

χεται από το σημείο Α(x0+1,2e
x0): 

α) Να αποδείξετε ότι f(x)=ex+e2-x. 

β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

γ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
𝑓(𝑎−2𝑥)

𝑥−𝑎
+
𝑓(2𝑥)

𝑥−𝛽
= 2017, α,βR, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διά-

στημα (α,β). 

δ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf και την ευθεία y=e2+1. 

ε) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία x=1. 

31. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex2
(x3-x), xΙR. 

i. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα. 

ii. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

iii. Να δείξετε ότι, αν x1 και x2 οι θέσεις τοπικών ακροτάτων, τότε τα σημεία Α(x1,f(x1)), B(x2,f(x2)) και το 

σημείο καμπής είναι συνευθειακά. 

iv. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=-x έχει ακριβώς μια πραγματική ρίζα. 

v. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση Cf της f και  

τoν άξονα x’x. 

32. (Θέμα 2ον 2001) Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥2,         𝛼𝜈  𝑥 ≤ 3
1−𝑒𝑥−3

𝑥−3
,  𝛼𝜈  𝑥 > 3

. 

i. Αν η f είναι συνεχής, να δείξετε ότι α=−
1

9
.                Μονάδες 9 

ii. Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης Cf της f στο σημείο Α(4,f(4)).         Μονάδες 7 

iii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf, τον άξονα x’x και τις ευθείες 

x=1 και x=2.                     Μονάδες 9 

33. (Θέμα 4ον 2002) 

i. Δίνονται οι συναρτήσεις h και g συνεχείς στο [α,β]. 

Να δείξετε ότι αν h(x)>g(x) στο [α,β], τότε ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝑎
> ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝛽

𝑎
.            Μονάδες 2 

ii. Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R, που ικανοποιεί τις σχέσεις f(x)-e-f(x)=x-1 για κάθε xΙR και 

f(0)=0. 

a) Να εκφράσετε την f΄ ως συνάρτηση της f.                Μονάδες 5 

b) Να δείξετε ότι 
𝑥

2
< 𝑓(𝑥) < 𝑥𝑓 ′(𝑥) για κάθε x>0.             Μονάδες 12 

c) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την Cf, τον άξονα x’x και τις ευθείες 

x=0 και x=1, να δείξετε ότι 
1

4
< 𝛦 <

1

2
𝑓(1).                Μονάδες 6 

34. (Θέμα 3ον 2003) Δίνεται συνάρτηση f(x)=x5+x3+x. 

i. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 

Μονάδες 6 
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ii. Να αποδείξετε ότι f(ex)f(1+x) για κάθε xΙR.                Μονάδες 6 

iii. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf στο Ο(0,0) είναι ο άξονας συμμετρίας των γραφικών παρα-

στάσεων των f και f -1.                   Μονάδες 5 

iv. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f -1, τον 

άξονα x’x και την ευθεία με εξίσωση x=3.                Μονάδες 6 

35. (Θέμα 3ον 2005) Δίνεται συνάρτηση f(x)=eλx, λ>0. 

i. Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.                Μονάδες 3 

ii. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf η οποία διέρχεται από το Ο(0,0) έχει εξίσωση y=λex. Βρείτε 

τις συντεταγμένες του σημείου επαφής Μ.                Μονάδες 7 

iii. Δείξτε ότι το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f, τον άξονα 

y’y και την εφαπτομένη της στο σημείο Μ, είναι 𝛦(𝜆) =
𝑒−2

2𝜆
.             Μονάδες 8 

iv. Υπολογίστε το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝜆→+∞

𝜆2𝛦(𝜆)

2+𝜂𝜇𝜆
.                 Μονάδες 7 

36. (Θέμα 2ον 2006) Δίνεται συνάρτηση f(x)=2+(x-2)2, με x2. 

i. Να δείξετε ότι η f είναι «1-1».                   Μονάδες 6 

ii. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε τον τύπο της f -1.             Μονάδες 8 

iii. Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων  των συναρτήσεων f και f -1 με  την ευθεί-

α y=x.                     Μονάδες 4 

iv. Να υπολογίσετε το εμβαδόν χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f και f -1.

                          Μονάδες 7 

37. (Θέμα Γ 2012) Δίνεται συνάρτηση f(x)=(x-1)lnx-1, x>0. 

Γ1. Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα Δ1=(0,1] και γνησίως αύξουσα στο διάστημα 

Δ2=[1,+). Στην συνέχεια να βρείτε το σύνολο τιμών της.                        Μονάδες 6 

Γ2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xx-1=e2013, x>0, έχει ακριβώς δυο θετικές ρίζες.          Μονάδες 6 

Γ3. Αν x1, x2 οι δυο ρίζες της εξίσωσης του Γ2 ερωτήματος, με x1<x2, να αποδείξετε ότι υπάρχει 

x0(x1,x2) τέτοιο ώστε f΄(x0)+f(x0)=2012.               Μονάδες 6 

Γ4. Να υπολογίσετε το εμβαδόν χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

g(x)=f(x)+1, x>0, τον άξονα x’x και την ευθεία x=e.                          Μονάδες 7 

38. (Θέμα Γ 2014) Δίνεται συνάρτηση h(x)=x-ln(ex+1), xΙR. 

Γ1. Να μελετήσετε την h ως προς την μονοτονία.               Μονάδες 5 

Γ2. Να λύσετε την ανίσωση 𝑒ℎ(2ℎ
′(𝑥)) <

𝑒

𝑒+1
.                Μονάδες 7 

Γ3. Να βρείτε την οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της h στο + και την πλάγια ασύ-

μπτωτή της στο -.                  Μονάδες 6 

Γ4. Να υπολογίσετε το εμβαδόν χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

φ(x)=ex(h(x)+ln2), τον άξονα x’x και την ευθεία x=1.             Μονάδες 7 

39.  (Προτεινόμενο ΕΜΕ 2016) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : ΙR→ΙR, η οποία ικανοποιεί τις σχέ-

σεις: 

☛ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)+𝑒

𝑥
= 1. 

☛ f(x+y)=e2xy(ey2
f(x)+ex2

f(y)+ex2+1+ey2+1)-e, για κάθε x,yR. 

Να αποδείξετε ότι:  

i. f΄(0)=1. 

ii. f΄(x)=2xf(x)+ex2
+2ex, για κάθε xΙR. 

iii. f(x)=xex2
-e, για κάθε xΙR. 

iv. Η συνάρτηση f αντιστρέφεται και θεωρώντας ότι η συνάρτηση f -1 είναι συνεχής, να βρείτε το εμβαδόν 

του χωρίου Ω που περικλείεται από την γραφική παράσταση Cf-1 της συνάρτησης , την ευθεία                 

x=-2e, και τους άξονες x΄x και y΄y. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΣΤΑ ΕΜΒΑΔΑ 

 

1. 23218-4: Δίνεται η πολυωνυμική συνάρτηση 𝑃(𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥2 − 𝜆𝑥 + 1, όπου 𝜆 ∈ IR. 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑃(𝑥) παρουσιάζει σημείο καμπής για κάθε 𝜆 ∈ ℝ και να βρείτε τις συντε-

ταγμένες του σημείου καμπής 𝛫.       (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε για ποιες τιμές του 𝜆 η 𝑃(𝑥) παρουσιάζει τοπικά ακρότατα και να προσδιορίσετε το 

είδος τους.           (Μονάδες 6) 

γ) Έστω ότι 𝛫(−1, 𝜆 + 3) και ότι η 𝑃(𝑥) παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στις θέσεις𝑥1, 𝑥2, με             

𝑥1 < −1 < 𝑥2. 

i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (𝜀) της 𝐶𝑃 στο σημείο 𝛫 και κατόπιν να αιτιολογή-

σετε ότι βρίσκεται στο 2ο και 4ο τεταρτημόριο.     (Μονάδες 5) 

ii. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν 𝛦1 που περικλείεται μεταξύ των  (𝜀) , 𝐶𝑃 και των ευθειών 𝑥 =

= 𝑥1, 𝑥 = −1 είναι ίσο με το εμβαδόν 𝛦2 που περικλείεται μεταξύ των (𝜀) , 𝐶𝑃 και των ευ-

θειών𝑥 = 𝑥2, 𝑥 = −1.        (Μονάδες 8) 

2. 24275-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 1 +
1

𝑒𝑥
,    𝑥 ∈ IR. 

δ) Να αποδειχθεί ότι η ευθεία y=-x+1 είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο +∞.

            (Μονάδες 07) 

ε) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει ακριβώς μια ρίζα 𝜌, η οποία είναι μεγαλύτερη του 1. 

            (Μονάδες 09) 

στ) Να αποδειχθεί ότι το εμβαδό 𝛦 του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-

νάρτησης 𝑓,  τον άξονα 𝑥′𝑥  και  τις  ευθείες  𝑥 = 1,   𝑥 = 𝜌   ισούται   με: 

𝛦(𝛺) = −
(𝜌−1)2

2
− (𝜌 − 1) + 𝑒−1 τετραγωνικές μονάδες.  (Μονάδες 09) 

3. 24704-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑒𝑥, 𝑥 > 0. 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο (0, +∞).    (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει ακριβώς σε ένα σημείο Α τον άξονα 𝑥΄𝑥, με 

τετμημένη 𝑥0 ∈ (0,1).         (Μονάδες 9) 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν 𝐸 του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της 𝑓, τον 

άξονα 𝑥΄𝑥 και την ευθεία με εξίσωση 𝑥 = 1, είναι 𝐸 = 𝑒 + (𝑥0 − 1)(1 − 𝑙𝑛𝑥0).    (Μονάδες 10) 

4. 25147-4: Δίνονται οι συναρτήσεις:  𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 ,   𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⋅ 𝜂𝜇𝑥, 𝑥 ∈ [0,2𝜋]. 

α) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των 𝑓, 𝑔 έχουν μοναδικό κοινό σημείο το 

𝐴 (
𝜋

2
, 𝑒−

𝜋

2),  στο διάστημα ορισμού τους  [0,2𝜋].     (Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  𝑓, 𝑔 δέχονται κοινή εφαπτο-

μένη στο σημείο τομής τους.        (Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τον άξονα  𝑦’𝑦  και τις γραφικές 

παραστάσεις των  𝐶𝑓, 𝐶𝑔.        (Μονάδες 9) 

5. 25235-4: Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥, 𝑥 ∈ [
𝜋

2
,
3𝜋

2
], της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται 

στο διπλανό σχήμα. Στα σημεία 𝛢 (
𝜋

2
, 𝑓 (

𝜋

2
)) και 𝛣 (

3𝜋

2
, 𝑓 (

3𝜋

2
)) έχουν σχεδιασθεί οι εφαπτόμενες (𝜀1), (𝜀2) 

αντίστοιχα της γραφικής παράστασης της 𝑓, οι οποίες τέμνονται στο σημείο 𝛤. 
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α) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις των εφαπτόμενων ευθειών 

(𝜀1), (𝜀2) είναι (𝜀1) 𝑦 =  −𝑥 +
𝜋

2
 και (𝜀2): 𝑦 = = 𝑥 −

3𝜋

2
 αντί-

στοιχα.      (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 

την γραφική παράσταση της 𝑓 και τις ευθείες (𝜀1) και (𝜀2). 

       (Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→

π

2

+

1

f(x)+x−
π

2

.  (Μονάδες 8) 

6. 25259-4: Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓: IR → IR, που είναι τέτοια, ώστε: 

• η γραφική παράσταση της 𝑓, να εφάπτεται της 𝜀: 𝑦 =
1

4
 , στο 𝑥0 = 0.  

• είναι κυρτή και 

• 𝑓(1) = 1. 

1) Να αποδειχθεί ότι: 

a. 𝑓(0) =
1

4
 και 𝑓′(0) = 0.       (Μονάδες 6) 

b. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

4𝑓(𝑥)−1

𝜂𝜇𝑥⋅𝑓(𝑥)
= 0.        (Μονάδες 7) 

2) Επιπλέον δίνεται ότι η πρώτη παράγωγος της 𝑓 είναι συνεχής. 

a. Να αποδείξετε ότι 𝑓′(𝑥) ≥ 0, για κάθε 𝑥 ∈ [0,1].    (Μονάδες 6) 

Να υπολογίσετε το εμβαδό 𝛦 του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 𝑓′ , τον άξονα 

𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 1.         (Μονάδες 6) 

7. 25746-4: Έστω συνάρτηση 𝑓: IR → IR παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο για την οποία ισχύει ότι     

𝑓′(𝑥) > 𝑓(𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ IR και 𝑓(0) = 0. Έστω επίσης η συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥𝑓(𝑥). 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 είναι γνησίως αύξουσα στο IR.   (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 > 0 και 𝑓(𝑥) < 0 για κάθε 𝑥 < 0.  (Μονάδες 6) 

γ) Να λύσετε την εξίσωση 𝑓(|𝜂𝜇𝑥| + 1) = 𝑓(|𝑥| + 1).     (Μονάδες 7) 

δ) Αν 𝛦 το εμβαδόν που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 𝑓 τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες        

𝑥 = 0 και 𝑥 = 1, να αποδείξετε ότι 𝛦 < 𝑓(1).      (Μονάδες 6) 

8. 25765-4 Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 2 𝑙𝑛𝑥+𝑥,   𝑥 >0  

α) Να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της 𝑓−1.  (Μονάδες 7) 

β) Να λύσετε την ανίσωση 𝑓−1(𝑥) > 𝑥.         (Μονάδες 8) 

γ) Έστω 𝑔 ∶ IR → IR μια συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑓(| 𝑥 |), για κάθε 𝑥 ≠ 0.  

i. Να αποδείξετε ότι 𝑔(𝑥) = 𝑥2𝑒|𝑥|, 𝑥 ∈ IR.      (Μονάδες 4) 

ii. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την 𝐶𝑔, τον 𝑥′𝑥 και τις κατακόρυφες ευθείες        

𝑥 = −1, 𝑥 = 1.          (Μονάδες 6) 

9. 26183-4: Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = {
εφ (

πx

4
) , 0 ≤ x ≤ 1

1 −
4lnx

x
, x > 1

 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι συνεχής στο 1, αλλά όχι παραγωγίσιμη στο 1.        (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 έχει ακριβώς δύο κρίσιμα σημεία στο διάστημα [0, +∞).   (Μονάδες 7) 
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γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της 𝑓, τον άξονα 

𝑥′𝑥, τον άξονα 𝑦΄𝑦 και την ευθεία με εξίσωση 𝑥 = 1, είναι 𝛦 =
𝑙𝑛4

𝜋
 τετραγωνικές μονάδες.  

                (Μονάδες 10) 

10. 27031-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = −
1

3
𝑥3 , με 𝑥 ∈ (−∞, 0] και τυχαίο σημείο 𝛢 (𝛼,−

𝛼3

3
)  με 𝛼 < 0 της 

γραφικής της παράστασης. 

α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑓  στο σημείο 𝛢. 

(Μονάδες 06) 

β) i. Ένα περιπολικό 𝛢 κινείται κατά μήκος της καμπύλης 𝑦 = −
1

3
𝑥3 , 𝑥 ≤ 0 

πλησιάζοντας την ακτή και ο προβολέας του φωτίζει κατευθείαν εμπρός 

(όπως φαίνεται στο σχήμα). Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του 

περιπολικού δίνεται από τον τύπο 𝛼′(𝑡) = −𝛼(𝑡), να βρείτε το ρυθμό 

μεταβολής της τετμημένης του σημείου 𝛭 της ακτής, στο οποίο πέφτουν 

τα φώτα του προβολέα τη χρονική στιγμή 𝑡0, κατά την οποία το περιπο-

λικό έχει τετμημένη −3.                (Μονάδες 08) 

ii. Να ερμηνεύσετε το πρόσημο του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης του σημείου 𝛭. 

       (Μονάδες 2) 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου 𝛺, που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

𝑓, τον άξονα x΄x και την εφαπτομένη της 𝐶𝑓  στο σημείο της με τετμημένη −3.        (Μονάδες 9) 

11. 27408-4: Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = 9 − x2 . Μεταξύ 

του γραφήματος της συνάρτησης και του οριζόντιου άξονα x΄x 

είναι εγγεγραμμένο το ορθογώνιο ΑΒΓΔ. Οι κορυφές Α(x,0) 

και Δ(-x,0)  είναι σημεία του άξονα x΄x, ενώ οι κορυφές 

Β(x, f(x)) και Γ(−x, f(−x)) είναι σημεία της γραφικής παράστα-

σης της συνάρτησης f.  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ ως συ-

νάρτηση του x ∈ [0,3] δίνεται από την συνάρτηση Ε(x) =

18x − 2x3.                                                    (Μονάδες 6)  

β) Να μελετηθεί η συνάρτηση Ε(x) ως προς την μονοτονία.                                   

       (Μονάδες 6) 

γ) Να υπολογίσετε τις διαστάσεις του ορθογωνίου ΑΒΓΔ, ώ-

στε αυτό να έχει το μέγιστο εμβαδό, και να αποδείξετε ότι 

αυτό ισούται με  12√3 τετραγωνικές μονάδες. 

       (Μονάδες 6) 

δ) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτη-

σης f, του άξονα x΄x και είναι εξωτερικό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ όταν το εμβαδό του παίρνει την μέγι-

στη τιμή του.                                                                                        (Μονάδες 7) 

12. 28476-4: Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓: IR → IR για την οποία ισχύουν lim
x→1

f(x)(x−1)

lnx
= 0 και 

𝑓′(𝑥) = √𝑥2 + 1 για κάθε 𝑥 ∈ IR. 

i. Να υπολογίσετε το  lim
𝑥→1

𝑙𝑛𝑥

𝑥−1
       (Μονάδες  3) α) 
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ii. Να αποδείξετε ότι 𝑓(1) = 0.       (Μονάδες  3) 

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει μία ακριβώς ρίζα.   (Μονάδες  6) 

γ) Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης 𝑓 για κάθε 𝑥 ∈ IR.    (Μονάδες  6) 

δ)  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου 𝛦, που περικλείεται μεταξύ της γραφικής παράστασης της συνάρ-

τησης 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και των ευθειών 𝑥 = 0 και 𝑥 = 1.    (Μονάδες  7) 

13. 28870-4: Δίνεται μία συνεχής συνάρτηση 𝑓 στο  διάστημα [-3,2], η οποία δεν είναι παραγωγίσιμη στο      

-1. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου 

της 𝑓, η 𝐶𝑓′ που στο διάστημα (-1,2] είναι ευθύγραμμο τμήμα. 

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση  𝑓 ως προς τη μονοτονία της. 

                (Μονάδες 08) 

β) Να βρείτε: 

i. Τα κρίσιμα σημεία της 𝑓, αν υπάρχουν, δικαιολογώντας την απά-

ντησή σας.            (Μονάδες 06) 

ii. Τις θέσεις τοπικών ακροτάτων και το είδος τους.  

            (Μονάδες 05) 

γ) Αν η 𝑓′ είναι συνεχής στο [0,2] και ισχύει ότι  ∫ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 = −4
2

0
, να 

υπολογίσετε την τιμή 𝑓′(2).          (Μονάδες 06) 

14. 29645-4: Έστω η συνάρτηση 𝑓 με 𝑓(𝑥) = {
−3𝑥2 + 1, 𝑥 < 0

−𝑥3 + 3𝑥2 + 1, 𝑥 ≥ 0
. 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 έχει δύο ακριβώς ρίζες τις  𝑥1, 𝑥2 με 𝑥1 < 0 και 

𝑥2 > 3.   (Μονάδες 12) 

β) i. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 ικανοποιεί καθεμία από τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle 

στο διάστημα [𝑥1, 𝑥2] με  𝑥1, 𝑥2 οι ρίζες της 𝑓 του ερωτήματος (α).   (Μονάδες 04) 

 ii. Να βρείτε όλα τα 𝜉 ∈ (𝑥1, 𝑥2 )  για τα οποία ισχύει 𝑓′(𝜉) = 0.   (Μονάδες 04) 

γ) Αν ε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο με τετμημένη 2, να υπολογίσετε το 

εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  𝑓 , την ευθεία ε και την ευθεία 

x=0.   (Μονάδες 05) 

15. 29646-4: Έστω η συνάρτηση 𝑓 με 𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 3𝑥2 + 1, 𝑥 ≥ 0. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Η 𝑓 παρουσιάζει στο 𝑥1 = 0  τοπικό ελάχιστο, στο 𝑥2 = 2 μέγιστο και το σημείο  𝛤(1, 𝑓(1)) είναι 

σημείο  καμπής της 𝐶𝑓 .   (Μονάδες 9) 

ii. Tα σημείαΑ(𝑥1, 𝑓(𝑥1), B(𝑥2, 𝑓(𝑥2) και  Γ(𝑥3, 𝑓(𝑥3) είναι συνευθειακά και το σημείο Γ είναι το μέσο 

του τμήματος ΑΒ.   (Μονάδες 3) 

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ ορίζει με τη γραφική παράσταση της 𝑓 δύο ισεμβαδικά χωρία. 

   (Μονάδες 8) 

γ) Έστω ε η εφαπτομένη της 𝐶𝑓   στο σημείο της Β, η οποία τέμνει τον άξονα y’y στο Δ. Να αποδείξετε 

ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΔ ισούται με το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της 𝐶𝑓 , 

της ευθείας ε και του άξονα y’y.   (Μονάδες 5) 

16. 31148-4: Θεωρούμε τις συναρτήσεις 𝑓(𝑥) =
𝑥2+1

𝑒𝑥
 , 𝑥 ∈ 𝑅  και 𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥 με 𝑥 ∈IR. 

α) Να αποδείξτε ότι 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ IR.          (Μονάδες 5) 
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β) Θεωρούμε τα σημεία 𝐵(𝑥, 𝑓(𝑥)) και 𝛤(𝑥, 𝑔(𝑥)) με 𝑥 > 0.  Η παράλληλη ευθεία από το 𝐵 προς τον  

άξονα 𝑥’𝑥 τέμνει τον ημιάξονα 𝑂𝑦 στο σημείο 𝛥, ενώ η παράλληλη ευθεία από το 𝛤 προς τον ά-

ξονα 𝑥’𝑥  τέμνει τον ημιάξονα 𝑂𝑦 στο σημείο 𝛧.  

(i) Να αποδείξτε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου 𝛣𝛤𝛧𝛥  είναι  𝐸(𝑥) =
𝑥3

𝑒𝑥 
 , 𝑥 > 0.      (Μονάδες 6) 

(ii) Να βρείτε για ποια τιμή του 𝑥, το εμβαδόν 𝐸(𝑥) γίνεται μέγιστο.        (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξτε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 

h(x) =
f(x)−g(x)

x
 καθώς και τις ευθείες με εξισώσεις 𝑥 = 𝑙𝑛2 και 𝑥 = 1, είναι ln√2e −

2

e
 τετραγωνικές 

μονάδες.                 (Μονάδες 7) 

17. 31149-4: Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓 με 𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛(1+

1

𝑥
)

𝑥2
 με 𝑥 ∈ (0,+∞). 

α) Να αποδείξτε ότι 𝑓(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 > 0 και ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, +∞). 

(Μονάδες 9) 

β) Να λύσετε την ανίσωση 𝑙𝑛(1 + 𝑓(𝑥)) − ln(𝑓(𝑥)) > 𝑓2(𝑥) ∙ 𝑓(𝑙𝑛2).            (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της 𝑓, τις ευθείες 

με εξισώσεις 𝑥 =
1

2
, 𝑥 = 1 και τον άξονα 𝑥′𝑥 είναι ln (

27

4e
).             (Μονάδες 9) 

18. 31530-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥3 +5𝑥 −2, 𝑥 ∈ ℝ. 

α)  i. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f  τέμνει τον άξονα x΄x σε ένα μόνο σημείο  με 

τετμημένη 𝑥𝑜 που περιέχεται στο διάστημα (0, 1).      (Μονάδες 5) 

ii. Να εξετάσετε αν ο αριθμός 𝑥𝑜 είναι πιο κοντά στο 0 ή στο 1.    (Μονάδες 4) 

β) Να υπολογίσετε το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥𝑜+𝜃)𝑥
3+2𝑥−5

𝑓(𝑥𝑜 −𝜃) 𝑥−5
 , αν 𝑥𝑜 είναι ο αριθμός του ερωτήματος (α) και θ ένας 

θετικός αριθμός.         (Μονάδες 9) 

γ) Να  υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση 𝐶𝑓  της f, την 

εφαπτομένη της στο σημείο 𝐴(1,4) και την κατακόρυφη ευθεία 𝑥 = 2.  (Μονάδες 7) 

19. 31533-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 4 −
4

𝑥2
, 𝑥 ≠ 0. 

α) Να την μελετήσετε ως προς τη μονοτονία, την κυρτό-

τητα και να βρείτε την οριζόντια ασύμπτωτη της γρα-

φικής παράστασης 𝐶𝑓  της f.                   (Μονάδες 9) 

β) Αν οι εφαπτόμενες της 𝐶𝑓  στα σημεία 

𝐴(𝑥1, 𝑓(𝑥1)), 𝐵(𝑥2 , 𝑓(𝑥2)) είναι κάθετες, να αποδείξετε 

ότι 𝑥1𝑥2 = −4.                     (Μονάδες 6) 

γ) Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση 

της f (διακεκομμένη γραμμή) και το ορθογώνιο ΑΒΓΔ 

που ορίζεται  από τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 1, 𝑥 = 𝛼, 𝛼 > 1και 𝑦 = 4. Η 𝐶𝑓χωρίζει το ορθογώ-

νιο σε δυο χωρία 𝛺1, 𝛺2.  

i. Να υπολογίσετε, συναρτήσει του α, τα εμβαδά 𝛦(𝛺1), 𝛦(𝛺2) των χωρίων.  (Μονάδες 5) 

ii. Να βρείτε για ποια τιμή του α ισχύει 𝛦(𝛺1) = 𝛦(𝛺2).     (Μονάδες 5) 
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20. 31534-4: Η παραβολή του  διπλανού σχήματος διέρχεται από την αρχή των αξόνων, η κορυφή της είναι 

το σημείο 𝐾(2,2) και είναι η γραφική παράσταση της παραγώγου μιας   συνάρτησης 𝑓: IR → IR.  

α) Να αποδείξετε ότι 𝑓′(𝑥) = −
1

2
𝑥2 + 2𝑥, 𝑥 ∈ IR.     (Μονάδες 8) 

β) Αν η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα y΄y  στο ση-

μείο Α(0, 1), να αποδείξετε ότι  𝑓(𝑥) = −
1

6
𝑥3 + 𝑥2 + 1. 

       (Μονάδες 6) 

Θεωρούμε επιπλέον τη συνάρτηση  𝑔( 𝑥) = 𝑥2 +𝑥+1 − 𝜂𝜇𝑥, 

𝑥 ∈ IR. 

γ) i. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράστασης της g είναι πάνω 

από τη γραφική παράσταση    της f  για κάθε 𝑥 > 0.  

       (Μονάδες 6) 

    ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τις 𝐶𝑓 , 𝐶𝑔 και τις ευθείες 𝑥 = 0και 𝑥 = 𝜋.

            (Μονάδες 5) 

21. 31792-4: Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
−𝑥2 + 𝑥 + 1 ,     − 1 ≤ 𝑥 < 1

1 +
(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥
 ,             𝑥 ≥ 1

. 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι συνεχής, αλλά μη παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 1.  (Μονάδες 9) 

β) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της 𝑓.       (Μονάδες 7) 

γ) Δίνεται η συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥. Να υπολογίστε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τις γρα-

φικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) και τις ευθείες με εξισώσεις 𝑥 = 1 και 𝑥 = 𝑒. 

            (Μονάδες 9) 

22. 32800-2: Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓: [1,9] → IR της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται στο 

παρακάτω σχήμα. Πάνω στο σχήμα έχουν σημειωθεί οι τιμές των εμβαδών των χωρίων  που σχηματίζει 

η γραφική παράσταση της 𝑓 με τον άξονα 𝑥′𝑥, όταν 𝑥 ∈ [1,7].  

 

Δίνονται ακόμη ότι: 

• (∫ 𝑓(𝑥)
9

7
𝑑𝑥)

2

= 16 και 

• η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 μόνο στα σημεία με τετμημένες 1, 3, 5, 7. 
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α) Να αποδείξετε ότι ∫ 𝑓(𝑥)
9

7
𝑑𝑥 = 4.       (Μονάδες 10) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 𝑓 και τον 

άξονα 𝑥′𝑥, όταν 𝑥 ∈ [1,9].         (Μονάδες 7) 

γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα ∫ 𝑓(𝑥)
9

1
𝑑𝑥.      (Μονάδες 8) 

23. END. 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΕ ΟΛΗ ΤΗΝ ΥΛΗ 

 

1) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2ex-αlnx, x>0, με α πραγματικό αριθμό. 

i. Εάν f(x)2e, για κάθε x>0, να υπολογίσετε τον πραγματικό αριθμό α. 

ii. Εάν α=2e, να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,1] και γνησίως 

αύξουσα στο διάστημα [1,+) και να βρείτε τα τοπικά ακρότατα. Στη συνέχεια να μελετήσετε την 

κυρτότητα της συνάρτησης f.  

iii. Εάν α=2e, να βρείτε τις κατακόρυφες ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f, 

καθώς και εάν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες. 

iv. Εάν α=2e, να δείξετε ότι για κάθε x(1,2e), ισχύει (f(x)-2e)(2e-1)<(f(2e)-2e)(x-1). 

2) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f : ΙR→ΙR, με f΄(x)={
1

𝑥
(𝜎𝜐𝜈𝑥 −

𝜂𝜇𝑥

𝑥
) , 𝑥 ≠ 0

0,                             𝑥 = 0
 και f(0)=1. 

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f΄(x) είναι συνεχής στο R και να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως 
αύξουσα στο διάστημα (-π,0] και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [0,π). 

ii. Να δείξετε ότι f(x)={
𝜂𝜇𝑥

𝑥
, 𝑥 ≠ 0

1,      𝑥 = 0
. 

iii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περιέχεται από τη γραφική παράσταση του ρυθμού 
μεταβολής της συνάρτησης f, τον άξονα xx΄, και τις ευθείες x=0 και x=π. 

iv. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x)={
ln (𝑓(𝑥)), 𝑥 ≠ 0
0              , 𝑥 = 0

, είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο x=0 και 

ότι είναι κοίλη στο (-π,π). 

3) Δίνεται η συνάρτηση f : ΙR→ΙR, παραγωγίσιμη στο ΙR, της οποίας η γραφική 
παράσταση της παραγώγου της, δίνεται στο διπλανό σχήμα. Για τη συνάρτηση 
f ισχύουν: 

• Έχει σύνολο τιμών το ΙR. 

• 𝑓 (
1

3
)= 

40

27
.  

• Το εμβαδόν του χωρίου Ω στο σχήμα, είναι Ε(Ω) = 
256

27
 τετραγωνικές μονάδες.  

• ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥
3

0
=-9. 

i. Να δείξετε ότι f(3)=-8 και f(0)=1. 
ii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

iii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

iv. Να υπολογίσετε τα όρια lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) και lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥). 

v. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f, τέμνει τον άξονα xx΄ 
σε τρία σημεία, τα δυο με θετική τετμημένη και το ένα με αρνητική. 
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4) Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση f : ΙR→ΙR, με f (
1

α
)=0 και f(x)+xf΄(x)=α·e-xf(x), για κάθε x<0. 

i. Να δείξετε ότι f(x) = 
1

𝑥
 · ln(αx), x<0. 

ii. Να εξετάσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε τα ακρότατα. 

iii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραμμές y=f(x), y=
𝛼

𝑒
 και x=

𝑒2

𝛼
. 

iv. Να βρείτε τις οριζόντιες και κατακόρυφες ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f. 
v. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f, τέμνει τον άξονα xx΄ σε ένα μόνο σημείο, με 

τετμημένη μεγαλύτερη από e/α.  

5) Έστω η συνάρτηση f : ΙR→ΙR, δυο φορές παραγωγίσιμη, για την οποία ισχύει f3(x)+2f(x)=x….(1), για 

κάθε xΙR. 
i. Να εξετάσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία, την κυρτότητα και να βρεθούν τα σημεία κα-

μπής. 
ii. Να δείξετε ότι: 

1. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

−1
 > - 

1

4
. 

2. H συνάρτηση f αντιστρέφεται και ότι f 
-1

(x)=x3+2x, xΙR. 
3. Η εξίσωση f(x)=1 έχει μοναδική θετική ρίζα. 

4. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛼

0
+∫ 𝑓−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑓(𝑎)

0
=αf(α), για κάθε α>0. 

iii. Έστω η συνάρτηση g(x) = 
𝑓 −1(𝑥)

𝑥2
, x>0.  

1. Να δείξετε ότι η ασύμπτωτος (ε) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g(x) στο +∞, 
είναι η διχοτόμος 1ου-3ου τεταρτημορίου. 

2. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την ευθεία (ε), την γραφική 
παράσταση της συνάρτησης f(x) και τις ευθείες x=0 και x=1, ως συνάρτηση του f(1). 

6) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
𝜂𝜇𝑥

√𝑥−𝜂𝜇𝑥
. 

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού (0,+∞) 

ii. Εάν g o περιορισμός της f στο διάστημα (0,π/2), να δείξετε ότι η συνάρτηση g έχει τοπικό μέγιστο σε 

σημείο ξ(0,π/2). 

iii. Να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→0

𝜂𝜇𝑥−𝛼

√𝑥−𝜂𝜇𝑥
, για τις διάφορες τιμές του αΙR. 

iv. Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία η συνάρτηση h(x)=
2

3
x√x-1+συνx. 

v. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι = ∫ (
xημx

f(x)
) dx

π
π

2

. 

7) Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x)=x3+x+1, xΙR. 
i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφης f -1. 

ii. Να βρείτε το σημείο τομής των γραφικών παραστάσεων της συνάρτησης f και της αντίστροφής της 
f -1. 

iii. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της αντίστροφης f -1  στο x0=3. 
iv. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την γραφική παράσταση της αντί-

στροφης f -1 , τον άξονα xx΄ και την ευθεία x=3. 

8) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=συν2x, x[0,π/2]. 
i. Να βρείτε τα σημεία τομής Α και Β της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f με τους άξονες, να 

δείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφης f -1 . 
ii. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της αντίστροφης f -1  στο x0=3/4, είναι κάθετη 

στην ευθεία (δ): y=
√3

2
x+7. 

iii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και να δείξετε ότι έχει ένα Σ.Κ. που είναι 
συνευθειακό με τα σημεία Α και Β και ότι το Σ.Κ. είναι μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ και κέντρο 
συμμετρίας της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f. 

iv. Να δείξετε ότι υπάρχουν δυο ακριβώς σημεία της παράστασης της συνάρτησης f, στα οποία η εφα-

πτομένη της να είναι παράλληλη στην ευθεία (ε): y=−
2

𝜋
 x+7. 

9) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
𝜑𝑥−1

2
, x(-π/2,π/2). 
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i. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφης f -1 . 
ii. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f έχει ένα Σ.Κ. που είναι και κέντρο συμμετρίας της γραφικής παράστασης 

της συνάρτησης f. 

iii. Να δείξετε ότι (f -1)΄(x)=
1

2𝑥2+2𝑥+1
, για κάθε x(-π/2,π/2). 

iv. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την καμπύλη y=f(x) και τους άξονες. 
10) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex+lnx, x>0. 

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφης f -1 . 

ii. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f έχει μοναδικό σημείο καμπής στη θέση x0 και ότι  f΄(x)  
𝑥0+1

𝑥0
2 . 

iii. Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=lnx−
1

𝑥
+

1

𝑥0
2 +

1

𝑥0
, xx0, όπου x0 η θέση του Σ.Κ. του (ii) ερωτήματος. 

Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g έχουν μοναδική κοινή εφαπτομένη 
στη θέση x0. 

iv. Να δείξετε ότι 
𝑓(𝑥0)+𝑓(𝛼)

2
> 𝑓 (

𝑥0+𝑎

2
), για κάθε α>x0.  

11) Στο διπλανό σχήμα είναι (ΑΒ)=α, (ΒΓ)=2α και (ΓΔ)=β με α>0 
και β>0.  

i. Να δείξετε ότι το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου εμβαδού 
χωρίου, συναρτήσει του (ΑΗ)=x, όταν το σημείο Η διαγράφει 
το ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ, δίνεται από τη συνάρτηση: 

𝐸(𝑥) = {

𝛽

2𝛼
𝑥2,   𝛼𝜈 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎

(2𝑥−𝛼)𝛽

2
, 𝛼𝜈 𝛼 < 𝑥 ≤ 3𝛼

.  

ii. Να δείξετε ότι η συνάρτηση E(x) είναι συνεχής και παραγω-

γίσιμη, για κάθε α, β𝑅+
∗ . 

iii. Να βρείτε τις τιμές των α>0 και β>0, έτσι ώστε η ευθεία (ε): y=x - 
1

2
 να εφάπτεται της γραφικής πα-

ράστασης της συνάρτησης Ε στο σημείο της Μ(
𝛼

2
, 𝐸 (

𝑎

2
)). 

iv. Για α=β=2, να βρείτε την παραγωγίσιμη συνάρτηση f: [0,6]→ ΙR, για την οποία γνωρίζουμε ότι 

f΄(x)=E(x) για κάθε x[0,6] και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Ν(2,0). 
12) Σε ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οxy δίνεται ορθογώνιο και Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με την 

κορυφή του Α στην αρχή Ο, τις κάθετες πλευρές του πάνω 
στους θετικούς ημιάξονες και υποτείνουσα μήκους 40 μονά-
δες (διπλανό σχήμα).  

i. Να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών του Β και Γ. 
ii. Σημείο Μ(x,0) διαγράφει την πλευρά ΑΒ. Με αρχή το σημείο 

Μ, εγγράφουμε στο τρίγωνο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο 
ΔΕΖΜ, με ΜΔ//ΒΓ όπως φαίνεται στο σχήμα. Να αποδείξετε 
ότι το εμβαδόν του ΔΕΖΜ, δίνεται από τη συνάρτηση 

Ε(x)=20x√2-x2, 0x20√2. 
iii. Να δείξετε ότι το εμβαδόν Ε γίνεται μέγιστο όταν το Μ είναι 

μέσον του ΑΒ και ότι δεν υπερβαίνει το μισό εμβαδόν του τρι-
γώνου ΑΒΓ. 

iv. Εάν το σημείο Μ κινείται προς τα αριστερά με σταθερή ταχύ-
τητα 2 μονάδες/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβα-

δού Ε, όταν το Μ διέρχεται από τη θέση Μ(15√2,0). 

13) Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x−
1

𝑥
−2lnx, x>0. 

i. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (0,+∞) και να λυθεί η εξίσωση 

lnx=
𝑥2−1

2𝑥
 . 

ii. Να λυθεί η ανίσωση  𝑥𝑥 −
1

𝑥𝑥
+ 2𝑥 − 2 > 2𝑥𝑙𝑛𝑥 +

𝑒2𝑥−2−1

𝑒𝑥−1
 στο διάστημα (0,+∞). 

iii. Να βρείτε το όριο lim
𝑥→+∞

[
𝑥·𝑒𝑓(𝑥)+2𝑙𝑛𝑥

𝑥2−1
]. 
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iv. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f, που τέμνει τον 
άξονα yy΄ στο σημείο 2ln4-6 και το σημείο επαφής έχει τετμημένη μεταξύ 0 και 1. 

14) Δίνεται η συνάρτηση f : ΙR → ΙR, με f(0)=2.  

i. Να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→0

𝑓(𝑥3)−2

𝑥2
 και να αποδείξετε ότι lim

𝑥→0

𝑓3(2𝑥)−8

𝑥
=24·f΄(0). 

ii. Αν επιπλέον ισχύει f 2 (x)-6f(x)=x2-8  (1), για κάθε xΙR, να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.  
iii. Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f και να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 

√9𝑥2 + 9=9-3α, αΙR. 
iv. Έστω Α το σημείο τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f με τον άξονα yy΄, Μ(x,f(x)) 

τυχαίο σημείο  της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f με x>0 και Ν η προβολή του Μ στον άξονα 
xx΄. Εάν το Μ κινείται πάνω στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f, έτσι ώστε η τετμημένη του x 
να κινείται με ταχύτητα 4 cm/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβολής  του εμβαδού του τριγώνου ΑΜΝ, 

όταν το σημείο Μ βρίσκεται στη θέση Μ(4√3,-4). 

15) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : ΙR→ΙR για την οποία ισχύουν: 

• lim
h→0

f(1+h)−f(1−h)

h
=14e.       (1) 

• f΄(x)=f(x)+2ex, για κάθε xΙR. 

i. Να δείξετε ότι f΄(1)=7e. 
ii. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f. 

Έστω f(x)=(2x+3)ex, xΙR.  
iii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
iv. Να βρείτε ποιο σημείο της γραφικής παράστασης της f η εφαπτομένη έχει τον ελάχιστο συντελεστή 

διεύθυνσης.  

v. Ένα υλικό σημείο M ξεκινά τη στιγμή t=0 από ένα σημείο Α(x
0
,f(x

0
)), με x

0
-7/2 και κινείται κατά μήκος 

της καμπύλης y=f(x), με x x
0
, και x=x(t), y=y(t), t0. Σε ποιο σημείο της καμπύλης, o ρυθμός μεταβο-

λής της τεταγμένης y(t) του σημείου M, είναι πενταπλάσιος του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης x(t), 

αν υποτεθεί ότι x΄(t)>0, για κάθε t0.  

16)  i. Να λύσετε την εξίσωση ex
2

-x2-1=0, xΙR. 

ii.  Να βρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις που ικανοποιούν την σχέση f 2(x)=(ex
2

-x2-1)
2
 για κάθε 

xΙR και να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

iii. Εάν f(x)=ex
2

-x2-1, xΙR, να αποδειχθεί ότι η f ' είναι γνησίως αύξουσα. 
iv.  Αν f είναι η συνάρτηση του (iii) ερωτήματος, να λυθεί η εξίσωση:  

f(|ημx|+3)-f(|ημx|)=f(x+3)-f(x), όταν x[0,+∞). 
17) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=xlnx-x, x>0. 

i) Να μελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 
ii) Να μελετηθεί η συνάρτηση f ως προς την κοιλότητα και να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης f, στο σημείο τομής της με τον άξονα xx΄ και να γίνει μια πρό-
χειρη γραφική παράσταση. 

iii) Εάν e<α<β, να δείξετε ότι 
lnα−1

lnβ−1
<

β

α
.  

iv) 

  Να λυθεί η εξίσωση x·e
𝑒
𝑥
⁄

=e2.

  

 

18) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=(x-α)ex, xΙR και α σταθερό πραγματικό θετικό αριθμό. 

i. Να βρεθεί ο αριθμός α, εάν ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛼

0
=3-e2. 

ii. Για α=2: 

1. Να δείξετε ότι f(x)-e, για κάθε xΙR. 
2. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα, να βρείτε τα σημεία καμπής και τα 

σημεία τομής με τους άξονες. 
3. Να βρείτε τις ασύμπτωτες και να σχεδιάσετε μια πρόχειρη γραφική παράσταση της συνάρτη-

σης f. 

4. Να υπολογίσετε το όριο lim
x→1

f ′(x)

f(x)+ex
. 

 

iv)  
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19) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx2+βx, xR και α, β σταθερούς πραγματικούς αριθμούς. Δίνεται επίσης και 
η ευθεία (ε): x-2y+2=0. 

i. Εάν η συνάρτηση f έχει τοπικό ακρότατο το σημείο Α(2,1), να υπολογίσετε τα α και β και να βρείτε το 
είδος του ακρότατου. 
Για α=-1/4 και β=1: 

ii. Να δείξετε ότι η ευθεία (ε) δεν τέμνει την γραφική παράσταση (Cf)της συνάρτησης f. Σημείο Μ(f, f(x)) 
κινείται στην Cf. Να βρείτε την απόσταση του σημείου Μ από την ευθεία (ε) ως συνάρτηση της τετμη-
μένης x του σημείου Μ. 

iii. Εάν d(x)=
𝑥2−2𝑥+4

2√5
 η απόσταση του σημείου Μ από την ευθεία (ε), να υπολογίσετε για ποια τιμή του 

x, η απόσταση d(x) γίνεται ελάχιστη και να βρείτε το σημείο Σ της Cf που απέχει την ελάχιστη από-
σταση από την ευθεία (ε). Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης στο σημείο Σ, 
είναι παράλληλη στην ευθεία (ε). 

iv. Να δείξετε ότι όταν το σημείο Μ διέρχεται από το σημείο Σ, ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του, 
είναι διπλάσιος από το ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του. 

20) Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=
𝑥+1

𝑒𝑥+1
 + 
𝑒−1

𝑒
, xΙR και g(x)=1+ 

1

2𝑒
 - 
ln (𝑥+√𝑒)

(𝑥+√𝑒)2
, x > - √𝑒. 

i. Να εξετάσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
ii. Να εξετάσετε τη συνάρτηση g ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

iii. Να υπολογίσετε το όριο lim
x→+∞

(𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)). 

iv. Να υπολογίσετε τα x>-√𝑒, έτσι ώστε 
𝑥+1

𝑒𝑥+1
 + 
ln (𝑥+√𝑒)

(𝑥+√𝑒)2
 = 

3

2𝑒
 . 

21) Για τις συναρτήσεις φ: (1,+∞)→ ΙR και σ: (1,+∞)→R, ισχύουν: 

• φ(x)-xφ΄(x)lnx=0….(1) για κάθε x>1. 

• σ(x)+xσ΄(x)lnx=0….(2) για κάθε x>1. 

• φ(e)=-2 και σ(e)=2. 

i. Να δείξετε ότι φ(x)=-2lnx και σ(x)=
2

lnx
, x>1. 

ii. Για δυο συναρτήσεις f και g ισχύουν: 

• f(x) = -xg΄(x)lnx…….(3) για κάθε x>1. 

• g(x) = -xf΄(x)lnx…….(4) για κάθε x>1. 

• f(e)=0 και g(e)=2. 

Να δείξετε ότι f(x)= 
1

lnx
− lnx, x>1 και g(x)= 

1

lnx
+ lnx, x>1. 

iii. Να βρείτε τη μονοτονία των συναρτήσεων f και g και τα ακρότατα της συνάρτησης g. 

iv. Να βρείτε το σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f, στο οποίο η εφαπτομένη της (ε) να 
είναι κάθετη στην ευθεία (δ): ex-2y+3=0. 

22) Δίνεται συνάρτηση f : ΙR→ΙR, συνεχής και παραγωγίσιμη στο R, με f 2(x)-x2=4…..(1), για κάθε xΙR. 

i. Να βρείτε τους δυνατούς τύπους της συνάρτησης f. 

ii. Εάν επιπλέον ισχύει f(0)=-2: 
α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

β) Να δείξετε ότι η συνάρτηση στρέφει τα Κ.Κ. στο ΙR. 

γ) Να βρείτε τις πλάγιες ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο -∞ και  στο +∞. 

δ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
. 

23) Δίνεται συνάρτηση f : ΙR→ΙR, συνεχής και παραγωγίσιμη στο ΙR, με f΄(x)={
2𝑥, 𝛼𝜈 𝑥 ≤ 1
2

𝑥
, 𝑎𝜈 𝑥 > 1

και f(-1)=2. 

i. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f. 

Για τα επόμενα ερωτήματα, υποθέτουμε ότι f(x)={
x2 + 1,       αν x ≤ 1
2lnx + 2, αν x > 1

. 
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ii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

iii. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα, να βρείτε τα σημεία καμπής και να βρείτε την 
εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της γραφικής της παράστασης στο σημείο Σ(1,f(1)). 

iv. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την καμπύλη y=f(x), την ευθεία (ε) 
και τις ευθείες x=0 και x=2. 

24) Δίνεται η συνάρτηση g(x)=x+Ιn(x2-4x+6) με xΙR και η συνάρτηση f : ΙR → ΙR για την οποία ισχύει η 

σχέση ef(x)-x·(f 2 (x)-4f(x)+6)=1, για κάθε xΙR…..(1)  

i. Να αποδείξετε ότι (gof)(x)=x, για κάθε xR. 

ii. α) Να μελετηθεί η συνάρτηση g ως προς την μονοτονία και να βρεθεί το σύνολο τιμών της. 
β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και στη συνέχεια ότι ισχύει f -1=g.  

iii. Να βρείτε το σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f -1, που απέχει ελάχιστα από την 
διχοτόμο της γωνίας 1ου-3ου τεταρτημορίου. 

iv. Να δείξετε ότι f(x)x-ln2, για κάθε xR. 

v. Να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→−∞

𝜂𝜇𝑥

𝑓(𝑥)
. 

25) END. 
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