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Λύσεις ασκήσεων Θ. Rolle 

1. Έστω f συνάρτηση ορισμένη σε διάστημα Δ, 
και δυο φορές παραγωγίσιμη στο Δ. Αν 

f΄΄(x)0, για κάθε xΔ, να δείξετε ότι η εξί-

σωση f(x)=0, έχει το πολύ δυο ρίζες στο Δ. 
Λύση: Έστω ότι η εξίσωση f(x)=0, έχει τρείς 
ρίζες στο Δ, τις ρ1,ρ2,ρ3 με ρ1<ρ2<ρ3. 
Επειδή η f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη και 
f(ρ1)=f(ρ2)=f(ρ3)=0 γιατί ρ1,ρ2,ρ3 είναι ρίζες 
της εξίσωσης f(x)=0, ικανοποιούνται οι συν-
θήκες του Θ. Rolle στα διαστήματα [ρ1,ρ2] 
και [ρ2,ρ3].  

Άρα υπάρχουν ξ1(ρ1,ρ2) και ξ2(ρ2,ρ3) τέ-

τοια ώστε f΄(ξ1)=0………………………..(1) 
 και f΄(ξ2)=0………………………...(2) 

Επίσης από (1), (2)  f΄(ξ1)=f΄(ξ2)=0 και ε-
πειδή f΄ παραγωγίσιμη, εφαρμόζεται το Θ. 
Rolle για την f΄ στο διάστημα [ξ1,ξ2]. 

Άρα υπάρχει ξ(ξ1,ξ2) με f΄΄(ξ)=0, άτοπο, 

γιατί f΄΄(x)0, για κάθε xΔ. 
Επομένως η εξίσωση f(x)=0, έχει το πολύ 
δυο ρίζες στο Δ. 
2ος τρόπος: Αφού η εξίσωση f΄΄(x)=0 είναι 
αδύνατη, η εξίσωση f΄(x)=0 έχει το πολύ μία 
ρίζα και η εξίσωση f(x)=0 έχει το πολύ δυο 
ρίζες (παρατήρηση 2). 

2. Να δείξετε ότι η εξίσωση x5+4x3+2x+1=0 έχει 
μία το πολύ ρίζα στο IR. 

Λύση:  θεωρούμε τη συνάρτηση 

f(x)= x5+4x3+2x+1, xIR. 
Έστω ότι η εξίσωση f(x)=0, έχει δυο ρίζες στο 
Δ, τις ρ1,ρ2 με ρ1<ρ2. 
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο IR με 
f΄(x)=5x4+12x2+2 και f(ρ1)=f(ρ2)=0 γιατί ρ1,ρ2 
είναι ρίζες της εξίσωσης f(x)=0, προφανώς ι-
κανοποιούνται οι συνθήκες του Θ. Rolle στο 
διάστημα [ρ1,ρ2].  

Άρα υπάρχει ξ(ρ1,ρ2) τέτοιο ώστε f΄(ξ)=0  
5ξ4+12ξ2+2=0, άτοπο, γιατί 5ξ4+12ξ2+ +2>0, 

για κάθε ξIR. 

Επομένως η εξίσωση f(x)=0, έχει το πολύ μια 
ρίζα στο IR. 

2ος τρόπος: Αφού η εξίσωση f΄(x)=0  
5x4+12x2+2=0 είναι (προφανώς) αδύνατη, η 
εξίσωση f(x)=0 έχει το πολύ μία ρίζα στο IR 
(παρατήρηση 2). 

3.Να δείξετε ότι η εξίσωση x10-3x+8=0 έχει το 
πολύ δυο πραγματικές ρίζες. 

Λύση: θεωρούμε τη συνάρτηση 
f(x)=x10-3x+8 

Έστω ότι η εξίσωση f(x)=0, έχει τρείς ρίζες 
στο Δ, τις ρ1,ρ2,ρ3 με ρ1<ρ2<ρ3. 

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη με f΄(x)=10x9-
3 και f(ρ1)=f(ρ2)=f(ρ3)=0 γιατί ρ1,ρ2,ρ3 είναι ρί-
ζες της εξίσωσης f(x)=0, ικανοποιούνται οι 
συνθήκες του Θ. Rolle στα διαστήματα 
[ρ1,ρ2] και [ρ2,ρ3].  

Άρα υπάρχουν ξ1(ρ1,ρ2) και ξ2(ρ2,ρ3) τέ-
τοια ώστε f΄(ξ1)=0………………………..(1) 

    και f΄(ξ2)=0………………………...(2) 
Άτοπο, γιατί η εξίσωση f΄(x)=0, δεν έχει δυο 

ρίζες, αλλά μία την 𝑥 = √0,39
. 

Επομένως η εξίσωση f(x)=0, έχει το πολύ 
δυο ρίζες στο Δ. 
2ος τρόπος: Αφού η εξίσωση f΄(x)=0 έχει μια 

ρίζα, την 𝑥 = √0,39
, η εξίσωση f(x)=0 έχει το 

πολύ δυο ρίζες στο R (παρατήρηση 2). 

4.Να δείξετε ότι η εξίσωση 3x2-x+2-ex+1=0, έχει 
το πολύ τρεις πραγματικές ρίζες. 

Λύση: θεωρούμε τη συνάρτηση 

f(x)= 3x2-x+2-ex+1, xIR. 
Τότε  f΄(x)=6x-1-ex+1  

f΄΄(x)=6-ex+1  
f΄΄΄(x)= -ex+1. 

Επειδή η εξίσωση f΄΄΄(x)=0 είναι αδύνατη, η ε-
ξίσωση f΄΄(x)=0 έχει το πολύ μια ρίζα, η εξί-
σωση f΄(x)=0 έχει το πολύ δυο ρίζες, η εξί-
σωση f(x)=0 έχει το πολύ τρεις ρίζες. 
(παρατήρηση 2). 

5.Να δείξετε ότι η εξίσωση x3-2x2-4x+1=0 έχει 
μοναδική πραγματική ρίζα στο (0, 2). 

Λύση: Ύπαρξη ρίζας: 
θεωρούμε τη συνάρτηση 

f(x)=x3-2x2-4x+1, xIR. 
Η f είναι συνεχής στο [0,2] ως πολυωνυμική 

και f(0)=1, f(2)=-7, άρα f(0)f(2)<0. 
Άρα (Θ. Bolzano) η εξίσωση f(x)=0 έχει μια 
τουλάχιστον ρίζα στο (0,2). 
Μοναδικότητα: Έστω ότι η εξίσωση f(x)=0, έ-
χει δυο ρίζες στο (0,2), τις ρ1,ρ2 με ρ1<ρ2. 
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο IR με 
f΄(x)=3x2-4x-4 και f(ρ1)=f(ρ2)=0 γιατί ρ1,ρ2 εί-
ναι ρίζες της εξίσωσης f(x)=0, προφανώς ι-
κανοποιούνται οι συνθήκες του Θ. Rolle στο 
διάστημα [ρ1,ρ2].  

Άρα υπάρχει ξ(ρ1,ρ2)(0,2) τέτοιο ώστε 

f΄(ξ)=0  3ξ2-4ξ-4=0…………………….(1) 

Άτοπο, γιατί η εξίσωση (1) έχει ρίζες ρ1,ρ2 

ξ1=2(0,2) και ξ2= -2/3(0,2). 
Επομένως η εξίσωση f(x)=0, έχει ακριβώς 
μια ρίζα στο (0,2). 

6.Να δείξετε ότι η εξίσωση x5+10x-3=0 έχει μο-
ναδική πραγματική ρίζα. 

Λύση:  Ύπαρξη ρίζας: 
Θεωρούμε τη συνάρτηση 
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f(x)=x5+10x-3, xIR. 

Επειδή η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση 3ου 
(περιττού) βαθμού και είναι συνεχής στο R, 
έχει πεδίο τιμών f(IR)= IR. 
(γιατί 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = −∞ και 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞). 

Επειδή 0f(IR)= IR, η εξίσωση f(x)=0 έχει μια 
τουλάχιστον ρίζα στο R. 
Μοναδικότητα:  

• με μονοτονία:  

Επειδή f΄(x)=5x4+10>0 για κάθε xIR, η f εί-
ναι γνησίως αύξουσα, επομένως η ρίζα εί-
ναι μοναδική. 

• με Rolle:  Έστω ότι η εξίσωση f(x)=0, έχει 

δυο ρίζες στο R, τις ρ1,ρ2 με ρ1<ρ2. 
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο R με 
f΄(x)=5x4+10 και f(ρ1)=f(ρ2)=0 γιατί ρ1,ρ2 είναι 
ρίζες της εξίσωσης f(x)=0, προφανώς ικανο-
ποιούνται οι συνθήκες του Θ. Rolle στο διά-
στημα [ρ1,ρ2].  

Άρα υπάρχει ξ(ρ1,ρ2) τέτοιο ώστε f΄(ξ)=0  
5ξ4+10=0 άτοπο, γιατί η εξίσωση  είναι αδύ-
νατη. 

Επομένως η εξίσωση f(x)=x5+10x-3=0, έχει α-
κριβώς μια ρίζα στο IR. 

7.Να δείξετε ότι η εξίσωση x3+3x+α=0, αIR, έ-
χει μοναδική πραγματική ρίζα. 

Λύση: Ύπαρξη ρίζας: 
θεωρούμε τη συνάρτηση 

f(x)=x3+3x+α, xIR. 
Επειδή η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση 3ου 
(περιττού) βαθμού και είναι συνεχής στο IR, 
έχει πεδίο τιμών f(IR)= IR. 
(γιατί 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = −∞ και 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞). 

Επειδή 0f(IR)= IR, η εξίσωση f(x)=0 έχει μια 
τουλάχιστον ρίζα στο IR. 
Μοναδικότητα:  

• με μονοτονία:  

Επειδή f΄(x)=3x2+3>0 για κάθε xIR, η f είναι 

γνησίως αύξουσα, επομένως η ρίζα είναι 
μοναδική. 

• με Rolle:  Έστω ότι η εξίσωση f(x)=0, έχει 
δυο ρίζες στο R, τις ρ1,ρ2 με ρ1<ρ2. 
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο IR με 
f΄(x)=3x2+3 και f(ρ1)=f(ρ2)=0 γιατί ρ1,ρ2 είναι 
ρίζες της εξίσωσης f(x)=0, προφανώς ικανο-
ποιούνται οι συνθήκες του Θ. Rolle στο διά-
στημα [ρ1,ρ2].  

Άρα υπάρχει ξ(ρ1,ρ2) τέτοιο ώστε f΄(ξ)=0  
3ξ2+3=0 άτοπο, γιατί η εξίσωση  είναι αδύ-
νατη. 
Επομένως η εξίσωση f(x)=x3+3x+α=0, έχει 
ακριβώς μια ρίζα στο IR. 

8. Εάν β2-3αγ<0, να δείξετε ότι η εξίσωση 

αx3+βx2+γx+δ=0, α0, έχει μοναδική ρίζα 
στο IR. 

Λύση:  Ύπαρξη ρίζας: 
θεωρούμε τη συνάρτηση 

f(x)=αx3+βx2+γx+δ, xIR. 
Επειδή η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση 3ου 
(περιττού) βαθμού και είναι συνεχής στο IR, 
έχει πεδίο τιμών f(IR)= IR. 
(γιατί 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = −∞ και 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞). 

Επειδή 0f(IR)= IR, η εξίσωση f(x)=0 έχει μια 
τουλάχιστον ρίζα στο IR. 
Μοναδικότητα:  

• με μονοτονία:  
Επειδή f΄(x)=3αx2+2βx+γ>0 αν α>0 (ή 

f΄(x)=3αx2+2βx+γ<0, αν α<0) για κάθε xR, 
γιατί Δ=4β2-12αγ=4(β2-3αγ)<0, η f είναι γνη-
σίως αύξουσα αν α>0 (ή γνησίως φθίνουσα 
αν α<0) αντίστοιχα, επομένως η ρίζα είναι 
μοναδική. 

• με Rolle:  Έστω ότι η εξίσωση f(x)=0, έχει 
δυο ρίζες στο IR, τις ρ1,ρ2 με ρ1<ρ2. 
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο IR με 
f΄(x)=3αx2+2βx+γ και f(ρ1)=f(ρ2)=0 γιατί ρ1,ρ2 
είναι ρίζες της εξίσωσης f(x)=0, προφανώς ι-
κανοποιούνται οι συνθήκες του Θ. Rolle στο 
διάστημα [ρ1,ρ2].  

Άρα υπάρχει ξ(ρ1,ρ2) τέτοιο ώστε f΄(ξ)=0  

3αξ2+2βξ+γ=0 άτοπο, γιατί η εξίσωση  είναι 
αδύνατη αφού Δ=4β2-12αγ=4(β2-3αγ)<0. 
Επομένως η εξίσωση f(x)=αx3+βx2+γx+δ= 
=0, έχει ακριβώς μια ρίζα στο IR. 

9.Να δείξετε ότι η εξίσωση ημ7x-11x+1=0, α0, 
έχει μοναδική ρίζα στο (0, π). 

Λύση: Ύπαρξη ρίζας: 
Η συνάρτηση  f(x)=ημ7x-11x+1 είναι: 

• συνεχής στο [0,π] ως άθροισμα και σύν-

θεση συνεχών συναρτήσεων 

• 
𝑓(0) = 1 > 0
𝑓(𝜋) = −11𝜋 + 1 < 0

} ⇒ 𝑓(0) ⋅ 𝑓(𝜋) < 0. 

Άρα (Bolzano) η εξίσωση f(x)=ημ7x-11x+1=0 
έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0,π). 
Μοναδικότητα:  
Επειδή η f΄(x)=7ημ7x-11=0 δεν έχει ρίζες (α-

φού η εξίσωση f΄(x)=7ημ7x-11=0  
ημ7x=11/7>1 είναι αδύνατη), η f(x)=0 έχει το 
πολύ μια ρίζα (παρατήρηση 2). 
Επομένως η εξίσωση f(x)=ημ7x-11x+1=0, έ-
χει ακριβώς μια ρίζα στο (0,π). 

10.Εάν α+β=1, να δείξετε ότι η εξίσωση 3αx2+ 
+2βx-1=0, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο IR. 
Λύση: Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την συ-
νάρτηση f(x)=αx3+βx2-x στο διάστημα [0,1]. 
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• συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυμική, 

• παραγωγίσιμη στο (0,1) με f΄(x)=3αx2+ 
+2βx-1, 

• 
𝑓(0) = 0
𝑓(1) = 𝛼 + 𝛽 − 1 = 0

} ⇒ 𝑓(0) = 𝑓(1) 

γιατί α+β=1. 

Άρα (Θ Rolle) η εξίσωση f΄(x)=0  3αx2+ 
+2βx-1=0, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο IR. 

11.Να δείξετε ότι η εξίσωση 6αx2+6βx-2α-3β=0, 
έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1). 

Λύση: Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την συ-
νάρτηση f(x)=2αx3+3βx2-2αx-3βx στο διά-
στημα [0,1]. 

• συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυμική, 

• παραγωγίσιμη στο (0,1) με f΄(x)=6αx2+ 
+6βx-2α-3β, 

• 
𝑓(0) = 0
𝑓(1) = 2𝛼 + 3𝛽 − 2𝑎 − 3𝛽 = 0

} ⇒ 

 𝑓(0) = 𝑓(1). 

Άρα (Θ Rolle) η εξίσωση f΄(x)=0  
6αx2+6βx-2α-3β=0, έχει μια τουλάχιστον 
ρίζα στο IR.  

12.Να δείξετε ότι η εξίσωση x2=xημx+συνx, έχει 
δυο ακριβώς πραγματικές ρίζες, μια στο διά-
στημα (-π, 0) και μια στο (0, π). 

Λύση:  Ύπαρξη ριζών: 

x2=xημx+συνx  x2-xημx-συνx=0. 
Εφαρμόζουμε το Θ. Bolzano για την συνάρ-
τηση f(x)=x2-xημx-συνx στα διαστήματα  [-
π,0] και [0,π]. 

• συνεχής στα [-π,0] και [0,π] ως διαφορά και 

γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. 

•   

𝑓(−𝜋) = 𝜋2 + 1 > 0
𝑓(0) = −1 < 0

𝑓(𝜋) = 𝜋2 + 1 > 0

} ⇒ {
𝑓(−𝜋) ⋅ 𝑓(0) < 0
𝑓(0) ⋅ 𝑓(𝜋) < 0

 

Άρα η εξίσωση f(x)=0  x2-xημx-συνx=0, έχει 
μια τουλάχιστον ρίζα στο (-π,0) και μια τουλά-
χιστον ρίζα στο (0,π). 
Μοναδικότητα:  

• με μονοτονία:  

Επειδή f΄(x)=2x-ημx-xσυνx+ημx=2x-xσυνx= 
=x(2-συνx). 

Επειδή 2-συνx>0 για κάθε xIR (γιατί                  
-1≤συνx≤1), το πρόσημο του f΄(x) ισούται με 
το πρόσημο του x: 
 

x -           0           + 

x - + 

f΄ - + 

f ➷ ➹ 
Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [-π,0] και 
γνησίως αύξουσα στο [0,π] και οι παραπάνω 
ρίζες είναι μοναδικές. 

• με Rolle:  Επειδή η εξίσωση f΄(x)=0  

  x(2-συνx)=0  
έχει μοναδική ρίζα x=0, η εξίσωση f(x)=0, έ-
χει το πολύ δύο ρίζες. Άρα οι ρίζες στα δια-
στήματα (-π,0) και (0,π) είναι μοναδικές. 

13.Εάν η f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη 

στο (α, β) και f(x)>0, για κάθε x(α, β), να δεί-

ξετε ότι υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε: 

𝑓 ′(𝜉)

𝑓(𝜉)
=

1

𝛼 − 𝜉
+

1

𝛽 − 𝜉
. 

Λύση: Διαμορφώνουμε την προς απόδειξη 
σχέση, αφού πρώτα θέσουμε όπου ξ το x: 

 
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=

1

𝛼−𝑥
+

1

𝛽−𝑥
  

f΄(x)(α-x)(β-x)=f(x)(β-x)+f(x)(α-x)  

f΄(x)(α-x)(β-x)-f(x)(β-x)-f(x)(α-x)=0  
f΄(x)(α-x)(β-x)+f(x)(α-x)΄(β-x)+f(x)(α-x)(β-x)΄=0  

(f(x)(α-x)(β-x))΄=0. 

Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την συνάρτηση 
g(x)=f(x)(α-x)(β-x) στο διάστημα [α, β]. 

• συνεχής στο [α, β] ως γινόμενο συνεχών 

συναρτήσεων, 

• παραγωγίσιμη στο (α,β) με: 

 g΄(x)= (f(x)(α-x)(β-x))΄ 

         =f΄(x)(α-x)(β-x)-f(x)(β-x)-f(x)(α-x), 

• 
𝑔(𝑎) = 𝑓(𝑎)(𝑎 − 𝑎)(𝛽 − 𝑎) = 0
𝑔(𝛽) = 𝑓(𝛽)(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛽) = 0

} ⇒ 

 𝑔(𝛼) = 𝑔(𝛽). 

Άρα (Θ Rolle) υπάρχει ξ(α,β) τέτοιο ώστε  
g΄(ξ)=0  

 f΄(ξ)(α-ξ)(β-ξ)-f(ξ)(β-ξ)-f(ξ)(α-ξ)=0 

 f΄(ξ)(α-ξ)(β-ξ)=f(ξ)(β-ξ)+f(ξ)(α-ξ)  

 
𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
=

1

𝛼−𝜉
+

1

𝛽−𝜉
.

 (διαιρούμε και τα δυο μέλη με f(ξ)(α-ξ)(β-ξ)). 

14.Έστω φ : IR→IR παραγωγίσιμη στο IR με 
φ(0)=0.  
a)  Να βρεθεί το φ(π/2), αν είναι γνωστό ότι 

η συνάρτηση g(x)=φ(x)-ημx ικανοποιεί τις 
προϋποθέσεις του Θ. Rolle στο [0,π/2], 

b) να δείξετε ότι υπάρχει ξ(0, π/2), τέτοιο 

ώστε φ΄(ξ)=συνξ. 

Λύση:  
a) Αφού η g ικανοποιεί τις συνθήκες του 

Θ.Rolle στο διάστημα [0,π/2], θα είναι  

g(0)=g(π/2)   
 

φ(0)-ημ0=φ(π/2)-ημ(π/2)  φ(π/2)=1. 
b) Αφού η g ικανοποιεί τις συνθήκες του 

Θ.Rolle στο διάστημα [0,π/2], υπάρχει 

ξ(0,π/2) με g΄(ξ)=0  φ΄(ξ)-συνξ=0 

0 

0 

0 0 1 
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 φ΄(ξ)=συνξ. 

15.Έστω f, g συνεχείς στο [α, β], παραγωγίσιμες 

στο (α, β) με g(x)0 και  g΄(x)0 για κάθε 

x(α, β) και f(α)=g(β)=0. Να δείξετε ότι υπάρ-

χει ξ(α, β), 

 τέτοιο ώστε 
𝑓′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
+

𝑓(𝜉)

𝑔(𝜉)
= 0. 

Λύση: Διαμορφώνουμε την προς απόδειξη 
σχέση, αφού πρώτα θέσουμε όπου ξ το x: 

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
+

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 0 

f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x)=0  

(f(x)g(x))΄=0. 

Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την συνάρτηση 
g(x)=f(x)g(x) στο διάστημα [α, β]. 

• συνεχής στο [α, β] ως γινόμενο συνεχών 
συναρτήσεων, 

• παραγωγίσιμη στο (α,β) με: 

 g΄(x)= (f(x)g(x))΄ 
         = f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x), 

•        

𝑔(𝑎) = 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎) = 0

𝑔(𝛽) = 𝑓(𝛽)𝑔(𝛽) = 0
} ⇒ 𝑔(𝛼) = 𝑔(𝛽) 

Άρα (Θ Rolle) υπάρχει ξ(α,β) τέτοιο ώστε  

g΄(ξ)=0  

 f΄(ξ)g(ξ)+f(ξ)g΄(ξ)=0 

 
𝑓′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
+

𝑓(𝜉)

𝑔(𝜉)
= 0.

 (διαιρούμε και τα δυο μέλη με g(ξ)g΄(ξ). 

16.Έστω f συνεχής στο [0, α], παραγωγίσιμη στο 

(0, α) και f(0)=0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(0, 
α), τέτοιο ώστε f(ξ)=(α-ξ)f΄(ξ). 
Λύση:  Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την συ-
νάρτηση g(x)=f(x)(α-x) (παρατήρηση 5). 

• συνεχής στο [α,β] ως γινόμενο συνεχών 

συναρτήσεων, 

• παραγωγίσιμη στο (α,β) με: 

 g΄(x)=(f(x)(α-x))΄ 
=f΄(x)(α-x)-f(x), 

• 
𝑔(0) = 𝑓(0)(𝑎 − 0) = 0
𝑔(𝛼) = 𝑓(𝛼)(𝛼 − 𝛼) = 0

} ⇒ 𝑔(0) = 𝑔(𝛼) 

Άρα (Θ Rolle) υπάρχει ξ(α,β) τέτοιο ώστε  

g΄(ξ)=0  (α-ξ)f΄(ξ)-f(ξ)=0  

   f(ξ)=(α-ξ)f΄(ξ). 
17.Εάν f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο 

(α, β) με f(α)=f(β)=0, τότε υπάρχει xo(α, β), 
στο οποίο f΄(xo)=2f(xo). 

Λύση: Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την συ-
νάρτηση g(x)=e-2xf(x) στο διάστημα [α, β] 
(παρατήρηση 5). 

• συνεχής στο [α, β] ως γινόμενο συνεχών 

συναρτήσεων, 

• παραγωγίσιμη στο (α,β) με: 

 g΄(x) =(e-2xf(x))΄ 
          = -2e-2xf(x)+e-2xf΄(x) 

 = e-2x(f΄(x)-2f(x)). 

• 
𝑔(𝑎) = 𝑒−2𝑎𝑓(𝑎) = 0

𝑔(𝛽) = 𝑒−2𝛽𝑓(𝛽) = 0
} ⇒ 𝑔(𝛼) = 𝑔(𝛽) 

Άρα (Θ Rolle) υπάρχει ξ(α,β) τέτοιο ώστε  
g΄(ξ)=0  

 e-2x(f΄(x)-2f(x))=0 και επειδή e-2x≠0 

 f΄(x)-2f(x)=0

 
 f΄(x)=2f(x). 

18.Έστω f συνεχής στο [2,3], παραγωγίσιμη στο 
(2,3) και 3f(2)=2f(3). Να δείξετε ότι υπάρχει 

ξ(2,3), τέτοιο ώστε ξf΄(ξ)=f(ξ). 

Λύση: Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την συ-

νάρτηση g(x)=
𝑓(𝑥)

𝑥
 στο διάστημα [2,3] (παρα-

τήρηση 5). 

• συνεχής στο [α, β] ως πηλίκο συνεχών συ-
ναρτήσεων, 

• παραγωγίσιμη στο (α,β) με: 

 g΄(x) =(
𝑓(𝑥)

𝑥
)

′

 

          =
𝑥𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥)

𝑥2
 . 

• 
𝑔(2) =

𝑓(2)

2

𝑔(3) =
𝑓(3)

3

}   ⇒  𝑔(2) = 𝑔(3). 

Άρα (Θ Rolle) υπάρχει ξ(α,β) τέτοιο ώστε  
g΄(ξ)=0  

 
𝜉𝑓′(𝜉)−𝑓(𝜉)

𝜉2
=0  

 ξf΄(ξ)-f(ξ)=0  ξf΄(ξ)=f(ξ). 
19. Έστω f, g ορισμένες και συνεχείς στο [α,β], 

και παραγωγίσιμες στο (α,β). Εάν g΄(x)0, 
για κάθε x(α, β), να δείξετε ότι: 

i. g(α)  g(β) 

ii. υπάρχει ξ(α,β), τέτοιο ώστε: 

𝑓(𝛽) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝛽) − 𝑔(𝑎)
=

𝑓 ′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
 

Λύση:  
A. Εάν g(α)=g(β) τότε εφαρμόζεται το 
Θ.Rolle για την συνάρτηση στο [α,β] οπότε 

υπάρχει ξ(α,β) με g΄(ξ)=0, άτοπο γιατί 

g΄(x)0, για κάθε x(α, β). 
B. Εφαρμόζουμε το Θ.Rolle για την συνάρ-
τηση h(x)=(g(β)-g(α))f(x)-(f(β)-f(α))g(x). 

• συνεχής στο [α,β] διαφορά συνεχών συ-
ναρτήσεων, 

• παραγωγίσιμη στο (α,β) με: 

  0 

  0 

  0 

  0 

  0 

  0 

3f(2)=2f(3)  

 
𝑓(2)

2
=

𝑓(3)

3
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 h΄(x)=(g(β)-g(α))f΄(x)-(f(β)-f(α))g΄(x). 

•
ℎ(𝑎) = (𝑔(𝛽) − 𝑔(𝑎))𝑓(𝑎) − (𝑓(𝛽) − 𝑓(𝑎))𝑔(𝑎) = 0
ℎ(𝛽) = (𝑔(𝛽) − 𝑔(𝑎))𝑓(𝛽) − (𝑓(𝛽) − 𝑓(𝑎))𝑔(𝛽) = 0

}


ℎ(𝑎) = 𝑓(𝑎)𝑔(𝛽) − 𝑔(𝑎)𝑓(𝛽)
ℎ(𝛽) = 𝑓(𝑎)𝑔(𝛽) − 𝑔(𝑎)𝑓(𝛽)

} ⇒ ℎ(𝑎) =

ℎ(𝛽)

 Επομένως υπάρχει ξ(α,β)  με h΄(ξ)=0  

(g(β)-g(α))f΄(ξ)-(f(β)-f(α))g΄(ξ)=0  

(g(β)-g(α))f΄(ξ)=(f(β)-f(α))g΄(ξ)  

𝑓(𝛽) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝛽) − 𝑔(𝑎)
=

𝑓 ′(𝜉)

𝑔′(𝜉)
. 

20.

Έστω f, g συνεχείς στο [α,β], παραγωγίσιμες 
στο (α, β) με f(x)g(x)0 για κάθε x[α,β] και 
𝑓(𝛼)

𝑔(𝛼)
=

𝑓(𝛽)

𝑔(𝛽)
. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ(α,β), 

τέτοιο ώστε 
𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
=

𝑔′(𝜉)

𝑔(𝜉)
.

 Λύση: Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την συ-

νάρτηση F(x)=
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 στο διάστημα [α,β]. 

• συνεχής στο [α, β] ως πηλίκο συνεχών συ-
ναρτήσεων, 

• παραγωγίσιμη στο (α,β) με: 

 F΄(x) = (
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
)

′

  

         = 
𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥)−𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

𝑔2(𝑥)
 

• 𝐹(𝑎) =
𝑓(𝑎)

𝑔(𝑎)
=

𝜐𝜋ό𝜃. 𝑓(𝛽)

𝑔(𝛽)
= 𝐹(𝛽)        

Άρα (Θ Rolle) υπάρχει ξ(α,β) τέτοιο ώστε  
F΄(ξ)=0  

 
𝑓′(𝜉)𝑔(𝜉)−𝑓(𝜉)𝑔′(𝜉)

𝑔2(𝜉)
=0 

 𝑓 ′(𝜉)𝑔(𝜉) − 𝑓(𝜉)𝑔′(𝜉) = 0 

 f΄(ξ)g(ξ)=f(ξ)g΄(ξ) 

 
𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
=

𝑔′(𝜉)

𝑔(𝜉)
. 

Λύσεις ασκήσεων ΘΜΤ 

1.Έστω 𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥2 − 𝛽,  x ≥ 1

4x + β,    x < 1
. Να υπολογί-

σετε τα α,βIR, ώστε να εφαρμόζεται για την 
f το ΘΜΤ στο [0,2]. Στην συνέχεια να υπολο-

γίσετε το ξ(0,2), για το οποίο ισχύει: 
f(2)-f(0)= =2f΄(ξ). 

Λύση: Για να εφαρμόζεται για την f το 
Θ.Μ.Τ. στο [0,2] πρέπει να είναι συνεχής και 
παραγωγίσιμη στο x0=1. 

• συνέχεια: 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥) 

⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

(𝑎𝑥2 − 𝛽) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

(4𝑥 + 𝛽) 

 α-β=4+β 

 α=4+2β………………………………….(1) 

• παραγωγισιμότητα:  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
  

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

4𝑥+𝛽−(𝛼−𝛽)

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+

𝛼𝑥2−𝛽−(𝛼−𝛽)

𝑥−1
  

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

4𝑥−4

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+

(4+2𝛽)𝑥2−(4+2𝛽)

𝑥−1
  

  𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

4(𝑥−1)

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+

(4+2𝛽)(𝑥2−1)

𝑥−1
 

  4 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

(4+2𝛽)(𝑥−1)(𝑥+1)

𝑥−1
 

   4=8+2β 

  β = -2. 

(1)  α=0. 

2. Έστω f συνεχής στο [α, β] και δυο φορές πα-

ραγωγίσιμη στο (α,β). Αν γ(α,β), τέτοιο ώ-

στε τα α,γ,β και f(α),f(γ),f(β) να είναι διαδοχι-
κοί όροι αριθμητικών προόδων, να δείξετε 

ότι υπάρχει ξ(α,β), τέτοιο ώστε f΄΄(ξ)=0. 

Λύση: Επειδή α, γ, β διαδοχικοί όροι α.π.  
γ-α=β-γ ……………………...……………..(1) 

Ομοίως f(γ)-f(α)=f(β)-f(γ)…………………(2) 
(2)

(1)
⇒

𝑓(𝛾)−𝑓(𝛼)

𝛾−𝛼
=

𝑓(𝛽)−𝑓(𝛾)

𝛽−𝛾
………..(3) 

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση f 
στα διαστήματα [α,γ] και [γ,β]. 

Προφανώς (?) ικανοποιούνται οι συνθήκες 

του θεωρήματος, άρα υπάρχουν x1(α,γ) 

και x2(γ,β) τέτοια ώστε: 

𝑓 ′(𝑥1) =
𝑓(𝛾)−𝑓(𝛼)

𝛾−𝛼
………………………(4) 

𝑓 ′(𝑥2) =
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛾)

𝛽−𝛾
   ……………………(5) 

 Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την f΄(x) στο 
διάστημα [x1,x2]. 

• Συνεχής στο [x1,x2][α,β] από υπόθεση. 

• παραγωγίσιμη στο (x1,x2) από υπόθεση. 

• 𝑓 ′(𝑥1) =
𝑓(𝛾)−𝑓(𝛼)

𝛾−𝛼
=
(3) 𝑓(𝛽)−𝑓(𝛾)

𝛽−𝛾
= 𝑓 ′(𝑥2). 

 Άρα υπάρχει    ξ(x1,x2)  (α,β), τέτοιο ώστε 
f΄΄(ξ)=0. 

3. Αν η f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο 

[α,β] και 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝛽) = 2𝑓 (
𝑎+𝛽

2
), να δείξετε 

ότι υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο ώστε f΄΄(ξ)=0. 

Λύση: 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝛽) = 2𝑓 (
𝑎+𝛽

2
)  

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝛽) = 𝑓 (
𝑎+𝛽

2
) + 𝑓 (

𝑎+𝛽

2
)  

𝑓(𝛽) − 𝑓 (
𝑎+𝛽

2
) = 𝑓 (

𝑎+𝛽

2
) − 𝑓(𝑎) ……..(1) 

Επίσης 𝛽 −
𝛼+𝛽

2
=

𝛼+𝛽

2
− 𝛼 =

𝛽−𝛼

2
……..(2) 

20. 

(1) 

 
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(1)

(2)
⇒

𝑓(𝛽)−𝑓(
𝛼+𝛽

2
)

𝛽−
𝛼+𝛽

2

=
𝑓(

𝛼+𝛽

2
)−𝑓(𝛼)

𝛼+𝛽

2
−𝛼

…..(3) 

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση f 

στα διαστήματα [𝛼,
𝛼+𝛽

2
] και [

𝛼+𝛽

2
, 𝛽]. 

Προφανώς (?) ικανοποιούνται οι συνθήκες 
του θεωρήματος, άρα υπάρχουν                     

x1(𝛼,
𝛼+𝛽

2
) και x2(

𝛼+𝛽

2
, 𝛽) τέτοια ώστε: 

𝑓 ′(𝑥1) =
𝑓(

𝛼+𝛽

2
)−𝑓(𝛼)

𝛼+𝛽

2
−𝛼

….……………(4) 

𝑓 ′(𝑥2) =
𝑓(𝛽)−𝑓(

𝛼+𝛽

2
)

𝛽−
𝛼+𝛽

2

 ………………(5) 

 Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle για την f΄(x) στο 
διάστημα [x1,x2]. 

• Συνεχής στο [x1,x2][α,β] από υπόθεση. 

• παραγωγίσιμη στο (x1,x2) από υπόθεση. 

• 𝑓 ′(𝑥1) =
𝑓(

𝛼+𝛽

2
)−𝑓(𝛼)

𝛼+𝛽

2
−𝛼

=
(3)

  

      =
(3) 𝑓(𝛽)−𝑓(

𝛼+𝛽

2
)

𝛽−
𝛼+𝛽

2

= 𝑓 ′(𝑥2) 

Άρα υπάρχει    ξ(x1,x2)(α,β), τέτοιο ώστε 
f΄΄(ξ)=0. 

4. Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συνεχής 

στο [1,5] με f(1)=2 και 3f΄(x)5 για κάθε 

x(1,5). Να δείξετε ότι 14f(5)22. 
Λύση: Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συ-
νεχής στο [1,5], παραγωγίσιμη στο (1,5) 

γιατί 3f΄(x)5 για κάθε x(1,5).  

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση f 
στο διάστημα [1,5]. 

Υπάρχει ξ(1,5) με 𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(5)−𝑓(1)

5−1
=

𝑓(5)−2

4
. 

3f΄(x)5   3f΄(ξ)5  

 3 ≤
𝑓(5)−2

4
≤ 5 

 14f(5)22. 
5. Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συνεχής 

στο [2,5] παραγωγίσιμη στο (2,5) με f(2)=2 

και 5f(5)17 για κάθε x(2,5). Να δείξετε 

ότι υπάρχει ξ(2,5) με 1f΄(ξ)5. 
Λύση: Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συ-
νεχής στο [2,5] παραγωγίσιμη στο (2,5). 

Άρα (Θ.Μ.Τ.) υπάρχει ξ(2,5) με: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(5)−𝑓(2)

5−2
=

𝑓(5)−2

3
  

f(5)=3f΄(ξ)+2……………………………….(1) 

5f(5)17  53f΄(ξ)+217……..λόγω (1) 

          1f΄(ξ)5. 

6. Εάν για την συνάρτηση f ισχύει f΄(x)Μ, για 

κάθε x[α,β], όπου Μ σταθερός πραγματι-

κός, να δείξετε ότι f(β)f(α)+Μ(β-α). 

Λύση: Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συ-
νεχής στο [α,β] παραγωγίσιμη στο (α,β) από 

υπόθεση. Άρα (Θ.Μ.Τ.) υπάρχει ξ(α,β) με: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
 ……………………..(1) 

f΄(x)Μ, για κάθε x[α,β]  f΄(ξ)Μ η οποία 
λόγω της (1) γίνεται: 
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
≥ 𝛭  f(β)f(α)+Μ(β-α). 

7. Εάν για την συνάρτηση f ισχύει f΄(x)Μ, 

για κάθε x[α,β], όπου Μ σταθερός πρα-
γματικός, να δείξετε ότι: 

f(α)-Μ(β-α)f(β)f(α)+Μ(β-α). 

Λύση: Όπως και στην προηγούμενη ά-
σκηση:  

f΄(x)Μ  -Μ≤f΄(x)≤M 

          -Μ≤f΄(ξ)≤M 

          -Μ≤
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
≤M 

                  f(α)-Μ(β-α)f(β)f(α)+Μ(β-α). 

8. Για την f: [0,3]→ IR ισχύει το Θ. Rolle στο    

[0,3]. Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2,ξ3       
[0,3], τέτοια ώστε f΄(ξ1)+f΄(ξ2)+f΄(ξ3)=0. 

Λύση: Αφού για την f: [0,3]→ IR ισχύει το Θ. 
Rolle στο [0,3] θα έχουμε ότι: 

f(0)=f(3)……………………….……………(1) 

και ότι είναι συνεχής στο [0,3] και παραγω-
γίσιμη στο (0,3). 

Επομένως εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. στα δια-
στήματα [0,1], [1,2] και [2,3] επομένως  υ-

πάρχουν  ξ1(0,1), ξ2(1,2) και ξ3(2,3) τέ-
τοια ώστε: 

𝑓 ′(𝜉1) =
𝑓(1)−𝑓(0)

1−0
= 𝑓(1) − 𝑓(0). ……….(2) 

𝑓 ′(𝜉2) =
𝑓(2)−𝑓(1)

2−1
= 𝑓(2) − 𝑓(1). ……….(3) 

𝑓 ′(𝜉3) =
𝑓(3)−𝑓(2)

3−2
= 𝑓(3) − 𝑓(2). …...….(4) 

(2)+(3)+(4)  f΄(ξ1)+f΄(ξ2)+f΄(ξ3)=f(3)-f(0) 

             =0 

λόγω της (1). 

9. Εάν 0x1, να δείξετε ότι 
𝑥

2
≤ 𝑙𝑛( 𝑥 + 1) ≤ 𝑥. 

Λύση:  

• Εάν x=0 η προς απόδειξη σχέση γίνεται 
0≤0≤0 που ισχύει. 

• 0<x1. Τότε η προς απόδειξη σχέση γίνε-

ται 
1

2
≤

𝑙𝑛(𝑥+1)

𝑥
≤ 1  

1

2
≤

𝑙𝑛(𝑥+1)−𝑙𝑛 1

𝑥+1−1
≤ 1.  

Άρα εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρ-
τηση f(x)=lnx στο διάστημα [1,x+1]. 
- Συνεχής στο [1,x+1] ως σύνθεση συνε-

χών συναρτήσεων. 

- Παραγωγίσιμη στο (1,x+1) με f΄(x)=
1

𝑥
. 

Επομένως υπάρχει ξ(1,x+1) με  

 / 
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𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(1)

𝑥 + 1 − 1
=

𝑙𝑛( 𝑥 + 1) − 𝑙𝑛 1

𝑥
 

 
1

𝜉
=

𝑙𝑛(𝑥+1)

𝑥
…………………………….(1) 

ξ(1,x+1)   1≤ξ≤x+1 

   1≥
1

𝜉
≥

1

𝑥+1
≥

1

2
 

  
)1(


1

2
≤

𝑙𝑛(𝑥+1)

𝑥
≤ 1. 

10. Εάν –π/4<α<β<π/4, να δείξετε ότι: 
(β-α)ημ2α<ημ2β-ημ2α<(β-α)ημ2β. 

Λύση: Η συνάρτηση f(x)=ημ2x  είναι ορι-
σμένη και συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη 
στο (α,β) με f΄(x)=2ημxσυνx=ημ2x. 

 Άρα (Θ.Μ.Τ.) υπάρχει ξ(α,β) με: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
   

𝜂𝜇2𝜉 =
𝜂𝜇2𝛽−𝜂𝜇2𝛼

𝛽−𝛼
……………………..(1) 

ξ(α,β)  α<ξ<β  

    2α<2ξ<2β 

    ημ2α<ημ2ξ<ημ2β 

    ημ2α<
𝜂𝜇2𝛽−𝜂𝜇2𝛼

𝛽−𝛼
<ημ2β 

    (β-α)ημ2α<ημ2β-ημ2α<(β-α)ημ2β. 

11. Έστω f:[α,β]→ IR, με f([α,β])=(0,+), συνε-
χής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β). Να 

δείξετε ότι υπάρχει ξ(α,β), τέτοιο ώστε 

𝑓(𝛽)

𝑓(𝛼)
= 𝑒𝜆(𝛽−𝛼), όπου 𝜆 =

𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
. 

Λύση: Επειδή f(x)>0 για κάθε x, διαμορφώ-
νουμε την αποδεικτέα σχέση λογαριθμίζον-
τας: 

𝑙𝑛
𝑓(𝛽)

𝑓(𝛼)
= 𝜆(𝛽 − 𝛼)   

𝑙𝑛 𝑓 (𝛽) − 𝑙𝑛 𝑓 (𝑎) =
𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
(𝛽 − 𝛼)  

𝑙𝑛 𝑓 (𝛽) − 𝑙𝑛 𝑓 (𝑎)

𝛽 − 𝛼
=

𝑓 ′(𝜉)

𝑓(𝜉)
. 

Η συνάρτηση F(x)=lnf(x)  είναι ορισμένη και 
συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β) 

με F΄(x)=
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
. 

 Άρα (Θ.Μ.Τ.) υπάρχει ξ(α,β) με: 

𝐹 ′ (𝜉) =
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
   

𝑓′(𝜉)

𝑓(𝜉)
 = 

𝑙𝑛 𝑓(𝛽)−𝑙𝑛 𝑓(𝑎)

𝛽−𝛼
. 

12. Έστω f: (0,+)→R, συνεχής, παραγωγίσιμη 

και f ΄ γνησίως αύξουσα στο (0,+). Εάν υ-

πάρχουν α,β,γ,δ(0,+), με α<β<γ<δ και 
α+δ=β+γ, να δείξετε ότι f(β)+f(γ)<f(α)+f(δ). 

Λύση: α+δ=β+γ  β-α=δ-γ……………...(1) 

f συνεχής στα [α,β], [γ,δ], παραγωγίσιμη στα 
(α,β), (γ,δ) από υπόθεση. Επομένως εφαρ-
μόζεται το Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση f στα 
διαστήματα [α,β] και [γ,δ]. 

 Άρα υπάρχουν x1(α,β) και x2(γ,δ) με: 

𝑓 ′(𝑥1) =
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
……………………..(2) 

𝑓 ′(𝑥2) =
𝑓(𝛿)−𝑓(𝛾)

𝛿−𝛾
 …………………….(3) 

α<x1<β<γ<x2<δ  

x1<x2  

f΄(x1)<f΄(x2) <=>
(2),(3)

 

𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
 < 





−

− )()( ff
⇒
(1)

 

f(β)-f(α)<f(δ)-f(γ)  

f(β)+f(γ)<f(α)+f(δ). 

13. Εάν x(0,π/2), να δείξετε ότι: 
I. εφx+2ημx>3x 

II. συνx+xημx>1. 

Λύση:  
I. Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση 

f(x)=εφx+2ημx-3x στο διάστημα [0,x]. 
Προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του 

θεωρήματος, με f΄(x)=
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
+2συνx-3 οπότε 

υπάρχει ξ(0,x) τέτοιo ώστε: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
 

1

𝜎𝜐𝜈2𝜉
+ 2𝜎𝜐𝜈𝜉 − 3 =

𝜀𝜑𝑥+2𝜂𝜇𝑥−3𝑥

𝑥
 …….(1) 

f΄΄(x)=−
2𝜎𝜐𝜈𝑥(𝜎𝜐𝜈𝑥)′

𝜎𝜐𝜈4𝑥
− 2𝜂𝜇𝑥 

      = 
2𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈3𝑥
− 2𝜂𝜇𝑥 

      = 
2𝜂𝜇𝑥(1−𝜎𝜐𝜈3𝑥)

𝜎𝜐𝜈3𝑥
>0 γιατί ημx>0,  

συνx>0 αφού x(0,π/2) και 1-συν3x>0. 

Άρα η f΄ είναι γνησίως αύξουσα………..(2) 

ξ(0,x)   ξ>0 

  ⇔
(2)

f΄(ξ)>f΄(0) 

    
1

𝜎𝜐𝜈2𝜉
+ 2𝜎𝜐𝜈𝜉 − 3>0 

  
)1(


𝜀𝜑𝑥+2𝜂𝜇𝑥−3𝑥

𝑥
>0 

      εφx+2ημx-3x>0…..γιατί x>0 

      εφx+2ημx>3x 

II. Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση 
f(x)=συνx+xημx-1 στο διάστημα [0,x]. 
Προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του 
θεωρήματος, με f΄(x)= -ημx+ημx+xσυνx= 
=xσυνx οπότε υπάρχει ξ(0,x) τέτοιo ώστε: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
  

0 

Γιατί x≤1 

Γιατί –π/4<α<β<π/4  

–π/2<2α<2β<π/2 και η 

f(x)=ημ2x είναι ➹ 

Γιατί f ΄ ➹ 
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 𝜉𝜎𝜐𝜈𝜉 =
𝜎𝜐𝜈𝑥+𝑥𝜂𝜇𝑥−1

𝑥
 …….(1) 

Επειδή ξ(0,x)(0,π/2)  {
𝜉 > 0
𝜎𝜐𝜈𝜉 > 0

 άρα 

ξσυνξ>0 
)1(


𝜎𝜐𝜈𝑥+𝑥𝜂𝜇𝑥−1

𝑥
> 0

 
   ⇒

𝑥>0
𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝑥𝜂𝜇𝑥 − 1 > 0 

     συνx+xημx>1. 

14. Εάν x0, να δείξετε ότι: 

1+ln2x  2x  1+2xln2x. 

Λύση:  

• για x=0 η σχέση γίνεται 1≤1≤1 που ισχύει. 

• για x>0 εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συ-

νάρτηση f(x)=2x στο διάστημα [0,x]. 
Προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του 
θεωρήματος, με f΄(x)=2xln2 οπότε υπάρχει 
ξ(0,x) τέτοιo ώστε: 

𝑓′(𝜉) =
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
 
 2𝜉 𝑙𝑛 2 =

2𝑥−20

𝑥−0
 

             2𝜉 𝑙𝑛 2 =
2𝑥−1

𝑥
……(1) 

Επειδή ξ(0,x)  0<ξ<x 

       20<2ξ<2x 

     
01ln2nl =

====  ln2<2ξln2<2xln2 

     ⇔
(1)

 ln2<
2𝑥−1

𝑥
<2xln2 

     1+xln2<2x<1+x2xln2 

     1+ln2x<2x<1+2xln2x. 

15. Για x>0, να δείξετε ότι xlnx  x-1. 

Λύση:  

• Για x=1 η σχέση γίνεται 0≥0 που ισχύει. 

• 0<x<1.  

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση 
f(x)=xlnx-x+1 στο διάστημα [x,1]. 
Προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του 
θεωρήματος, με f΄(x)=lnx οπότε υπάρχει 
ξ(x,1) τέτοιo ώστε: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(1)−𝑓(𝑥)

1−𝑥
 

𝑙𝑛 𝜉 =
𝑥 𝑙𝑛 𝑥−𝑥+1

𝑥−1
 ………………………….(1) 

Επειδή ξ(x,1)  x<ξ<1 

      lnx<lnξ<ln1 

     
)1(

 {

𝑥 𝑙𝑛 𝑥−𝑥+1

𝑥−1
< 0

 x < 1 ⇒ x-1 < 0
   

} ⇒  

 xlnx-x+1>0  xlnx>x-1. 

• x>1.  
Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση 
f(x)=xlnx-x+1 στο διάστημα [1,x]. 
Προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του 
θεωρήματος, με f΄(x)=lnx οπότε υπάρχει 
ξ(1,x) τέτοιο ώστε: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 

ln ξ =
x ln x−x+1

x−1
 ………………………….(2) 

Επειδή ξ(1,x)  1<ξ<x 

      ln1<lnξ<lnx 

    
)2(

 {

𝑥 𝑙𝑛 𝑥−𝑥+1

𝑥−1
> 0

x > 1 ⇒ x-1 > 0

} ⇒ 

 xlnx-x+1>0  xlnx>x-1. 

16. Δίνεται η συνάρτηση f δυο φορές παραγω-

γίσιμη στο IR, με f΄΄(x)0, για κάθε xIR. Να 

δείξετε ότι δεν υπάρχουν τρία σημεία της 
γραφικής παράστασης της f που να είναι συ-
νευθειακά. 
Λύση: Εάν υπήρχαν τρία σημεία Α(x1,f(x1)), 
B(x2,f(x2)), Γ(x3,f(x3)) της γραφικής παρά-
στασης της f συνευθειακά, τότε: 

λΑΒ=λΒΓ  
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
=

𝑓(𝑥3)−𝑓(𝑥2)

𝑥3−𝑥2
…(1) 

Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας 
ότι x1<x2<x3. 
Η f ικανοποιεί τις συνθήκες του Θ.Μ.Τ. (?) 
στα διαστήματα [x1,x2], [x2,x3]. 

Άρα υπάρχουν ξ1(x1,x2) και ξ2(x2,x3) με: 

𝑓′(𝜉1) =
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1

𝑓′(𝜉2) =
𝑓(𝑥3)−𝑓(𝑥2)

𝑥3−𝑥2

} ⇒
(1)

𝑓′(𝜉1) = 𝑓′(𝜉2) …(2) 

Από την (2) και επειδή f δυο φορές παραγω-
γίσιμη, εφαρμόζεται το Θ Rolle για την f΄ στο 

διάστημα [ξ1,ξ2], οπότε υπάρχει x0(ξ1,ξ2), 

τέτοιο ώστε f΄΄(x0)=0, άτοπο γιατί f΄΄(x)0, 

για κάθε xR. 

Άρα  δεν υπάρχουν τρία σημεία της γραφι-
κής παράστασης της f που να είναι συνευ-
θειακά. 

17. Να δείξετε ότι για κάθε 0 < x < π/2, ισχύει: 

1 <
𝜀𝜑𝑥

𝑥
< 1 + 𝜀𝜑2𝑥 

Λύση: Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρ-
τηση f(x)=εφx στο διάστημα [0,x]. 
Προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του 

θεωρήματος, με f΄(x)=
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
 οπότε υπάρχει 

ξ(0,x) τέτοιο ώστε: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
 
 

1

𝜎𝜐𝜈2𝜉
=

𝜀𝜑𝑥−𝜀𝜑0

𝑥−0
 

             
1

𝜎𝜐𝜈2𝜉
=

𝜀𝜑𝑥

𝑥
……(1) 

Επειδή ξ(0,x)(0,π/2)  θα έχουμε: 

0<ξ<x  <=>

στο   [0,
𝜋

2
]

𝜎𝜐𝜈𝜒  ↓

συν0>συνξ>συνx 

  1>συνξ>συνx 

0 

  0 

0 
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  1>συν2ξ>συν2x 

  1 <
1

𝜎𝜐𝜈2𝜉
<

1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
 

  1 <
1

𝜎𝜐𝜈2𝜉
< 1 + 𝜀𝜑2𝑥 

 ⇔
(1)

1 <
𝜀𝜑𝑥

𝑥
< 1 + 𝜀𝜑2𝑥  

18. Έστω f συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη 
στο (α,β) με f(α)=2β και f(β)=2α. Να δείξετε 

ότι υπάρχει ξ(α,β), τέτοιο ώστε η εφα-πτο-
μένη της γραφικής παράστασης της f στο 
σημείο της Μ(ξ,f(ξ)), είναι κάθετη στην ευ-
θεία  (ε): –x+2y-1=0. 

Λύση: λε=½.  

Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει ξ(α,β), τέ-

τοιο ώστε f΄(ξ)
1

2
= -1  f΄(ξ)= -2……..(1) 

Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση 
f στο διάστημα [α,β]. 

Είναι συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο 

(α,β) από υπόθεση. Άρα υπάρχει ξ(α,β)  με 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
 

𝑓 ′(𝜉) =
2𝛼 − 2𝛽

𝛽 − 𝛼
= −

2(𝛽 − 𝛼)

𝛽 − 𝛼
= −2. 

19. Να δείξετε ότι για κάθε xIR, ex  x+1. 
Λύση:  

• για x=0 η σχέση γίνεται 1≥1 που ισχύει. 

• x>0. Τότε εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ. για την 
συνάρτηση f(x)=ex στο διάστημα [0,x]. 
Προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του 
θεωρήματος, με f΄(x)=ex οπότε υπάρχει 
ξ(0,x) τέτοιο ώστε: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
  𝑒𝜉 =

𝑒𝑥−𝑒0

𝑥
  

 𝑒𝜉 =
𝑒𝑥−1

𝑥
……(1) 

Επειδή ξ(0,x)  e0<eξ<ex 

          1<eξ<ex  

      ⇔
(1)

1 <
𝑒𝑥−1

𝑥
< 𝑒𝑥 

        ex-1>x……...γιατί x>0 

        ex>x+1. 

• x<0. Τότε εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ. για την 

συνάρτηση f(x)=ex στο διάστημα [x,0]. 
Προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του 
θεωρήματος, με f΄(x)=ex οπότε υπάρχει 
ξ(x,0) τέτοιο ώστε: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
  𝑒𝜉 =

𝑒𝑥−𝑒0

𝑥
  

 𝑒𝜉 =
𝑒𝑥−1

𝑥
……(2) 

Επειδή ξ(x,0)  ex<eξ<e0 

           ex<eξ<1 

      ⇔
(2)

𝑒𝑥 <
𝑒𝑥−1

𝑥
< 1 

        ex-1>x………γιατί x<0 

        ex>x+1. 

Άρα ex  x+1 για κάθε xIR. 

20. Έστω f: [0,+)→ IR, συνεχής στο [0,+), 

παραγωγίσιμη στο (0,+), f(0)=0 και f΄ γνη-

σίως αύξουσα στο [0,+). Να δείξετε ότι η 

συνάρτηση 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑥
, είναι γνησίως αύ-

ξουσα στο (0,+). 

Λύση: 𝑔′(𝑥) = (
𝑓(𝑥)

𝑥
)

′

=
𝑥𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥)

𝑥2
. 

Αρκεί να δείξουμε ότι xf΄(x)-f(x)>0  

ή 
𝑓(𝑥)

𝑥
< 𝑓 ′(𝑥) ή 

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
< 𝑓 ′(𝑥). 

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση f(x) 
στο διάστημα [0,x]. 
Προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του 
θεωρήματος, οπότε υπάρχει ξ(0,x) τέτοιο 
ώστε: 

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
 
 𝑓 ′(𝜉) =

𝑓(𝑥)

𝑥
……(1) 

Επειδή ξ(0,x)  ξ<x 

   ⇒
𝑓′  ↑

  f΄(ξ)<f΄(x) 

    ⇒
(1) 𝑓(𝑥)

𝑥
< 𝑓 ′(𝑥)  

     xf΄(x)-f(x)>0  

     g΄(x)>0 

Άρα η συνάρτηση 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑥
, είναι γνησίως

 

αύξουσα στο (0,+). 

21. 24283-2 (τράπεζα): Δίνεται η συνάρτηση: 

𝑓(𝑥) = {
  𝑥2 − 3,   αν 𝑥 ∈ [−1,2]

𝑥 − 1,    αν 𝑥 ∈ 2,5
. 

1) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι 

συνεχής.         (Μονάδες 10) 

2) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 δεν εί-

ναι παραγωγίσιμη στη θέση 𝑥0 = 2.  

(Μονάδες 09) 

3) Να εξετάσετε ποιες από τις υποθέσεις 

του θεωρήματος μέσης τιμής, ικανοποιεί 

η συνάρτηση 𝑓 στο διάστημα [−1,5].

                     (Μονάδες 06) 

Λύση:  
α) • Η f είναι συνεχής σε καθένα από τα διαστή-
ματα [1,2), (2,5] ως πολυωνυμική. 

 • Στο x0 = 2 έχουμε: 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

(𝑥2 − 3) = 1. 

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

(𝑥 − 1) = 1. 

0 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

Επειδή lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 1, η f είναι συνε-

χής στο 2. 
Επομένως, η f είναι συνεχής στο [ 1,5] . 
β) Έχουμε ότι: 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
 = lim

𝑥→2−

𝑥2−3−1

𝑥−2
 

= lim
𝑥→2−

𝑥2−4

𝑥−2
 

= lim
𝑥→2−

(𝑥−2)(𝑥+2)

𝑥−2
  

= lim
𝑥→2−

(𝑥 + 2)  

= 4 

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
 = lim

𝑥→2+

𝑥−1−1

𝑥−2
 

= lim
𝑥→2+

𝑥−2

𝑥−2
 

= 1. 

Είναι lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
 ≠ lim

𝑥→2+

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
 οπότε δεν 

είναι παραγωγίσιμη στη θέση 2. 
γ) Η υπόθεση της συνέχειας στο [-1,5] ικανο-
ποιείται λόγω του ερωτήματος (α) ενώ η υπό-
θεση της παραγωγισιμότητας στο (-1,5) δεν ικα-
νοποιείται λόγω του ερωτήματος (β). 
Άρα το θεώρημα μέσης τιμής για τη συνάρτηση 
f στο διάστημα [-1,5] δεν εφαρμόζεται. 

22. END. 
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