
ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΣΤΗΝ ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

1) Γίλνληαη ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ. Να θαηαζθεπάζεηε ηα ζεκεία Α1, Β1 θαη Γ1, ώζηε λα ηζρύνπλ 


1 =       

=


 , 


1 =


 -


 θαη


1 =


 . 

Λύση: 


1 =


 -


 =


 . Οη 

θαηαζθεπέο θαίλνληαη ζην ζρήκα 1. 

2) Γίλνληαη ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ θαη ηα ζεκεία 

Γ θαη Δ πνπ νξίδνληαη από ηηο ζρέζεηο     



 +


=


0  θαη 


 +


 =


0 . Να από-

δείμεηε όηη ην Γ είλαη κέζν ηνπ ΓΔ. 

Λύση: 


 +


=


0   


 =


 =


 , 

νπόηε 


 =


  

θαη 


 =


 .  

Άξα ην Γ είλαη κέζν ηνπ ΓΔ. 

3) Θεωξνύκε ηα κε ζπλεπζεηαθά ζεκεία Α, Β, Γ, Γ θαη ην κέζν Μ ηεο ΑΓ. Να απνδείμεηε όηη 


 +


 = 

=


 -


 =


 +


 . 

Λύση:  

 


 +


 =


 -


 


 +


 = 


 -


  

    


 = 


 πνπ ηζρύεη γηαηί ην Μ είλαη  κέζν ηεο ΑΓ. 

  


 -


 =


 +


   


 -


 =


 +


  

  


 =


  πνπ ηζρύεη. 

4) Γπν παξαιιειόγξακκα ΑΒΓΓ θαη Α΄Β΄ΓΓ έρνπλ θνηλέο θνξπθέο ηηο Γ θαη Γ. Να δείμεηε όηη ην 

ηεηξάπιεπξν ΑΒΒ΄Α΄ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

Λύση: Από ην ζρήκα 2 βιέπνπκε όηη:  

ΑΒΓΓ παξ/κν  


=


  

Α΄Β΄ΓΓ παξ/κν  


 ΄΄ =


  
5) Γπν παξαιιειόγξακκα ΑΒΓΓ θαη ΑΒ΄ΓΓ΄ έρνπλ θνηλέο θνξπθέο 

ηηο Α θαη Γ. Να δείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΒΒ΄ΓΓ΄ είλαη 

παξαιιειόγξακκν. 

Λύση: Από ην ζρήκα 3 βιέπνπκε όηη:  

ΑΒΓΓ παξ/κν     


  =


  

ΑΒ΄ΓΓ΄ παξ/κν  


΄ =


'  

      


΄ -


=


' -





΄ =


'  

   ΒΒ΄ΓΓ΄ παξ/κν. 

6) Πάλω ζηελ πιεπξά ΑΒ θαη ζηελ δηαγώλην ΑΓ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ, παίξλνπκε αληίζηνηρα ηα 

ζεκεία Μ θαη Ν. Να θαηαζθεπάζεηε ηα δηαλύζκαηα 


 =


 θαη 


 =


  θαη λα δείμεηε όηη ην 

ηεηξάπιεπξν ΕΜΔΝ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

Λύση:  

ζρήκα 1 

 


 =


 . 

 


=


 ΄΄  ΑΒΒ΄Α΄ παξ/κν. 

ζρήκα 2 

(-) 

ζρήκα 3 
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=


  


 =


   



 -


 =


 -


   


=


  (ζρήκα 4) 

 ΕΜΔΝ παξαιιειόγξακκν. 

7) Γίλεηαη ηξίγωλν ΑΒΓ θαη ηπραίν ζεκείν Ρ ηεο 

ΒΓ. Έζηω επίζεο ζεκείν Μ πνπ νξίδεηαη από 

ηελ ζρέζε 


 =


+


+


 . Να απνδείμεηε  

όηη  ην  ηεηξάπιεπξν  ΑΒΜΓ  είλαη  παξαιιειό- 

γξακκν. 

Λύση: 


 =


+


+


  


 -


=


 +


  

  


 =


  

  ΑΒΜΓ  παξαιιειόγξακκν. 

8) Γηα ηα ζεκεία Α, Β, Γ θαη Γ ηνπ επηπέδνπ ηζρύνπλ νη ζρέζεηο 


 =


 θαη 


 =


 . Να απνδείμεηε όηη 

ην Γ είλαη κέζν ηνπ ΔΓ. 

Λύση: 


 =


  

           



 =


   

  



 +


 =


 +


   


 =


 Γ κέζν ηνπ ΔΓ. 

9) ε ηξίγωλν ΑΒΓ θαηαζθεπάδνπκε ηα δηαλύζκαηα 


 =


 θαη 


=


 . Να απνδείμεηε όηη ην Γ είλαη 

κέζν ηνπ ΓΔ. 

Λύση: 


 =


  

           



 =


   

   



 -


 =


 -


   


 =


 Γ κέζν ηνπ ΓΔ. 

10) ε παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ θαηά-

ζθεπάδνπκε ηα δηαλύζκαηα 


 =




θαη 


 =


 . Να δείμεηε όηη ην Γ 

είλαη κέζν ηνπ ΔΕ. 

Λύση: 



=


=


  

           



 =


 =


  

   



 -


 =


 -


   


 =


 Γ κέζν ηνπ ΕΔ (ζρήκα 5). 

11) Αλ Μ ην κέζν ηεο πιεπξάο ΒΓ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη γηα ηα ζεκεία Γ θαη Δ ηζρύεη 


+


 =


 +


 , λα 

απνδείμεηε όηη: α) Σν Μ είλαη κέζν ηνπ ΓΔ θαη β) γηα θάζε άιιν ζεκείν Ρ ηζρύεη 


+


 =


 +


 . 

Λύση: 

α) 


+


 =


 +


 


 -


 =


 -


  

  


 =


  

  ΓΒΔΓ παξ/κν  (ζρήκα 6) θαη επνκέλωο νη δηαγώληνη δηρνηνκνύληαη. Άξα ην 

(-) 

ζρήκα 4 

(+) 

ζρήκα 5 

(-) 

(-) 
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κέζν Μ ηεο ΒΓ είλαη θαη κέζν ηεο ΓΔ. 

β) Χξεζηκνπνηνύκε ην ζεκείν Α ωο ζεκείν αλαθνξάο: 



+


 =


 +


 

  


 -


+


 -


=


 -


+


 -


  

 


+


 =


 +


 , πνπ ηζρύεη ιόγω ηνπ 

(α) εξωηήκαηνο. 

12) Να απνδείμεηε όηη γηα νπνηαδήπνηε ζεκεία Α, Β, Γ θαη Γ ηνπ επηπέδνπ, ηζρύεη: 



+


 =


 -


+


 . 

Λύση: Έζηω Ο ηπραίν ζεκείν αλαθνξάο. Σόηε ε ζρέζε γξάθεηαη ηζνδύλακα:  



 -


A +


A -


 =


 -


 -


 +


 +


 -


   


 -


 =-


 +


  πνπ είλαη αιεζήο. 

13) Να απνδείμεηε όηη γηα νπνηαδήπνηε ζεκεία Α, Β, Γ, Γ θαη Δ ηνπ επηπέδνπ, ηζρύεη: 



 +


+


=


 +


+


 . 

Λύση: Έζηω Ο ηπραίν ζεκείν αλαθνξάο. Σόηε ε ζρέζε γξάθεηαη ηζνδύλακα:  



 -


A +


 -


 +


 -


 =


 -


A +


 -


 +


 -





0 =


0 πνπ είλαη αιεζήο. 

14) Δάλ ηα δηαλύζκαηα 


u =


+


 θαη 


v =


+


 είλαη ίζα,  λα απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Κ θαη Λ 

ηαπηίδνληαη. 

Λύση: 


u =


v 


+


 =


+


  

  


 =


+


  

  


 -


 =


  

  


=


 . Άξα ηα ζεκεία Κ θαη Λ ηαπηίδνληαη. 

15) Αλ ηζρύεη ε ηζόηεηα 


+


=


+


 , λα απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Ρ θαη  ηαπηίδνληαη. 

Λύση: 


+


=


+





 -


=


 -


  

 


 -


=


 -


   

 


 =


  

 2


 =


0  

 


 =


0 . Άξα ηα ζεκεία Ρ θαη  ηαπηίδνληαη. 

16) Δάλ είλαη 
4

3
|| 


, 

4

1
|| 


 θαη 1||  


, λα απνδείμεηε όηη ηα δηαλύζκαηα 


θαη 


 είλαη 

νκόξξνπα. 

Λύση: 1
4

4

4

1

4

3
||||  


 || 


  

                         Δπίζεο |||||| 



 

Άξα (παξαηήξεζε 3) 

 


. 

17) ηελ εηθόλα 1, λα εθθξάζεηε ην δηάλπζκα 


x , ωο ζπλάξηεζε ηωλ 


 ,


 ,


  θαη 


 . 

ζρήκα 6 

 |||||| 


 . 
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Λύση: 


x =


 =


+


 +


 +


  

  =


+


 -


 +


  

  =


 +


 -


 +


 , (ζρήκα 1). 

18) Δάλ ζε ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ ηζρύεη 


 =


+


 , λα δείμεηε 

όηη ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

Λύση: 


 =


+


 


 -


 =


  

 


 =


  . Άξα ην ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

19) Δάλ γηα ηα δηαλύζκαηα 


 ,


  θαη 


 ηζρύεη 


 =2, 


 =5 θαη          


  =8, λα απνδείμεηε όηη: 

i) 73  


a . 
ii) 



 +


 -


 


0 . 

Λύση:  

i) |||||||||| 


  52||52  


 

  7||3  


. 

ii) Δάλ ήηαλ 


 +


 -


 =


0 , ηόηε 


 +


 =


  θαη 8||||  


, άηνπν γηαηί 7||3  


. 

20) Δάλ 


 , λα δείμεηε όηη ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ είλαη ζπλεπζεηαθά κε ην Β κεηαμύ ηωλ Α θαη 

Γ. 

Λύση: 


 




         

. 

Άξα (παξαηήξεζε 3) 


 


  θαη επνκέλωο ηα Α, Β θαη Γ είλαη ζπλεπζεηαθά κε ην Β κεηαμύ Α θαη Γ. 

21) Δάλ 


 , λα δείμεηε όηη ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ είλαη ζπλεπζεηαθά κε ην Γ κεηαμύ ηωλ Α θαη 

Β ή ην Α κεηαμύ Β θαη Γ. 

Λύση: 


 




         

. 

Άξα (παξαηήξεζε 3) 


 


  θαη επνκέλωο ηα Α, Β θαη Γ είλαη ζπλεπζεηαθά κε ην Γ κεηαμύ ηωλ Α 

θαη Β ή ην Α κεηαμύ Β θαη Γ. 

22) Γίλεηαη ξόκβνο ΑΒΓΓ κε θέληξν Ο θαη 
0120ˆ  . Να ππνινγίζεηε ην κέηξν ηωλ γωληώλ: 

i)  



  ^  

, ABA . 

ii)  



  ^  

, . 

iii)  



  ^  

,A . 

iv)  



  ^  

,A . 

Λύση:  

i) Από ηπραίν ζεκείν Δ ηνπ επηπέδνπ, (ζρήκα 7), 

θαηαζθεπάδνπκε δηαλύζκαηα 


 =


 θαη 


 =


 .  

Σόηε  



  ^  

, ABA  =  ˆ  

  = ̂x  

  =1800-1200=600. 

ii)  



  ^  

, =  



  ^  

, =  ˆ =600 (ζρήκα 8).  

εηθόλα 1 

ζρήκα 7 
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iii)  



  ^  

,A =  



  ^  

,  =  ˆ  

 = ̂x  

 =1200 (ζρήκα 9). 

iv)  



  ^  

,A =  



  ^  

, =  ˆ  

  =  ˆ  

 =900 (ζρήκα 10) γηαηί νη δηαγώληνη ηνπ ξόκβνπ ηέκλνληαη θάζεηα. 

23) Γίλεηαη νξζνγώλην ΑΒΓΓ κε θέληξν Ο θαη (ΑΓ)=2(ΒΓ). Να ππνινγίζεηε ην κέηξν ηωλ γωληώλ: 

i)  



  ^  

, . 

ii)  



  ^  

, . 

iii)  



  ^  

, . 

iv)  



  ^  

, . 

Λύση: ην νξζνγώλην ηξίγωλν ΑΒΓ ( ̂ =900) είλαη 
2

)(
)(


  

επνκέλωο  ˆ =300. 

i)  



  ^  

, =  ˆ =300 (ζρήκα 11). 

ii) Πξνεθηείλνπκε ηελ ΑΒ θαηά ηκήκα (ΒΔ)=(ΑΒ). 

 



  ^  

,  =  



  ^  

,  

 =  ˆ  

 =1800-300 

 =1500 (ζρήκα 12). 

iii)  



  ^  

,
 =
 




  ^  

,  

 =  ˆ =1500 (ζρήκα 13). 

iv)  



  ^  

,  =  



  ^  

,  

 =  ˆ  

 =600 (ζρήκα 14). 

24) Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγωλν ΑΒΓ θαη Θ ην βαξύθεληξν. Να 

ππνινγίζεηε ηα κέηξα ηωλ γωληώλ: 

i)  



  ^  

, . 

ii)  



  ^  

, . 

iii)  



  ^  

, . 

iv)  



  ^  

, . 

Λύση:  

i)  



  ^  

, =  ˆ =600 (ζρήκα 15). 

ii) Καηαζθεπάδνπκε δηάλπζκα 


 =


 (ζρήκα 16). Σόηε  



  ^  

, =  ˆ =900, γηαηί ΘΓ  ΑΒ. 

ζρήκα 10 
ζρήκα 9 ζρήκα 8 

ζρήκα 11 

ζρήκα 14 

ζρήκα 13 

ζρήκα 12 
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iii) Καηαζθεπάδνπκε δηάλπζκα 


 =


 (ζρήκα 17). Σόηε  



  ^  

,  =  



  ^  

,  

 =  ˆ =1800- 600=1200. 

 

iv) Καηαζθεπάδνπκε δηάλπζκα 


 =


 (ζρήκα 18). Σόηε  



  ^  

,
 =

 



  ^  

, =  ˆ =2300= 600. 

25) Δάλ ΑΒΓΓ ηεηξάπιεπξν θαη Μ ζεκείν ηέηνην ώζηε  


 +


 -


 -


 - 

-


=


 +


 , λα δείμεηε όηη ην ζεκείν Μ ηαπηίδεηαη κε ην ζεκείν Α. 

Λύση:    


 +


 -


 -


 -


=


 +


  

  


 +


 -


 -


=


  

  


 -(


 +


 )=


  

  


 -


 =


  

  


 =


 +


  

  


 =


  θαη επνκέλωο ην Μ ηαπηίδεηαη κε ην Α. 

26) Οκνίωο εάλ 


 -


 -


 =


+


 -


 -


 . 

Λύση:  


 -


 -


 =


+


 -


 -


  

   


 -(


 +


 )=


 +


 -


  

  


 -


 =


 +


  

  


 +


 =


  

  


 =


0  θαη επνκέλωο ην Μ ηαπηίδεηαη κε ην Α. 

27) Δάλ ΑΒΓΓ ηεηξάπιεπξν, λα βξεζεί ν γ.η. ηωλ ζεκείωλ Μ ηνπ επηπέδνπ, γηα ηα νπνία είλαη: 

i) |


 -


 +


 -


 |=2. 

ii) |


 -


 -


 +


 |=|


 -


 +


 -


 |. 
Λύση: 

i) |


 -


 +


 -


 |=2  |


 -


 +


 |=2 

  |-


 |=2 

ζρήκα 15 ζρήκα 17 ζρήκα 16 

ζρήκα 18 
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  |


 |=2. 

Άξα ν δεηνύκελνο γ.η. είλαη ν θύθινο (Α,2). 

ii) |


 -


 -


 +


 |=|


 -


 +


 -


 |  

 |


 -


 -


 |=|


 -


 +


 |  

 |-


 |=|-


 | 

 |


 |=|


 |. 
Άξα ν δεηνύκελνο γ.η. είλαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ. 

28) Δμωηεξηθά ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαηαζθεπάδνπκε ηα παξαιιειόγξακκα ΑΒΓΔ, ΒΓΕΖ θαη ΑΓΘΗ. Να απνδεί-

μεηε όηη 


 +


+


=


0 . 

Λύση: Από ην ζρήκα 19 έρνπκε: 



 +


+


  =(


 -


 )+(


 -


 )+(


 -


 ) 

 =


0 , ιόγω ηωλ παξαιιεινγξάκκωλ 

ΑΒΓΔ, ΒΓΕΖ θαη ΑΓΘΗ. 

29) Σξία θηλεηά Α, Β θαη Γ θηλνύληαη ζην επίπεδν θαη γηα 

ηηο ηαρύηεηέο ηνπο 


 , 


 , θαη 


 ηζρύνπλ ηα εμήο: 

 


 +


 -


 =


0 . 

 Σν κέηξν ηεο ηαρύηεηαο ηνπ Α είλαη ζηαζεξό θαη ίζν 

κε ηα 
3

10 ηνπ κέηξνπ ηεο ηαρύηεηαο ηνπ Β θαη κε ηα 
7

10

ηνπ κέηξνπ ηεο ηαρύηεηαο ηνπ Γ.  

Να απνδείμεηε όηη ηα ζωκαηίδηα Β θαη Γ θηλνύληαη πξνο  

αληίζεηεο θαηεπζύλζεηο. 

Λύση: 


 =
3

10


 =
7

10


  


 =
10
3



  θαη 


 =
10
7



 . 

Άξα 


 +


 =
10
3



 +
10
7



 =
10
10



 =


  



 +


 -


 =


0  


 -


 =


 =


  

30) Δάλ γηα ηα δηαλύζκαηα 


 , 


  θαη 


 ηζρύεη 


 +


 +


 =


0 θαη 
3




=

7




=

10




, λα δείμεηε όηη: 

i) 


  


  . ii) 


 


 . 

Λύση:  

i) 


 +


 +


 =


0  


 +


 = -


  

  |


 +


 |=|-


 |=|


 |…………………………………………………………………(1) 

3




=

7




=

10




=

73





=

10



 
. Άξα |



 |+|


 |=|


 |………………………………………………...(2) 

Από (1) θαη (2) έρνπκε |


 +


 |=|


 |+|


 |  


  


  . 

 


 -


 =


 +


   


 


 . 

ζρήκα 16 ζρήκα 15 

ζρήκα 19 
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ii) 


 +


 +


 =


0  


 +


 = -


  

  |


 +


 |=|-


 |=|


 |…………………………………………………………………(1) 

3




=

7




=

10




=

710





=

3



 
. Άξα |



 |=|


 |-|


 |…………………………………………………..(2) 

Από (1) θαη (2) έρνπκε |


 +


 |=|


 |-|


 |  


  


 . 

31) Dfgdgfs. 

 

 


