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ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 

ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ 

1. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της 
γραφικής παράστασης Cf της f(x)=2x2-x+5 
που διέρχεται από το σημείο της Α(3, f(3)). 
Λύση: f΄(x)=4x-1 

f(3)=232-3+5=20 

f΄(3)=43-1=11 
Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση: 

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

y-f(3)=f΄(3)(x-3)  

y-20=11(x-3)  
y=11x-13. 

2.Ομοίως της f(x)=xlnx, στο σημείο της με τε-
τμημένη e. 
Λύση: f΄(x)=lnx+1 

f(e)=elne=e 

f΄(e)=lne+1=2 
Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση: 

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

y-f(e)=f΄(e)(x-e)  

y-e=2(x-e)  
y=2x-e. 

3.Ομοίως της 𝑓(𝑥) =
𝑥−1

𝑥
, στο σημείο της με τε-

ταγμένη 1/2. 

Λύση: 𝑓 ′(𝑥) =
𝑥−𝑥+1

𝑥2
=

1

𝑥2
  

Εάν Μ(x0,f(x0)) το σημείο επαφής, τότε: 

𝑓(𝑥0) =
1

2
⇔

𝑥0−1

𝑥0
=

1

2
     x0=2. 

f΄(2)=
1

4
. 

Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση: 

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

y-f(2)=f΄(2)(x-2)  

y-
1

2
=
1

4
 (x-2)  

x-4y=0. 
4.Ομοίως της f(x)=-x3+4x, στο σημείο της 

Α(xo,0). 
Λύση:   f(x0)=0  

  -x0
3+4x0=0 

   x0=0 ή x0=2 ή x0=-2. 
f΄(x)=-3x2+4. 

• x0=0. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(0)=f΄(0)(x-0)  

  y=4x. 

• x0=2. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(2)=f΄(2)(x-2)  

  y=-8x+16. 

• x0=-2. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(-2)=f΄(-2)(x+2)  

  y=-8x-16. 
5.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης Cf της f(x)=x3 στο ση-
μείο της Α(xo, f(xo)), όταν f΄(xo)=3. 
Λύση: f΄(x)=3x2. 

f΄(xo)=3  3xo
2=3 

   xo=1 ή xo=-1. 

• x0=1. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(1)=f΄(1)(x-1)  

  y=3x-2. 

• x0=-1. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(-1)=f΄(-1)(x+1)  

  y=3x+2. 
6.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης Cf της f(x)=ημx,     

x(0,3π/2)U(3π/2,3π) στο σημείο της           
Α(xo,f(xo)), όταν f΄(xo)=0. 
Λύση: f΄(x)=συνx. 

f΄(xo)=0  συνxo=0 

  xo=κπ+
𝜋

2
…………………………….(1) 

0<xo<
3𝜋

2
=0 ή 

3𝜋

2
<xo<3π  

0<κπ+
𝜋

2
<
3𝜋

2
=0 ή 

3𝜋

2
<κπ+

𝜋

2
<3π  

-
𝜋

2
<κπ<

3𝜋

2
 - 
𝜋

2
 ή 

3𝜋

2
 - 
𝜋

2
 < κπ < 3π - 

𝜋

2
  

- 
𝜋

2
<κπ<π ή π<κπ<

5𝜋

2
  

- 
1

2
<κ<1 ή 1<κ<

5

2
. 

Άρα κ=0 ή κ=2. 

• κ=0. Τότε x0=
𝜋

2
. Η ζητούμενη εφαπτομένη 

έχει εξίσωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

 𝑦 − 𝑓 (
𝜋

2
) = 𝑓 ′ (

𝜋

2
) (𝑥 −

𝜋

2
) 

 y=1. 

• κ=2.Τότε x0=
5𝜋

2
. Η ζητούμενη εφαπτομένη 

έχει εξίσωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

 𝑦 − 𝑓 (
5𝜋

2
) = 𝑓 ′ (

5𝜋

2
)(𝑥 −

5𝜋

2
) 

 y=1. 

 1 

1 
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7.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της 
γραφικής παράστασης Cf της f(x)=ex, που 
σχηματίζει γωνία π/4 με τον θετικό ημιάξονα 
Οx. 
Λύση: Εάν Μ(x0,f(x0)) το σημείο επαφής, 

τότε f΄(xo)=εφ(π/4)  e
x0=1 

  x0=0. 
f΄(x)=ex. 
f(0)=e0=1=f΄(0). 
Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση: 

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

y-f(0)=f΄(0)(x-0)  

y-1=1(x-0)  
y=x+1. 

8.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της 
γραφικής παράστασης Cf της f(x)=-x2, που 
σχηματίζει γωνία π/3 με τον άξονα yOy΄. 
(δυο περιπτώσεις ) 
Λύση: f΄(x)=-2x. 

 

 
f΄(xo)=εφ(π/6) (σχ.1) ή f΄(xo)=εφ(5π/6) (σχ.2) 

−2𝑥0 =
√3

3
 ή −2𝑥0 = −

√3

3
 

𝑥0 = −
√3

6
 ή 𝑥0 =

√3

6
. 

•𝑥0 = −
√3

6
. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει ε-

ξίσωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

 𝑦 − 𝑓 (−
√3

6
) = 𝑓 ′ (−

√3

6
)(𝑥 +

√3

6
) 

 𝑦 +
1

12
=

√3

3
(𝑥 +

√3

6
) 

 𝑦 =
√3

3
𝑥 +

1

12
. 

•𝑥0 =
√3

6
. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-

σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

 𝑦 − 𝑓 (
√3

6
) = 𝑓 ′ (

√3

6
)(𝑥 −

√3

6
) 

 𝑦 +
1

12
= −

√3

3
(𝑥 −

√3

6
) 

 𝑦 = −
√3

3
𝑥 +

1

12
. 

9.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης (δ) της 
γραφικής παράστασης Cf της f(x)=                        
=-x2+3x-5, που είναι παράλληλη στην ευθεία 
(ε): x+y+5=0. 
Λύση:  Έστω Μ(x0,f(x0)) το σημείο επαφής. 
f΄(x)=-2x+3. 

λε=−
𝛢

𝛣
= −1. 

δ//ε   λδ=λε 

  f΄(x0)=-1 

  -2x0+3=-1 

  x0=2. 
f(2)=-3  
f΄(2)=-1 
Η ζητούμενη εφαπτομένη (δ) έχει εξίσωση: 

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

y-f(2)=f΄(2)(x-2)  

y+3=-1(x-2)  
y=-x-1. 

10.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης (δ) της 
γραφικής παράστασης Cf της f(x)=x3-x, που 
είναι κάθετη στην ευθεία (ε):x+2y+6=0. 
Λύση: Έστω Μ(x0,f(x0)) το σημείο επαφής. 
f΄(x)=3x2-1. 

λε=−
𝛢

𝛣
= −

1

2
. 

δ⊥ε   λδλε=-1 

  f΄(x0) (−
1

2
)=-1 

  f΄(x0)=2 

  3x0
2-1=2 

  x0=1 ή x0=-1. 

• x0=1. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(1)=f΄(1)(x-1)  

  y=2x-2. 

• x0=-1. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(-1)=f΄(-1)(x+1)  

  y=2x+2. 
11.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της 

γραφικής παράστασης Cf της f(x)=lnx, που 
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είναι κάθετη στην ευθεία που διέρχεται από 
τα σημεία Α(1,2e) και  Β(2,e). 
Λύση: Έστω Μ(x0,f(x0)) το σημείο επαφής. 

f΄(x)=
1

𝑥
. 

λΑΒ=
𝑦𝐵−𝑦𝐴

𝑥𝐵−𝑥𝐴
=

𝑒−2𝑒

2−1
= −𝑒. 

ε⊥ΑΒ   λελΑΒ=-1 

  f΄(x0)(-e) =-1 

  
1

𝑥0
=
1

𝑒
 

  x0=e. 
f(e)=lne=1 

f΄(e)=
1

𝑒
. 

Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση:  

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)   

y-f(e)=f΄(e)(x-e)   

y=
1

𝑒
x. 

12.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της 
γραφικής παράστασης Cf της f(x)=exημx, 

x[0,π/2)U(π/2,π], που είναι παράλληλη 
στον άξονα xOx΄. 
Λύση: f(x)=ex(ημx+συνx). 
Έστω Μ(x0,f(x0)) το σημείο επαφής. 

f΄(x0)=0  e
x0(ημx0+συνx0)=0 

  ημx0+συνx0=0……….γιατί e
x00  

  ημx0=-συνx0………συνx00 (?) 

  
𝜂𝜇𝑥0

𝜎𝜐𝜈𝑥0
= −1 

  εφx0=-1 

  εφx0=εφ(-π/4) 

  x0=κπ−
𝜋

4
. 

0x0<
𝜋

2
 ή 

𝜋

2
<x0π  

0κπ−
𝜋

4
<
𝜋

2
 ή 

𝜋

2
<κπ−

𝜋

4
π  

𝜋

4
κπ<

𝜋

2
+
𝜋

4
 ή 

𝜋

2
+
𝜋

4
<κππ+

𝜋

4
  

𝜋

4
κπ<

3𝜋

4
 ή 

3𝜋

4
<κπ

5𝜋

4
  

1

4
κ<

3

4
 ή 

3

4
<κ

5

4
  

κ=1. 

Άρα x0=π−
𝜋

4
=
3𝜋

4
. 

𝑓 (
3𝜋

4
) = 𝑒

3𝜋

4 𝜂𝜇
3𝜋

4
=

√2

2
𝑒
3𝜋

4 . 

𝑓 ′ (
3𝜋

4
) = 0. 

Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση:  

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)   

𝑦 − 𝑓 (
3𝜋

4
) = 𝑓 ′ (

3𝜋

4
) (𝑥 −

3𝜋

4
)𝑦 =

√2

2
𝑒
3𝜋

4 . 

13. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων 
της γραφικής παράστασης Cf της f(x)=            
=x3-7x+6, στα σημεία που αυτή τέμνει τους 
άξονες. 
Λύση: f΄(x)=3x2-7. 

• Τον άξονα yOy΄ τον τέμνει στο σημείο 
Μ(0,f(0)) ή Μ(0,6). 
f΄(0)=-7 
Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση: 

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

y-f(0)=f΄(0)(x-0)  

y-6=-7x  
y=-7x+6. 

• Τον άξονα xOx΄ τον τέμνει στα σημεία 
Μ(x0,f(x0)) που είναι λύσεις της εξίσωσης 

f(x0)=0  x0
3-7x0+6=0…………………………..(1) 

Κατασκευάζουμε το σχήμα Horner: 
1 0 -7 6 1 

 1 1 -6  

1 1 -6 0  

οπότε η (1)  (x0-1)(x0
2+x0-6)=0 

   x0=1 ή x0=2 ή x0=-3. 

☛ x0=1. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(1)=f΄(1)(x-1) 

  y=-4(x-1) 

  y=-4x+4. 

☛ x0=2. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(2)=f΄(2)(x-2) 

  y=5(x-2) 

  y=-5x-10. 

☛ x0=-3. Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξί-
σωση y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

  y-f(-3)=f΄(-3)(x+3) 

  y=20(x+3) 

  y=20x+60. 
14.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης Cf της f(x)=x3 που 
διέρχεται από το σημείο Α(-1,-5). 
Λύση: Προφανώς το σημείο Α(-1,-5) δεν εί-
ναι το σημείο επαφής, αφού f(-1)=(-1)3=-1 
Έστω Μ(x0,f(x0)) το σημείο επαφής και (ε):    
y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0) ………………………………….(1) 
η εξίσωση της εφαπτομένης. 
 f΄(x)=3x2. 
f(x0)=x0

3, f΄(x0)=3x0
2 

(1)   y-x0
3=3x0

2(x-x0)…………………………….(2) 
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Επειδή το σημείο Α(-1,-5)(ε), οι συντεταγ-
μένες του επαληθεύουν την (2), η οποία για 
x=-1 και y=-5  δίνει -5-x0

3=3x0
2(-1-x0)  

  2x0
3+3x0

2-5=0 
η οποία με Horner δίνει  

2 3 0 -5 1 

 2 5 5  

2 5 5 0  

οπότε η (1)  (x0-1)(2x0
2+5x0+5)=0 

            x0=1. 
(2)  y-1=3(x-1) 

 y=3x-2. 

15. Να δείξετε ότι η ευθεία 8x+y-11=0, είναι ε-
φαπτομένη της γραφικής παράστασης Cf της 
f(x)=x4-6x2+8. 
Λύση: Βρίσκουμε τα κοινά σημεία της Cf με 
την ευθεία: 

{
𝑦 = −8𝑥 + 11

𝑦 = 𝑥4 − 6𝑥2 + 8
} ⇔ x4-6x2+8=-8x+11 

   x4-6x2+8x-3=0……….(1) 
1 0 -6 8 -3 1 

 1 1 -5 3  

1 1 -5 3 0  

 
1 1 -5 3 1 

 1 2 -3  

1 2 -3 0  

 
1 2 -3 1 

 1 3  

1 3 0  

οπότε η (1)  (x-1)3(x+3)=0 

   x=1 ή x=-3. 
f΄(x)=4x3-12x. 
Επειδή f΄(1)=-8=λε, η εφαπτομένη της Cf στο 
σημείο της Α(1,f(1)) είναι η ευθεία (ε). 

16. Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων f(x)=2x2-4x+5 και g(x)=-x2+2x+ 
+2, έχουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο το-
μής τους. 
Λύση: Βρίσκουμε τα κοινά σημεία των γρα-
φικών παραστάσεων: 

f(x)=g(x)  2x2-4x+5=-x2+2x+2 

   3x2-6x+3=0 

   x=1. 
Άρα τέμνονται στο σημείο Α(1,3). 
f΄(x)=4x-4 και g΄(x)=-2x+2. 
Επειδή f΄(1)=g΄(1)=0, στο σημείο τομής τους 
Α(1,3) έχουν κοινή εφαπτομένη y=3. 

17.Να βρείτε την κοινή εφαπτομένη των γραφι-
κών παραστάσεων των συναρτήσεων 
f(x)=x2+4x+33 και g(x)=-x2-1. 
Λύση:  
1ος τρόπος: f ‘(x) = 2x + 4 και g’(x) = -2x. 
Εάν Α(x1,f(x1)) και Β(x2,g(x2)) οι συντεταγμέ-
νες των Α και Β αντίστοιχα, τότε: 

• (ε): y – f(x1) = f ‘(x1)(x – x1) 

 𝑦 − 𝑥1
2 − 4𝑥1 − 33 = (2𝑥1 + 4)(𝑥 − 𝑥1) 

 … 

 𝑦 = (2𝑥1 + 4)𝑥 + (33 − 𝑥1
2)…………..(1) 

• (ε): y – g(x2) = g ‘(x2)(x – x2) 

 𝑦 + 𝑥2
2 + 1 = −2𝑥2(𝑥 − 𝑥2) 

 … 

 𝑦 = −2𝑥2𝑥 + (𝑥2
2 − 1)……………….…..(2) 

Από (1) και (2) προκύπτει το σύστημα  

{
2𝑥1 + 4 = −2𝑥2
33 − 𝑥1

2 = 𝑥2
2 − 1

} … {
𝑥1 = 3
𝑥2 = −5

} ή {
𝑥1 = −5
𝑥2 = 3

}. 

Για x1=3, (1)  y = 10x + 24. 

Για x1=-5, (1)  y = - 6x + 8. 
2ος τρόπος: Έστω (ε) η κοινή εφαπτομένη και 
Α, Β τα σημεία επαφής αυτής με τις γραφικές 
παραστάσεις  Cf  και Cg αντίστοιχα (σχήμα). 

 
f΄(x)=2x+4 και g΄(x)=-2x. 
Έστω (ε): y=λx+β……………………………………..(1)  
Εάν Α(x1,λx1+β) και Β(x2,λx2+β) οι συντεταγ-
μένες των Α και Β αντίστοιχα, τότε: 

{
 

 
𝑓 ′(𝑥1) = 𝜆

𝑓 ′(𝑥2) = 𝜆

𝑓(𝑥1) = 𝜆𝑥1 + 𝛽

𝑓(𝑥2) = 𝜆𝑥2 + 𝛽}
 

 

   

{
 

 
2𝑥1 + 4 = 𝜆
−2𝑥2 = 𝜆

𝑥1
2 + 4𝑥1 + 33 = 𝜆𝑥1 + 𝛽

−𝑥2
2 − 1 = 𝜆𝑥2 + 𝛽 }

 

 
  

(1),(2)  2x1+4=-2x2  x2=-x1-2…………….(5) 

(3)-(4)  x1
2+x2

2+4x1+34=λx1-λx2 
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<====>
(1),(2),(5)

 x1
2+(-x1-2)2+4x1+34= 

=(2x1+4)x1-(2x1+4)( -x1-2) 

 x1
2+(x1+2)2+4x1+34= 

=(2x1+4)x1-(2x1+4)( -x1-2) 

 …  x1
2+2x1-15=0. 

Δ=64 και x1=3 ή x1=-5. 

• Αν x1=3 τότε (1)  λ=10,  

 (2)  x2=-5 

 (4)  β=24 
και (δ): y=10x+24. 

• Αν x1=-5 τότε (1)  λ=-6,  

 (2)  x2=3 

 (4)  β=8 
και (ε): y=-6x+8 (Η ύπαρξη δυο εφαπτομέ-
νων φαίνεται στο σχήμα). 

18.Να βρείτε το αR, ώστε η εφαπτομένη της 

γραφικής παράστασης Cf της f(x)= =
1

9
(𝛼𝑥 −

𝑥3) στα σημεία που αυτή τέμνει τον άξονα 
xOx΄, να σχηματίζει με τον θετικό ημιάξονα 
Οx γωνία 450. 

Λύση: 𝑓 ′(𝑥) =
1

9
(𝛼 − 3𝑥2). 

Τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης 
με τον άξονα xOx΄ είναι: 

 f(x)=0 
1

9
(𝛼𝑥 − 𝑥3) = 0  

  αx-x3=0 

  x(α-x2)=0. 

• x=0. Τότε 𝑓 ′(0) = 𝜀𝜑450

  
1

9
𝛼 = 1

 

 

 α=9. 

• α-x2=0………………………………………………(2)  

☛ Αν α<0 τότε η (2) είναι αδύνατη. 

☛ Αν α>0 τότε (2)  𝑥 = ±√𝑎. 

--- Αν 𝑥 = √𝑎 τότε 𝑓 ′(√𝛼) = 𝜀𝜑450 

 
−2𝛼

9
= 1 

 α=-9/2 απορρίπτεται 
γιατί α>0. 

--- Αν 𝑥 = −√𝑎 τότε ομοίως βρίσκουμε                  
α=-9/2 απορρίπτεται γιατί α>0. 

☛ Αν α=0 τότε (2)  x=0 που έχει ήδη εξε-
ταστεί. 

19. Έστω 𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥3+𝛽

𝑥
. Να βρείτε τα α, βR, ώ-

στε η γραφική παράσταση Cf της f να διέρχε-
ται από το σημείο Α(2,2) και η εφαπτομένη 
της στο Α να έχει συντελεστή διεύθυνσης -4. 

Λύση: 𝑓 ′(𝑥) =
3𝑎𝑥2⋅𝑥−𝑎𝑥3−𝛽

𝑥2  

   
=

2𝑎𝑥3−𝛽

𝑥2
. 










=

−=

2)2(

4)2(

f

f
{

16𝛼−𝛽

4
= −4

8𝛼+𝛽

2
= 2

}

 

 

⇔ {
16𝛼 − 𝛽 = −16
8𝛼 + 𝛽 = 4

} 

           24α=-12  α=−
1

2
. 

8α+β=4  -4+β=4  β=8. 

20.Έστω f(x)=αx2+βx+γ. Να βρείτε τα α, β, γR, 
ώστε η γραφική παράσταση Cf της f να διέρ-
χεται από το σημείο Α(1,0) και η εφαπτο-
μένη της (ε) στο σημείο της Β(2,-1) να είναι 
κάθετη στην ευθεία (δ): x-3y-6=0. 
Λύση: f΄(x)=2αx+β. 

λδ=−
𝛢

𝛣
= −

1

−3
=

1

3
. 

δ⊥ε  λδλε=-1  λε=-3. 


















=

−=

−=

0)1(

1)2(

3)2(

f

f

f

{

4𝛼 + 𝛽 = −3
4𝛼 + 2𝛽 + 𝛾 = −1
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0

}

 

⇔ {

4𝛼 + 𝛽 = −3
3𝛼 + 𝛽 = −1
𝛾 = −𝛼 − 𝛽

} ⇔ {
𝛼 = −2
𝛽 = 5
𝛾 = −3

}. 

21.Βρείτε τα α, βR, ώστε η εφαπτομένη Cf της 

𝑓(𝑥) = {
𝑥𝜂𝜇𝑥 + 𝑎,               𝑥 ≤ 0

𝑥2 + (𝛽 − 2)𝑥 + 2,    𝑥 > 0
 

στο σημείο με xo=0 να ορίζεται. 
Λύση:  Αρκεί να παραγωγίζεται στο σημείο 
xo=0. 
Αφού παραγωγίζεται στο xo=0 θα είναι και 
συνεχής. Άρα 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

…………………..(1) 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

(𝑥𝜂𝜇𝑥 + 𝛼) = 𝛼 

………………(2) 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝑥2 + (𝛽 − 2)𝑥 + 2) =

2….…(3) 
f(2)=α…………………………………………………….(4) 

Από (1),(2),(3) και (4)  α=2 

Άρα 𝑓(𝑥) = {
𝑥𝜂𝜇𝑥 + 2,               𝑥 ≤ 0

𝑥2 + (𝛽 − 2)𝑥 + 2,    𝑥 > 0
.
 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑥<0

𝑥𝜂𝜇𝑥+2−2

𝑥
 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑥𝜂𝜇𝑥

𝑥
 

+ 
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 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝜂𝜇𝑥 

  =ημ0=0. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑥<0

𝑥2+(𝛽−2)𝑥+2−2

𝑥
 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥2+(𝛽−2)𝑥

𝑥
 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥(𝑥+𝛽−2)

𝑥
 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝑥 + 𝛽 − 2) 

  =β-2. 
Για να παραγωγίζεται στο σημείο xo=0, πρέ-

πει 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
 

  β-2=0 

  β=2. 
22. Έστω f(x)=x3+αx2+βx+γ. Να βρείτε τα α, β, 

γR, ώστε η γραφική παράσταση Cf της f να 
διέρχεται από τα σημεία Α(-1,1),Β(1,-3) και 
οι εφαπτομένες της στα σημεία Α και Β  να 
είναι κάθετες μεταξύ τους. 
Λύση: f΄(x)=3x2+2αx+β 

{

𝑓(−1) = 1
𝑓(1) = −3

𝑓′(1) ⋅ 𝑓′(−1) = −1

}  

⇔ {

−1+ 𝛼 − 𝛽 + 𝛾 = 1
1 + 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −3
(3 − 2𝛼 + 𝛽)(3 + 2𝛼 + 𝛽) = −1

}

(1)
(2)
(3)

   

 (2)-(1)  2β=-6  β=-3. 

(3) ⇔
𝛽=−3

α=1/2.  

☛(1) ⇔
𝛽=−3

𝛼=
1

2

γ=-3/2 και  

☛(1) ⇔
𝛽=−3

𝛼=− 
1

2

γ=-1/2.  

Άρα (α=1/2,β=-3,γ=-3/2) ή (α=-1/2,β=-3,γ=-1/2).  
23. 23937-2 (τράπεζα): Δίνεται η συνάρτηση 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 − 1, 𝑥 ∈ IR. 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνη-

σίως αύξουσα.     (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.       

     (Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓, στο 

σημείο της 𝛢(1, 𝑓(1)).      (Μονάδες 9) 
Λύση: 
α) f΄(x) = (x3+x-1)΄=3x2+1 > 0 για κάθε 𝑥 ∈ IR. 
Άρα η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα. 
β) Η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύ-
ξουσα στο IR, άρα το σύνολο τιμών της είναι: 

f(IR)=
𝑓 ↑
( lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)) 

= ( lim
𝑥→−∞

(𝑥3 + 𝑥 − 1) , lim
𝑥→+∞

(𝑥3 + 𝑥 − 1)) 

= ( lim
𝑥→−∞

(𝑥3) , lim
𝑥→+∞

(𝑥3)) 

= (-∞, +∞)  
= IR. 

γ) f(1)=1 και f΄(1)=4. Άρα η εξίσωση της εφαπτο-
μένης της Cf είναι y-f(1)=f΄(1)(x-1) 

 y-1=4(x-1)  y=4x-3.  
24. 24757-2: Έστω συνάρτηση 𝑓 παραγωγίσιμη 

στο  IR. Η εφαπτομένη της 𝐶𝑓  στο σημείο της 

𝛢(0,1) σχηματίζει με τον θετικό ημιάξονα Ο𝑥 

γωνία 45∘. 
α) Να αποδείξετε ότι 𝑓 ′(0) = 1.  (Μονάδες 8) 

β) Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης 

της 𝐶𝑓  στο σημείο της 𝛢(0,1). (Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι lim
x→0

f(x)−1

x
= 1 . 

     (Μονάδες 9) 
Λύση: 

α) Αφού η εφαπτομένη της Cf στο σημείο της 
Α(0,1) σχηματίζει με τον θετικό ημιάξονα Ο𝑥 γωνία 

45∘, έχουμε ότι f΄(0)=εφ450=1 
β) Η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο 
της Α(0,1) είναι y-f(0)=f΄(0)(x-0)  

 y-1=x 

 y=x+1. 

γ) lim
x→0

f(x)−1

x
 = lim

x→0

f(x)−𝑓(0)

x−0
 

= f΄(0) 
=1. 

25. 25762-2: Δίνεται η συνάρτηση: 

𝑓(𝑥) = {
−𝑥2 + 𝑥, 𝑥 ≤ 0
𝜂𝜇𝑥, 𝑥 > 0

. 

α) Να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο 𝑥𝑜 = 0.

     (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 

𝑥𝑜 = 0 και 𝑓′(0) = 1.          (Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε την εξίσωση της  εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης της f στο σημείο της  

𝛰(0,0).                                         (Μονάδες 7) 

Λύση: 
α) Η f είναι συνεχής στο 𝑥𝑜 = 0, όταν ισχύει: 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0)  

lim
𝑥→0−

(−𝑥2 + 𝑥) = lim
𝑥→0+

𝜂𝜇𝑥 = 0  

0 = 0 = 0 αληθής, άρα η f είναι συνεχής στο 𝑥𝑜=0. 

β) • lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
 = lim

𝑥→0−

−𝑥2+𝑥

𝑥
 

= lim
𝑥→0−

𝑥(1−𝑥)

𝑥
 

= lim
𝑥→0−

(1 − 𝑥) 

= 1. 
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• lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
 = lim

𝑥→0+

𝜂𝜇𝑥

𝑥
 

 = 1. 

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥𝑜 = 0 και 
𝑓′(0) = 1. 

γ) Η εφαπτομένη της Cf στο 𝑥𝑜 = 0 έχει εξίσωση 
που δίνεται από τον τύπο y – f(0) = f ΄(0)x 

 y = x, διχοτόμος 1ου - 3ου τεταρτημορίων. 

26. 26630-2: Δίνεται η συνάρτηση 

𝑓(x)= {
ex               , αν x < 0

1                 , αν x = 0

συνx           , αν x > 0

 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 να είναι συ-

νεχής στο x0= 0.    (Μονάδες 9)                       

β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγω-

γίσιμη στο x0= 0.    (Μονάδες 9)  

γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης, της 

γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο της με 

τετμημένη x =  
𝜋

2
 .   (Μονάδες 7) 

Λύση:  
α) Είναι: 

• lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑒𝑥 = e0 = 1. 

• lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝜎𝜐𝜈𝑥 = συν00 = 1. 

Άρα υπάρχει το lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 1 

f(0)  = 1 

οπότε ισχύει lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = f(0) = 1. 

Επομένως η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0=0. 
β) Είναι: 

• lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
 = lim

𝑥→0−

𝑒𝑥−1

𝑥
 

= 
𝑑(𝑒𝑥)

𝑑𝑥
|
𝑥=0

 

= (𝑒𝑥)|𝑥=0  
= 1. 

• lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
 = lim

𝑥→0+

𝜎𝜐𝜈𝑥−1

𝑥
 

= 0. 
Εφόσον τα δύο όρια διαφέρουν, συμπεραίνουμε 
ότι η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0= 
=0. 
γ) Για x > 0 η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη με 
f '(x) = -ημx. 
f(π/2) = συν(π/2) = 0 και 
f '(π/2) = -ημ(π/2) = -1. 
Άρα η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 
f στο σημείο της με τετμημένη x = π/2 είναι  
(ε) : y - f(π/2) = f '(π/2)(x – π/2) 

 y = - x + π/2. 

27. 28302-2: Έστω f ∶ IR→ IR μια παραγωγίσιμη συ-
νάρτηση με f (0) = −2 και f ′(0) = 0. Έστω επί-

σης οι συναρτήσεις g ∶ IR→ IR με g(x) = −x  και 

gof ∶ IR→ IR. 
α) Να βρείτε την τιμή ( gof )(0).  (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε την παράγωγο g′(−2). (Μονάδες 6) 

γ) Να βρείτε την παράγωγο της gof στο  x0 = 0 .                                                        

(Μονάδες 6) 

δ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης της gof στο σημείο με 

τετμημένη x0 = 0.   (Μονάδες 7) 

Λύση: 
α) Είναι (gof)(0) = g(f(0)) = g(-2) = 2. 

β) Για κάθε xIR είναι g΄(x) = (-x)΄= -1. 
Άρα g '(-2) = -1. 
γ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f '(0) = 0. 
Η g είναι παραγωγίσιμη στο f(0)=-2 με g΄(-2)=-1. 
Επομένως η συνάρτηση gof είναι παραγωγίσιμη 

στο x0 = 0 με (gof)΄(0) = g΄(f(0))f΄(0) 

 = g΄(-2)0 
 = 0. 

δ) Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 
gof στο σημείο με τετμημένη x0 = 0 έχει εξίσωση 

y – (gof)(0) = (gof)΄(0)x  …  y = 2. 

28. 28340-4: Έστω μια συνάρτηση f ∶ (−∞ , 0) → IR 

η οποία είναι παραγωγίσιμη στο x0 = −1 και η 

συνάρτηση g ∶ IR→ IR με g(x) = −x + 1. Δίνεται 
ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 

f στο σημείο Α(−1 , f(−1)), έχει εξίσωση 
y = g(x). 

α) Να βρείτε το f(−1) και το f ′(−1).    (Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε: 

i. το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων fog 

και gof,                                    (Μονάδες 6) 

ii. τις παραγώγους (fog)′(2) και  (gof)′(−1). 

(Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cfog στο 

σημείο της με τετμημένη x1 = 2 και η εφαπτο-

μένη της Cgof  στο σημείο της με τετμημένη 

x0 = −1, ταυτίζονται.                   (Μονάδες 6) 

Λύση: 
α) Είναι g(x) = -x+1, οπότε g' (x) = -1. 
Επειδή η ευθεία y = g(x) = -x+1 είναι η εφαπτο-
μένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο 
Α(-1,f(-1)), θα είναι f(-1) = g(-1) = 2  

και f '(-1) = g΄(-1) = -1. 
β) i) Df = (-∞,0) και Dg = IR. 

• Dfog = {xDg / g(x)Df} 

= {xIR / -x+1<0} 

= {xIR / x > 1} 
= (1,+∞). 

• Dgof = {xDf / f(x)Dg} 

= {x(−∞ , 0) / f(x)IR} 

= (−∞ , 0). 
ii. (fog)′(2) = f ‘(g(2))  g ’(2)  

= f ‘(-1) (-1) 

= (-1) (-1) 
= 1. 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 
(gof)′(−1)= g ‘(f(-1))  f ’(-1)  

= g ‘(-2) (-1) 

= (-1) (-1) 
= 1. 

γ) • (fog)(2) = f(g(2)) = f(-1) = 2. 
H εξίσωση της εφαπτομένης της Cfog στο σημείο 
της με τετμημένη x1=2 είναι 
(ε1) ∶ y - (fog)(2) = (fog)′(2) ∙ (x−2)  

  y – 2 = x – 2  

  y = x.  

• (gof)(−1) = g(f(−1)) = g(2) = −1. 

H εξίσωση της εφαπτομένης της Cgof στο σημείο 

της με τετμημένη x0=−1 είναι  
(ε2) ∶ y − (gof)(−1) = (gof)′(−1) ∙ (x+1)  

  y + 1 = x + 1  

  y = x.  
Επομένως οι ευθείες ε1 και ε2 ταυτίζονται, δηλαδή 
η ευθεία με εξίσωση y= x είναι κοινή εφαπτομένη 
των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 
fog και gof . 

29. END. 


