
Λύσεις στις ασκήσεις στην εισαγωγή των παραγώγων 

 

1. Να υπολογίσετε το α IR τέτοιο ώστε η συνάρ-

τηση: 

 f(𝑥)  =  {
   4x3 − (2α + 1)x,             x ≥  1     

 (𝛼2 + 3)x-4α ,               x <  1 
  

να είναι παραγωγίσιμη στο xo=1. 

Λύση: Αφού είναι παραγωγίσιμη στο xo=1, θα εί-

ναι και συνεχής στο xo=1. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(1)  

 α2+3-4α=3-2α  … α=0 ή α=2. 

• για α=0,  f(𝑥)  =  {
4x3-x,   x ≥  1     
3x ,        x <  1 

. 

Εξετάζουμε αν είναι παραγωγίσιμη στο xo=1. 

lim
x→1−

f(x)−f(1)

x−1
= lim

x→1−

3x−3

x−1
= 3.  

lim
x→1+

f(x)−f(1)

x−1
= lim

x→1+

4x3−x−3

x−1
=  

=
Horner

lim
x→1+

(x − 1)(4x2 + 4x + 3)

x − 1
= 

= lim
x→1+

(4x2 + 4x + 3) = 11. 

Άρα δεν είναι παραγωγίσιμη στο xo=1 όταν α=0 

• για α=2,  f(𝑥)  =  {4x3-5x,   x ≥  1     
7x -8        x <  1 

. 

Εξετάζουμε αν είναι παραγωγίσιμη στο xo=1. 

lim
x→1−

f(x)−f(1)

x−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1−

7𝑥−7

𝑥−1
= 7.  

lim
x→1+

f(x)−f(1)

x−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+

4𝑥3−5𝑥+1

𝑥−1
=  

=
𝐻𝑜𝑟𝑛𝑒𝑟

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

(𝑥−1)(4𝑥2+4𝑥−1)

𝑥−1
=  

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

(4𝑥2 + 4𝑥 − 1) = 7.  

Άρα είναι παραγωγίσιμη στο xo=1 όταν α=2. 

2. Να υπολογίσετε τα α, βIR τέτοιο ώστε η συ-

νάρτηση 

 f(𝑥)  =  {
   x2 + 2α x + β,             x ≥  2     

 √𝑥2 + 5 + 2 ,               x <  2 
  

    να είναι παραγωγίσιμη στο xo=2. 
Λύση: Αφού  έχουμε δυο αγνώστους,  
θέλουμε και δυο εξισώσεις. Η μια προκύπτει από 
την συνέχεια στο xo=2 και η άλλη από την παρα-
γωγισιμότητα στο xo=2. 

•Αφού είναι   παραγωγίσιμη  στο xo=2, θα είναι και 
συνεχής στο xo=2. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 𝑓(2)  

 … β=1-4α.    (1) 

•Για να είναι παραγωγίσιμη στο xo=2 πρέπει 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐+

𝐟(𝐱)−𝐟(𝟐)

𝐱−𝟐
= 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝟐−

𝐟(𝐱)−𝐟(𝟐)

𝐱−𝟐
 ……….(2) 

𝒇(𝟐) = 𝟒 + 𝟒𝒂 + 𝜷 =
(𝟏)

𝟓. 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐+

𝐟(𝐱)−𝐟(𝟐)

𝐱−𝟐
= 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝟐+

𝐱𝟐+𝟐𝛂𝐱+𝛃−𝟓

𝐱−𝟐
=  

=
(𝟏)

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐+

𝐱𝟐+𝟐𝛂𝐱−𝟒𝛂−𝟒

𝐱−𝟐
=  

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐+

(𝐱+𝟐)(𝐱−𝟐)+𝟐𝛂(𝐱−𝟐)

𝐱−𝟐
=  

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐+

(𝐱−𝟐)(𝐱+𝟐+𝟐𝛂)

𝐱−𝟐
  

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐+

(𝐱 + 𝟐 + 𝟐𝛂) = 𝟒 + 𝟐𝛂…..(3) 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐−

𝐟(𝐱)−𝐟(𝟐)

𝐱−𝟐
 = 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝟐−

√𝐱𝟐+𝟓−𝟑

𝐱−𝟐
  

=
(

𝟎

𝟎
)

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐−

(√𝐱𝟐+𝟓−𝟑)(√𝐱𝟐+𝟓+𝟑)

(𝐱−𝟐)(√𝐱𝟐+𝟓+𝟑)
=  

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐−

𝐱𝟐−𝟒

(𝐱−𝟐)(√𝐱𝟐+𝟓+𝟑)
=  

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟐−

𝐱+𝟐

√𝐱𝟐+𝟓+𝟑
=

𝟒

𝟔
=

𝟐

𝟑
……….(4) 

(𝟐) ⇒
(𝟑),(𝟒)

4+2α=2/3  α=-5/3. 

και η (1)  β=23/3. 
3. Εάν f(xo)=1 και f ΄(xo)=289 , να αποδείξετε ότι 

lim
x→xo

7f(x)−7

x−xo
= 2023. 

Λύση: 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

7𝑓(𝑥)−7

𝑥−𝑥𝑜
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥𝑜

7(𝑓(𝑥)−1)

𝑥−𝑥𝑜
 

=  7 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥𝑜
  

= 7 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥𝑜

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥𝑜
  

=7f΄(x0)=7. 289=2023.   

4. Εάν f παραγωγίσιμη στο 2, να δείξετε ότι   

lim
x→2

xf(2)−2f(x)

x−2
= f(2) − 2f ′(2). 

Λύση: lim
x→2

xf(2)−2f(x)

x−2
= 

= lim
x→2

xf(2)−2f(2)+2f(2)−2f(x)

x−2
=  

= lim
x→2

f(2)(x−2)−2(f(x)−f(2))

x−2
=  

= lim
x→2

(f(2)
x−2

x−2
− 2

f(x)−f(2)

x−2
) =  

= lim
x→2

(f(2) − 2
f(x)−f(2)

x−2
) =  

= f(2) − 2lim
x→2

f(x) − f(2)

x − 2
= f(2) − 2f ′(2) 

5. Εάν f παραγωγίσιμη στο xo, να δείξετε ότι: 

lim
x→xo

xf(xo)−xof(x)

x−xo
= f(xo) − xof ′(xo).  

Λύση: lim
x→x0

xf(x0)−x0f(x)

x−x0
= 

= lim
x→x0

xf(x0)−x0f(x0)+x0f(x0)−x0f(x)

x−x0
=  

= lim
x→x0

(f(x0)
x−x0

x−x0
   − x0

f(x)−f(x0)

x−x0
) =  

= lim
x→2

(f(x0) − x0
f(x)−f(x0)

x−x0
) =  

= f(x0) − x0lim
x→2

f(x)−f(x0)

x−x0
=  

= 𝑓(𝑥0) − 𝑥0𝑓′(𝑥0). 

6. Εάν f παραγωγίσιμη στο α, να υπολογίσετε τα 

όρια     i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑥3−𝛼3        ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓3(𝑥)−𝑓3(𝛼)

𝑥−𝛼
 

Λύση: i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑥3−𝛼3
= 

προσθαφαιρούμε 

το x0f(x0) 



= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

(𝑥−𝑎)(𝑥2+𝑥𝑎+𝛼2)
=  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑥−𝑎
∙ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎

1

𝑥2+𝑥𝑎+𝛼2
=

𝑓′(𝑎)

3𝑎2
. 

ii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓3(𝑥)−𝑓3(𝛼)

𝑥−𝛼
= 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎))(𝑓2(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑓(𝑎) + 𝑓2(𝛼))

𝑥 − 𝛼

= 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝛼
𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

(𝑓2(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑓(𝑎) + 𝑓2(𝛼)) 

= 3f ΄(α)f 2(α), 

γιατί αφού η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 

α, θα είναι και συνεχής στο α.  

Επομένως lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎). 

7. Εάν f(0)=2 και f ΄(0)=5, να υπολογίσετε την 

g΄(0),όταν:   

i) g(x)=x3f(x)-3x2 ii) g(x)=f2(x)-xf(x) 

Λύση: i)  g(x)=x3f(x)-3x2 ⇒
𝑥=0

 g(0)=0 (1) 

𝑔′(0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥−0
=  …….λόγω της (1) 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥3𝑓(𝑥)−3𝑥2

𝑥
  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(𝑥2𝑓(𝑥) − 3𝑥) =  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥2 ⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 3𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥  

=
(∗)

0 ⋅ 2 − 3 ⋅ 0 = 0  

ii) g(x)=f2(x)-xf(x) ⇒
𝑥=0

 g(0)=4  (2) 

𝑔′(0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥−0
=  ……..λόγω της (2) 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓2(𝑥)−𝑥𝑓(𝑥)−4

𝑥
=   

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
𝑓2(𝑥)−4

𝑥
−

𝑥𝑓(𝑥)

𝑥
) =  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓2(𝑥)−4

𝑥
− 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑓(𝑥)   

=
(∗)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(𝑓(𝑥)−2)(𝑓(𝑥)+2)

𝑥
− 𝑓(0)  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(𝑓(𝑥) + 2) ⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)−2

𝑥
− 2  

=
(∗)

 4𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
− 2 

= 4 ⋅ 𝑓′(0) − 2  

= 4 ⋅ 5 − 2  

= 18.  

 

 

 

 

8. Έστω f : IR→IR με f(x+y)=f(x)+f(y) για κάθε x, 

yIR. Να αποδείξετε ότι αν η f είναι παραγωγί-

σιμη στο 0, τότε θα είναι παραγωγίσιμη στο IR 

και μάλιστα f ΄(xo)=f ΄(0), για κάθε xοIR. 

Λύση: H σχέση f(x+y)=f(x)+f(y) για x=0 δίνει 

f(y)=f(0)+f(y)  f(0)=0…………..(1) 

f  ′(x0) = lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)

h
=  

= lim
h→0

f(x0)+f(h)−f(x0)

h
  

 = lim
h→0

f(h)

h
=   

= lim
h→0

f(h)−0

h−0
  

=
(1)

lim
h→0

f(h)−f(0)

h−0
  

 = f ′(0).  

9. Έστω f : IR→IR παραγωγίσιμη στο 0 και f(x+y)= 

=f(x)f(y) για κάθε x,yIR  και f(0)0. 

α) Να υπολογίσετε το f(0) 

β) Να αποδείξετε ότι f ΄(xo)=f(xo)f ΄(0), για 

κάθε xοIR. 

Λύση: α)  H σχέση f(x+y)=f(x)f(y) για x=y=0 δίνει 

f(0)=f2(0)  f(0)(f(0)-1)=0  f(0)=1. 

γιατί f(0)0. 

β) f ′(x0) = lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)

h
= 

= lim
h→0

f(x0)f(h)−f(x0)

h
=  

= lim
h→0

f(x0)(f(h)−1)

h
=  

=
(𝛼)

f(x0) ⋅ lim
h→0

f(h)−1

h
  

= f(x0) ⋅ lim
h→0

f(h)−f(0)

h−0
  

= f(x0) ⋅ f ′(0).  

10.Έστω f,g : IR → IR παραγωγίσιμες στο αIR με 

f(α)=g(α) και f(x)  g(x) για κάθε xIR. Να απο-

δείξετε ότι f ΄(α)=g΄(α). 

Λύση: 
𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)

𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎)
} ⇒f(x)-f(α)  g(x)-g(α). 

• για x<α, 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
≥

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑎)

𝑥−𝑎
  

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
≥ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎−

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑎)

𝑥−𝑎
  

 f ΄(α)  g΄(α)…………………………….  (1) 

• για x>α, 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
≤

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑎)

𝑥−𝑎
  

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎+

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑎)

𝑥−𝑎
  

 f ΄(α)  g΄(α)……………………………. (2) 

Από (1) και (2) έπεται το ζητούμενο. 

 

 

 

() Σημείωση: Επειδή f παραγωγίζεται στο x=0, 

είναι συνεχής στο 0. Άρα 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = 2. 



11.Για την συνάρτηση f: IR →IR ισχύει: 

       g(x)-x2  f(x) g(x)+x2 ………………..(1)  

     για κάθε xIR ,όπου g συνάρτηση παραγωγίσιμη 

στο 0. 

Να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο 

xo=0 και είναι f ΄(0)=g΄(0). 

Λύση: H (1) για x=0, γίνεται  

g(0)  f(0)  g(0)  g(0) = f(0).  (2) 

• για x > 0, η (1) λόγω της (2) γίνεται: 

𝑔(𝑥) − 𝑔(0) − 𝑥2 ≤ 𝑓(𝑥) − 𝑓(0) ≤ 𝑔(𝑥) − 𝑔(0) + 𝑥2
 

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
− 𝑥 ≤

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
≤

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
+ 𝑥  


𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
(

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
− 𝑥) ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
≤  

 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(
𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
+ 𝑥)     κριτήριο παρεμβολής 

 g΄δ(0)  f΄δ(0)  g΄δ(0)  g΄δ(0) = f΄δ(0).       (3) 

• για x < 0, η (1) λόγω της (2) γίνεται: 

𝑔(𝑥) − 𝑔(0) − 𝑥2 ≤ 𝑓(𝑥) − 𝑓(0) ≤ 𝑔(𝑥) − 𝑔(0) + 𝑥2
 

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
− 𝑥 ≥

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
≥

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
+ 𝑥  


𝑙𝑖𝑚

𝑥→0−
(

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
− 𝑥) ≥ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
≥       

 ≥ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

(
𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
+ 𝑥)     

κριτήριο παρεμβολής
 

 g΄α(0)  f΄α(0)  g΄α(0)  g΄α(0) = f΄α(0).        (4) 

Από (3), (4) έπεται g΄(0) = f΄(0). 

12. Αν f παραγωγίσιμη στο xo=0 και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= 2024, 

να δείξετε ότι  f ΄(0)=2024. 

Λύση: Θέτω  
𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑔(𝑥). 

Τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑔(𝑥) = 2024  

και f(x)=xg(x)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥 ⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑔(𝑥) 

 = 0 ⋅ 2024 

 = 0. 

Επειδή f παραγωγίσιμη στο x=0, θα είναι και συνε-

χής στο x=0. Άρα 𝒇(𝟎) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟎. 

𝑓 ′(0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= 2024. 

13. E.M.E: Αν f (x)  x2 ………………………(1) 

για κάθε xIR ,να δείξετε ότι f ΄(0)=0. 

Λύση: Η (1) για x=0 δίνει f(0)=0. 

(1)  -x2f(x)x2…………………………. (2) 

• H (2) για x > 0 γίνεται −𝑥 ≤
𝑓(𝑥)

𝑥
≤ 𝑥 και επειδή 

lim
x→0+

(−x) = lim
x→0+

x = 0, λόγω του κριτηρίου παρεμβολής, 

lim
x→0+

f(x)

x
= 0 …………………  (3) 

• H (2) για x < 0 γίνεται −x ≥
f(x)

x
≥ x και επειδή 

lim
x→0−

(−x) = lim
x→0−

x = 0, λόγω του κριτηρίου παρεμβολής, 

lim
x→0−

f(x)

x
= 0 ………………….. (4) 

Από (3) και (4)  lim
x→0−

f(x)

x
= lim

x→0+

f(x)

x
= 0 ⇒ 

 lim
x→0

f(x)

x
= 0.          (5) 

f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0

f(x)

x
=
(5)

0. 

14. Έστω f : IR →IR με τις παρακάτω ιδιότητες: 

α) f(x+y)=f(x)f(y) για κάθε x,yIR , 

β) f(x)=1+xg(x) για κάθε xIR ,όπου g συ-

νάρτηση με lim
x→0

g(x) = 1, 

Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο IR. 

Λύση: f ′(x0) = lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)

h
 

=
(α)

lim
h→0

f(x0)f(h)−f(x0)

h
=  

=
(β)

lim
h→0

f(x0)(f(h)−1)

h
=   

= f(x0) ⋅ lim
h→0

hg(h)

h
  

= f(x0) ⋅ lim
h→0

g(h) =  

= f(x0) ⋅ 1 

= f(x0).  

15. Έστω f : IR → IR με  f (x)-f(y)  x-yν για κάθε 

x,yIR ,νIN*. 

α) Να δείξετε ότι αν ν=2 η f είναι παραγω-

γίσιμη στο R με f ΄(x)=0, 

β) Να δείξετε ότι αν ν>2 η f είναι παραγω-

γίσιμη στο IR με f ΄(x)=0, 

γ) Αν ν=1 είναι παραγωγίσιμη ; 

Λύση: α) για ν=2 η δοθείσα γίνεται: 

 f (x)-f(y)  x-y2  

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|
≤

|𝑥 − 𝑦|2

|𝑥 − 𝑦|
⇔ 

⇔ |
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)

𝑥 − 𝑦
| ≤ |𝑥 − 𝑦| ⇔

𝑦=𝑥0

 

⇔ |
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
| ≤ |𝑥 − 𝑥0| ⇔ 

⇔ −|𝑥 − 𝑥0| ≤
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
≤ |𝑥 − 𝑥0|. 

Επειδή 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(−|𝑥 − 𝑥0|) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(|𝑥 − 𝑥0|) = 0 από 

το κριτήριο παρεμβολής θα έχουμε 𝑓′(𝑥0) =

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 0. 

Επειδή  x0IR, τυχαίο, θα είναι f΄(x)=0, για κάθε 

xIR. 

β) ενεργούμε όπως και στο (α). 

γ) Η ίδια διαδικασία δεν μας οδηγεί σε ανάλογο 

συμπέρασμα. Άρα η f μπορεί να είναι και μπορεί 

να μην είναι παραγωγίσιμη σε τυχαίο x0. Πχ η συ-

νάρτηση f(x)=(1/3)x ικανοποιεί την σχέση           

|f(x)-f(y)  x-y, δεν είναι παραγωγίσιμη όμως 

στο 0. 

 



16. (EME) Θεωρούμε συνάρτηση f συνεχή στο 

xoIR τέτοια ώστε lim
x→xo

f(x)−2x+3

x−xo
= 0. Να απο-

δείξετε ότι η ευθεία (ε):y=2x-3 εφάπτεται στη 

γραφική παράσταση Cf της f στο σημείο 

Α(xo,f(xo)). 

Λύση: Θέτω g(x) =
f(x)−2x+3

x−xo
. 

Τότε lim
x→xo

g(x) = 0  

και f(x)=(x-x0)g(x)+2x-3.     (1) 

Αφού f συνεχής στο x0, θα έχουμε: 

f(x0)  = lim
x→xo

f(x)  

= lim
x→xo

[(x − x0)g(x) + 2x − 3]  

= lim
x→xo

(x − x0)g(x) + lim
x→xo

(2x − 3)  

= 2x0 − 3.  

Άρα f(x0) = 2x0 − 3   (2) 

Η (ε) για x=x0, δίνει y=2x0-3  (3) 

Άρα η Cf  και η (ε) τέμνονται στο Α(xo,f(xo)). 

f ′(x0)  = lim
x→xo

f(x)−f(x0)

x−x0
  

= lim
x→xo

(x−x0)g(x)+2x−3−2x0+3

x−x0
  

= lim
x→xo

(g(x) + 2)  

= 2  

= λε. 

Άρα η (ε) εφάπτεται στην Cf στο Α(xo,f(xo)). 

17. Οικονομικό (4η δέσμη) 1983: Δίνεται η συ-

νάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα της μορ-

φής (xο-ε,xο+ε), ε > 0. 

i) Να αναφέρετε τι λέγεται παράγωγος της 

f στο σημείο xo, 

ii) Να γράψετε την εξίσωση της ευθείας της 

εφαπτομένης σε ένα σημείο Μ(xo,f(xo)) της 

γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης με 

τύπο y=f(x), όταν f ΄(xο) IR, 

iii) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας της ε-

φαπτομένης στο σημείο Μ(1,1) της γραφικής 

παράστασης μιας συνάρτησης με τύπο y=x3. 

Λύση: Τα (i) και (ii) είναι θεωρία σχ. βιβλίου. 

iii) Θέτω f(x)=x3 

f΄(x)=3x2 

f΄(1)=3, f(1)=1 

Άρα η εφαπτομένη έχει εξίσωση y-1=3(x-1)  

 y=3x-2. 

18. ΕΜΕ: Να δείξετε ότι η συνάρτηση f: IR→IR με 

f(x)=x-1+2 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1. 

Λύση: 𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1,     𝛼𝜈  x ≥ 1
-x + 3,   αν  x < 1

. 

f(1)=1+1=2. 

Βρίσκουμε πλευρικές παραγώγους: 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑥<1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1−

−𝑥+3−2

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1−

−𝑥+1

𝑥−1
= −1.  

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑥>1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+

𝑥+1−2

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1−

𝑥−1

𝑥−1
= 1. 

Επειδή 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
≠ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1+

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 

δεν υπάρχει το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 και η f δεν παραγωγί-

ζεται στο x0=1. 

19. Oxford I.P. 1990: 

Α. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g παραγωγίσιμες 

στο διάστημα (α,β). Υποθέτουμε ότι xo(α,β). 
Θεωρούμε και την συνάρτηση φ με τύπο: 

𝝋(𝒙) = {
𝒇(𝒙) ,      αν x ∈ (α ,x𝒐)
𝒈(𝒙),       αν x ∈ [𝒙𝒐, 𝜷)

. 

i) Αν f(xο)=g(xο) και f ΄(xο)=g΄(xο), να δείξετε 

ότι η φ είναι παραγωγίσιμη στο σημείο xo, 

ii) Αν η φ είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 

xo, τότε f(xο)=g(xο) και f ΄(xο)=g΄(xο), 

Β. Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς αριθ-
μούς α και β, ώστε η συνάρτηση φ με τύπο  

𝝋(𝒙) = {
𝜶(𝒙 + 𝟏) ,   αν x ∈ (-3 ,0)

𝟐𝒆𝜷𝒙,           αν x ∈ [𝟎, 𝟒)
, να είναι 

παραγωγίσιμη στο 0. 

Λύση: Α i)  • 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

−

𝛗(𝐱)−𝛗(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎
= 

=
−

−
=

−→

0

0
)()(

lim
0 xx

xgxf
xx

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

−

𝐟(𝐱)−𝐟(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎
=f΄(x0)………..(1) 

• 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

+

𝛗(𝐱)−𝛗(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝟎
+

𝒈(𝒙)−𝒈(𝒙𝟎)

𝒙−𝒙𝟎
 

=g΄(x0)…………….……..(2) 
Επειδή f ΄(xο)=g΄(xο), από τις (1) και (2) προ-
κύπτει ότι: 

 =
−

−
−→

0

0
)()(

lim
0 xx

xx
xx

 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

+

𝛗(𝐱)−𝛗(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎
=   

 = f΄(x0)=g΄(xο)  

Άρα  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝛗(𝐱)−𝛗(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎
=f ΄(x0) = g΄(xο)  

 φ΄(x0) = f ΄(x0) = g΄(xο). 

Α ii)  •  Αφού η φ είναι παραγωγίσιμη στο x0, 
θα είναι και συνεχής x0.  
Άρα 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝐱𝟎
−

𝛗(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

+
𝛗(𝐱) = 𝛗(𝐱𝟎)  

⇔ 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

−
𝐟(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝐱𝟎
+

𝐠(𝐱) = 𝛗(𝐱𝟎)  

και επειδή οι f, g είναι παραγωγίσιμες στο x0, 
θα είναι και συνεχείς στο x0. Άρα: 
𝐟(𝐱𝟎) = 𝐠(𝐱𝟎) = 𝛗(𝐱𝟎).  (3) 

• Αφού η φ είναι παραγωγίσιμη στο x0, θα εί-

ναι 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

+

𝛗(𝐱)−𝛗(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎
= 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝐱𝟎
−

𝛗(𝐱)−𝛗(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎
 

⇔
(𝟑)

   𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

+

𝐠(𝐱)−𝐠(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎
= 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝐱𝟎
−

𝐟(𝐱)−𝐟(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎
 

⇔ 𝐟 𝛂
′ (𝐱𝟎) = 𝐠𝛅

′ (𝐱𝟎) ⇔ 𝐟 ′(𝐱𝟎) = 𝐠′ (𝐱𝟎)  
γιατί οι f, g είναι παραγωγίσιμες στο x0. 

Β. Θέτω f(x)=α(x+1), x(-3,4) και g(x)=2eβx,            

x(-3,4). Σύμφωνα με το (Α) ερώτημα της 



άσκησης, η φ είναι παραγωγίσιμη στο 0, αν και 

μόνο αν {
𝐟(𝟎) = 𝐠(𝟎)

𝐟′(𝟎) = 𝐠′(𝟎)
} ⇔. . . ⇔ {

𝛂 = 𝟐
𝛃 = 𝟏

}. 

20. Δίνεται η συνάρτηση f με: 

    𝑓(𝑥) = {
𝑥2 + 𝛼𝑥 + 𝛽 ,      αν x ∈ (−∞ ,1]

√𝑥2 + 3,           αν x ∈ (1, +∞)
. 

Να προσδιοριστούν οι α, βR , ώστε να υπάρ-

χει ο παράγωγος αριθμός της f στο 1. 

Λύση: Θέλουμε δυο εξισώσεις γιατί δυο και οι ά-

γνωστοι. 

• Η πρώτη εξίσωση προκύπτει από την συνέχεια 

γιατί η f είναι παραγωγίσιμη στο 1, άρα και συνε-

χής στο 1. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) ⇔ 

… α+β=1     (1) 

• Η δεύτερη εξίσωση προκύπτει από την παραγω-

γισιμότητα στο 1: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1−

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1   

1

)1(
lim

1

)1(3
lim

2

1

2

1 −

++−++
=

−

++−+
−+ →→ x

axx

x

ax
xx



⇔
(1)

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

√𝑥2+3−2

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1−

𝑥2+𝑎𝑥+𝛽−2

𝑥−1   

⇔
𝛽=1−𝛼

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

(√𝑥2+3−2)(√𝑥2+3+2)

(𝑥−1)(√𝑥2+3+2)
=  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑥2+𝑎𝑥+1−𝛼−2

𝑥−1
⇔  

⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑥2+3−4

(𝑥−1)(√𝑥2+3+2)
=  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑥2+𝑎𝑥−𝛼−1

𝑥−1
⇔  

⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑥2−1

(𝑥−1)(√𝑥2+3+2)
=  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

(𝑥2−1)+(𝑎𝑥−𝛼)

𝑥−1
⇔  

⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

(𝑥−1)(𝑥+1)

(𝑥−1)(√𝑥2+3+2)
=  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

(𝑥−1)(𝑥+1)+𝑎(𝑥−1)

𝑥−1
⇔  

⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑥+1

√𝑥2+3+2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1−

(𝑥−1)(𝑥+1+𝑎)

𝑥−1
⇔  

 
1

2
= 𝑎 + 2  

 𝑎 = −
3

2
. 

(1)  𝛽 =
5

2
. 

21. i) Δίνεται η συνάρτηση f με  

𝑓(𝑥) = {
𝑥2         ,αν x ≤ 2
αx + β     ,αν x > 2

.  

Να βρεθούν τα α,βIR , ώστε να είναι παρα-

γωγίσιμη στο 2, 

ii) Να προσδιοριστεί ο πραγματικός αριθμός λ, 

ώστε η συνάρτηση f με τύπο f(x) = eλx+μ, 

λ, μIR , να είναι παραγωγίσιμη στο x=0. 

Λύση: i)  • Η f είναι παραγωγίσιμη στο 2, άρα και 

συνεχής στο 2. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 𝑓(2) 

⇔ …  2α+β=4 (1) 

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο 2, άρα: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2−

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2   

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

𝛼𝑥+𝛽−4

𝑥−2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2−

𝑥2−4

𝑥−2
⇔
(1)

 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

𝛼𝑥−2𝛼

𝑥−2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2−

(𝑥−2)(𝑥+2)

𝑥−2
⇔ 

 α=4. 

(1)  β=-4. 

ii) 𝑓(𝑥) = {
𝑒𝜆𝑥+𝜇     ,αν x ≥ 0

𝑒-λx+𝜇     ,αν x ≤ 0
. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥    

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑒𝜆𝑥+𝜇−𝑒𝜇

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0−

𝑒−𝜆𝑥+𝜇−𝑒𝜇

𝑥   

 𝑒𝜇 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑒𝜆𝑥−1

𝑥
= 𝑒𝜇 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0−

𝑒−𝜆𝑥−1

𝑥
 

⇔

𝐷𝐿𝐻
(

0
0

)

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝑒𝜆𝑥−1)
′

(𝑥)′
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0−

(𝑒−𝜆𝑥−1)
′

(𝑥)′  

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝜆𝑒𝜆𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

(−𝜆𝑒−𝜆𝑥) 

 λ=-λ  

 λ=0. 

22. Δίνεται η συνάρτηση f με  

     𝒇(𝒙) = {
𝟏                 , αν x ∈ (−∞ 0]

𝟏 + 𝒍𝒏
𝟏+𝒙

𝟏−𝒙
    ,αν x ∈ (𝟎, 𝟏)

. 

i) Να δείξετε ότι η f δεν παραγωγίζεται στο 0, 

ii) Να λυθεί η εξίσωση f΄(x)=0 στο (0,1). 

Λύση: i) f΄α(0)=1. 

𝐟𝛅
′ (𝟎) = 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝟎+

𝐟(𝐱)−𝐟(𝟎)

𝐱
  

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝐥𝐧
𝟏+𝐱

𝟏−𝐱

𝐱
  

=
(

𝟎

𝟎
)

𝐃𝐋𝐇
𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

(𝐥𝐧
𝟏+𝐱

𝟏−𝐱
)

′

(𝐱)′
= ⋯  

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎+

𝟐

(𝟏+𝐱)(𝟏−𝐱)
= 𝟐.  

Επειδή 1=f΄α(0)f΄δ(0)=2, δεν είναι παραγωγίσιμη 
στο 0. 

ii) f΄(x)=0  …  
𝟐

(𝟏+𝒙)(𝟏−𝒙)
= 𝟎, αδύνατη. 

23. Θεωρούμε την συνάρτηση f:Δ→IR , γνήσια μονό-
τονη στο διάστημα Δ. Αν η f είναι    παραγωγίσιμη 

στο xoΔ, f΄(xo)0 και                 f -1:f(Δ)→ IR η 
αντίστροφή της συνεχής, τότε και η f -1 παραγωγίζε-

ται στο yo=f(xo) και ισχύει (f -1)΄(yo)=
𝟏

𝐟 ′(𝐱𝐨)
=

𝟏

𝐟 ′(𝐟−𝟏(𝐲𝐨))
. 

Λύση: Αφού η f είναι μονότονη, αντιστρέφεται. 

𝐟−𝟏(𝐲𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝐲→𝐲𝟎

𝐟−𝟏(𝐲)−𝐟−𝟏(𝐲𝟎)

𝐲−𝐲𝟎
  

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐱−𝐱𝟎

𝐟(𝐱)−𝐟(𝐱𝟎)
  

= 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝟏

𝐟(𝐱)−𝐟(𝐱𝟎)

𝐱−𝐱𝟎

  

 

 



=
𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙)−𝒇(𝒙𝟎)

𝒙−𝒙𝟎

  

=
𝟏

𝒇′(𝒙𝟎)
  

=
𝟏

𝒇′(𝒇−𝟏(𝒚𝟎))
.  

() Σημείωση : Θέτω x=f -1(y). Τότε y=f(x), y0=f(x0) 

και 𝒍𝒊𝒎
𝒚→𝒚𝟎

𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒚→𝒚𝟎

𝒇−𝟏(𝒚) = 𝒇−𝟏(𝒚𝟎) = 𝒙𝟎 γιατί f -1 συ-

νεχής και ‘1-1’ επειδή είναι μονότονη με το ίδιο είδος 
μονοτονίας με την f. 

24. Θεωρούμε την συνάρτηση f: IR →IR , με f(1)=e 

και f(x+y)=f(x)f(y), για κάθε xR. Nα δείξετε ότι:  

 i) f(x) > 0, για κάθε xIR, 

ii) f(0)=1, 
iii) Αν η f είναι συνεχής στο xo=0, τότε είναι 

συνεχής και στο IR, 
iv) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο xo=0, τότε 

είναι παραγωγίσιμη και στο IR. 

Λύση: i)  𝒇(𝐱) = 𝐟 (
𝐱

𝟐
+

𝐱

𝟐
) = 𝐟 (

𝐱

𝟐
) 𝐟 (

𝐱

𝟐
) = 𝐟 𝟐 (

𝐱

𝟐
) ≥ 𝟎. 

Εάν υπάρχει x0 με f(x0)=0, τότε  
f(1)=f(x0+1-x0) 

     = f(x0)f(1-x0) 

     = 0f(1-x0) 
     =0, άτοπο, γιατί f(1)=e. 

Άρα f(x)≠0, xR. 

Επομένως f(x)>0 xR.  
ii) Η δοθείσα για y=0 δίνει  

f(x)=f(0)f(x) ⇒
𝒇(𝒙)≠𝟎

 f(0)=1. 

iii) 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟((𝐱 − 𝐱𝟎) + 𝐱𝟎) =  

       = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟(𝐱 − 𝐱𝟎)𝐟(𝐱𝟎) = 

        = 𝐟(𝐱𝟎)𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟(𝐱 − 𝐱𝟎) = 

    = 𝐟(𝐱𝟎) 𝐥𝐢𝐦
𝐱−𝐱𝟎→𝟎

𝐟(𝐱 − 𝐱𝟎) =

𝐮=𝐱−𝐱𝟎
𝚯έ𝛕𝛚

 

           = 𝐟(𝐱𝟎)𝐥𝐢𝐦
𝐮→𝟎

𝐟(𝐮) =
𝛔𝛕𝛐  0

𝐟  𝛔𝛖𝛎𝛆𝛘𝛈𝛓

  

 = 𝐟(𝐱𝟎)𝐟(𝟎) =
(𝐢𝐢)

𝐟(𝐱𝟎) ⋅ 𝟏 = 𝐟(𝐱𝟎). 

iv) 𝐟 ′(𝐱𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝐡→𝟎

𝐟(𝐱𝟎+𝐡)−𝐟(𝐱𝟎)

𝐡
=  

  = 𝐥𝐢𝐦
𝐡→𝟎

𝐟(𝐱𝟎)𝐟(𝐡)−𝐟(𝐱𝟎)

𝐡
= 

  = 𝐥𝐢𝐦
𝐡→𝟎

𝐟(𝐱𝟎)(𝐟(𝐡)−𝟏)

𝐡
= 

  = 𝐟(𝐱𝟎)𝐥𝐢𝐦
𝐡→𝟎

𝐟(𝐡)−𝟏

𝐡
= 

  = 𝐟(𝐱𝟎)𝐥𝐢𝐦
𝐡→𝟎

𝐟(𝐡)−𝐟(𝟎)

𝐡−𝟎
= 

  = 𝐟(𝐱𝟎)𝐟 ′(𝟎).  
Άρα f΄(x)=f(x)f΄(0), για κάθε x IR. 

25. 24756-2: Έστω συνάρτηση 𝒇: IR → IR με 

f(0)=0 και για την οποία ισχύει ότι lim
x→0

f(x)

x
= 2. 

α) Να αποδείξετε ότι 𝑓′(0) = 2. (Μονάδες 9) 

β) Να βρείτε το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) .  (Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε το 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎

𝐟(𝐱)

𝛈𝛍𝐱
 .   (Μονάδες 8) 

 

Λύση: 

α)  𝑓΄(0) = lim
x→0

f(x)−𝑓(0)

x−0
= lim

x→0

f(x)

x
= 2. 

β) Αφού η είναι παραγωγίσιμη στο 0 θα είναι 

και συνεχής στο 0, οπότε lim
x→0

𝑓(𝑥) =f(0) = 0.  

γ) lim
x→0

f(x)

ημx
= lim

x→0
x≠0

f(x)

x
ημx

x

=
2

1
= 2. 

26. 25234-2: Θεωρούμε την παραγωγίσιμη συ-

νάρτηση f ∶ [α , +∞) → IR και την συνάρτηση  

g(x) =
1

2
x −

1

2
, x IR. Οι γραφικές παραστά-

σεις 𝐶𝑓 , 𝐶𝑔 των συναρτήσεων 𝑓, 𝑔 αντίστοιχα, 

φαίνονται στο παρακάτω σχήμα.  

 

Γνωρίζουμε ότι: 

• οι 𝐶𝑓 , 𝐶𝑔 τέμνονται στο σημείο 𝛢(1, 0). 

• η 𝐶𝑓  διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

• η 𝐶𝑓  δεν έχει άλλα κοινά σημεία με τον ά-

ξονα 𝑥′𝑥 εκτός από τα σημεία 𝛰 και 𝛢. 

α) Να υπολογίσετε το lim
𝑥→1−

1

𝑔(𝑥)
. (Μονάδες 8) 

β) Αν είναι lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1, να υπολογίσετε το 

𝑓 ′(0).    (Μονάδες 8) 

γ) Να υπολογίσετε το 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒈(𝒙)

𝒇(𝒙)
. (Μονάδες 9) 

Λύση:  

α) Από το σχήμα διαπιστώνουμε ότι g(1)=0 και 

g(x) < 0 για x κοντά στο 1 από αριστερά, ενώ 

lim
𝑥→1−

𝑔(𝑥)=g(1)=0, καθώς η g είναι συνεχής στο 1 

ως πολυωνυμική. 

'Άρα lim
𝑥→1−

1

𝑔(𝑥)
 =
(

1

0
)

-∞. 

Εναλλακτικά, lim
𝑥→1−

1

𝑔(𝑥)
 = 2 ∙ lim

𝑥→1−

𝑥<1
𝑥−1<0

1

𝑥−1
 = 2(-∞)= -∞. 

β) Γνωρίζουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο μη-

δέν, άρα f ’(0) = lim
x→0

f(x)−f(0)

x
 = lim

x→0

f(x)

x
 = 1. 

γ) Παρατηρούμε ότι lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)=f(0)=0 και f(x) < 0 

για x κοντά στο μηδέν από αριστερά (σχήμα).  

 



Επίσης lim
𝑥→0−

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0−

(
1

2
x −

1

2
) = −

1

2
 < 0 οπότε 

g(x) < 0 για x κοντά στο μηδέν από αριστερά. 

Επομένως 
g(x)

f(x)
 > 0 για x κοντά στο μηδέν από αρι-

στερά, οπότε lim
x→0−

g(x)

f(x)
=

g(x)

f(x)
>0

(
α

0
)

+ ∞. 

27. 27315-2: Δίνεται η συνάρτηση  

𝑓(𝑥) = {

𝑥2−4

𝑥−2
,   αν  x < 2

𝜅𝛼𝜄
𝑎𝑥2 − 4,   αν   x ≥ 2

 με α  IR. 

α) Να βρείτε τα πλευρικά όρια της 𝑓 στο x0 =2, 

δηλαδή τα lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)
 
 και lim

𝑥→2+
𝑓(𝑥).      

Μονάδες 12 

β) Να βρείτε την τιμή του α, ώστε η συνάρ-

τηση 𝑓να είναι συνεχής στο x0 =2.  

             Μονάδες 7 

γ) Αν α = 2, να βρείτε όπου ορίζεται την πα-

ράγωγο της συνάρτησης  𝑓.      Μονάδες 6 

Λύση: 

α) lim
𝑥→2−

𝑥<2

𝑓(𝑥)  = lim
𝑥→2−

𝒙𝟐−𝟒

𝒙−𝟐
  

= lim
𝑥→2−

(𝒙−𝟐)(𝒙+𝟐)

𝒙−𝟐
 

= lim
𝑥→2−

(𝒙 + 𝟐) = 4. 

lim
𝑥→2+

𝑥>2

𝑓(𝑥)  = lim
𝑥→2+

(𝒂𝒙𝟐 − 𝟒)  

= 4α – 4. 
β) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 =2 αν και 
μόνο αν lim

𝑥→2−
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→2+
𝑓(𝑥) = f(2) 

 4α – 4 = 4  

 4α = 8  

 α = 2. 
γ) Για α = 2 η συνάρτηση f γίνεται  

𝑓(𝑥) = {

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
,   αν  x < 2

𝜅𝛼𝜄
2𝑥2 − 4,   αν   x ≥ 2

 

 Στο διάστημα (-∞,2) η συνάρτηση είναι παρα-

γωγίσιμη με f ‘(x) = (
𝒙𝟐−𝟒

𝒙−𝟐
)

′

= (x+2)’ = 1. 

 Στο διάστημα (2,+∞) η συνάρτηση είναι παρα-
γωγίσιμη με f ‘(x) = (2x2 - 4)’ = 4x. 

 Στο x0 = 2: 

• lim
𝑥→2−

𝑥<2

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
  = lim

𝑥→2−

𝑥2−4

𝑥−2
 − 4

𝑥−2
 

= lim
𝑥→2−

𝑥2−4𝑥+4

(𝑥−2)2   

= lim
𝑥→2−

(𝑥−2)2

(𝑥−2)2 = 1. 

• lim
𝑥→2+

𝑥>2

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
  = lim

𝑥→2+

2𝑥2−4 − 4

𝑥−2
 

= lim
𝑥→2+

2𝑥2−8

𝑥−2
  

= lim
𝑥→2+

2(𝑥2−4)

𝑥−2
  

= lim
𝑥→2+

2(𝑥−2)(𝑥+2)

𝑥−2
  

= lim
𝑥→2+

2(𝑥 + 2) = 8. 

Επειδή lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
 ≠ lim

𝑥→2−

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
, η f δεν είναι 

παραγωγίσιμη στο x0=2. 

Άρα 𝑓′(𝑥) = {
1,   𝛼𝜈 𝑥 < 2

4𝑥,   𝛼𝜈 𝑥 > 2
. 

28. END. 

 


