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3) Οκνίωο ηωλ ζπλαξηήζεωλ: 

i) 
xxxf  )()(   

ii) 
xxxf ln)(   

iii) xxxf

1

)(   

Λύση:  

i)   xxxf  )()(  
 )ln( xx

e


 

 
 


)ln(

)ln(
xxe

xx 

 

  




 

 )ln()ln()()( xxxxx x  

  






 
 x

x
xxxx x 


  1
)ln()(

 

           
 )ln()( xxxxx x    . 











x

x
xxxx x




  )ln()(  
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ii)   xxxf ln)(    xxe lnln
 

 
   xxe xx lnlnlnln

 
  

 








 x

x
x

x
x x ln

1
ln

1ln

 

 
x

xx x ln2 ln

 . 

iii) 
















 xxxf

1

)(


















 x
xe

ln
1

 

 















x
x

e
x

x ln
1ln

1

 

 









xx

x
x

x x
11

ln
1

2

1

 

 
xx

x

x
1

2

ln1



 . 

4) Δάλ P(x) είλαη πνιπώλπκν 4νπ βαζκνύ θαη 
ξ1,ξ2,ξ3,ξ4 νη ξίδεο ηνπ, λα δείμεηε όηη: 

.
1111

)(

)(

4321
 













xxxxxP

xP  

Λύση: Αθνύ ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 νη ξίδεο ηνπ 
πνιπωλύκνπ P(x), απηό κπνξεί λα γξαθεί 
ζηελ κνξθή: 
P(x)=(x-ξ1)(x-ξ2)(x-ξ3)(x-ξ4) νη ξίδεο ηνπ. 
P΄(x)=(x-ξ1)΄(x-ξ2)(x-ξ3)(x-ξ4)+ 
   +(x-ξ1)(x-ξ2)΄(x-ξ3)(x-ξ4)+ 
   +(x-ξ1)(x-ξ2)(x-ξ3)΄(x-ξ4)+ 
   +(x-ξ1)(x-ξ2)(x-ξ3)(x-ξ4)΄ 
 =(x-ξ2)(x-ξ3)(x-ξ4)+(x-ξ1)(x-ξ3)(x-ξ4)+  
   +(x-ξ1)(x-ξ2)(x-ξ4)+(x-ξ1)(x-ξ2)(x-ξ3) 

Άξα 
)(

)(

xP

xP    
    







4321

432





xxxx

xxx

 

 

   
    







4321

431





xxxx

xxx

 

   
    







4321

421





xxxx

xxx

 

   
    







4321

321





xxxx

xxx

 

 

.
1111

4321  











xxxx
 

5) Δάλ P(x) είλαη πνιπώλπκν 3νπ βαζκνύ θαη 
ξ1,ξ2,ξ3 νη ξίδεο ηνπ, δηαθνξεηηθέο αλά δπν, 

λα δείμεηε όηη: .0
)()()( 3

3

2

2

1

1 






 











PPP
 

Λύση: Αθνύ ξ1,ξ2,ξ3,ξ4 νη ξίδεο ηνπ 

πνιπωλύκνπ P(x), απηό κπνξεί λα γξαθεί 
ζηελ κνξθή: 
P(x)=(x-ξ1)(x-ξ2)(x-ξ3) νη ξίδεο ηνπ. Τόηε: 
P΄(x)=(x-ξ1)΄(x-ξ2)(x-ξ3)+ 
 +(x-ξ1)(x-ξ2)΄(x-ξ3)+ 
 +(x-ξ1)(x-ξ2)(x-ξ3)΄= 
 =(x-ξ2)(x-ξ3)+(x-ξ1)(x-ξ3)+(x-ξ1)(x-ξ2) 
νπόηε P΄(ξ1)=(ξ1-ξ2)(ξ1-ξ3), 
  P΄(ξ2)=(ξ2-ξ1)(ξ2-ξ3)  
  =-(ξ1-ξ2)(ξ2-ξ3) θαη 
  P΄(ξ3)=(ξ3-ξ1)(ξ3-ξ2) 
  =(ξ1-ξ3)(ξ2-ξ3). 

Άξα 
))(()( 3121

1

1

1












P  

 ))(()( 3221

2

2

2












P
 

θαη   
))(()( 3231

3

3

3












P
 








 )()()( 3

3

2

2

1

1













PPP


 ))(( 3121

1





 

   ))(( 3221

2






 




))(( 3231

3




 

       ))()((

)()()(

323121

213312321








  

0
))()(( 323121

233132213121 









 
6) Να βξεζεί πνιπώλπκν P(x)=x4+αx3+βx2+ 

+γx+δ, κε α,β,γ,δR, ηέηνην ώζηε                        

P(x)-P΄(x)=x4-4, γηα θάζε xR. 

Λύση: P΄(x)=4x3+3αx2+2βx+γ 

P(x)-P΄(x)=x4-4  

x4+αx3+βx2+γx+δ-4x3-3αx2-2βx-γ=x4-4   

(α-4)x3+(β-3α)x2+(γ-2β)x+(δ-γ)=-4  

 











































20

24

12

4

4

02

03

04

















. 

Άξα P(x)=x4+4x3+12x2+24x+20. 
7) Δάλ νη ζπλαξηήζεηο f,g είλαη νξηζκέλεο 

ζην R*, κε:  

i) g(x)=xf(x), γηα θάζε xR*, 
ii) g(1)=14 θαη 
iii) ε g είλαη παξαγωγίζηκε ζην R*, κε 

g΄(1)=17. 
Να δείμεηε όηη ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην 

x0=1 θαη λα βξεζεί ε f΄(1). 

Λύση: g(x)=xf(x) 
1


x

 g(1)=f(1)  f(1)=14. 

Γηα x0 έρνπκε: 

+ 
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x

xg
xf

)(
)(  θαη 

)1(f 
1

)1()(
lim

1 




 x

fxf

x 1

14
)(

lim
1 




 x

x

xg

x
 

 
)1(

14)(
lim

1 




 xx

xxg

x
 

 
)1(

14)(
lim

1 




 xx

xxg

x
 

 
)1(

141414)(
lim

1 




 xx

xxg

x
 

 


















 )1(

)1(14

)1(

14)(
lim

1 xx

x

xx

xg

x
 

 














 xx

xg

xx

14

1

14)(1
lim

1
 

 =1g΄(1)-14 

 =17-14 

 =3. 

2ορ τπόπορ: 
x

xg
xf

)(
)(   είλαη παξαγωγί-

ζηκε ζην R* ωο πειίθν παξαγωγίζηκωλ 

ζπλαξηήζεωλ. Άξα γηα x0 έρνπκε: 

2

)()(
)(

x

xgxgx
xf


  θαη γηα x=1: 

31417
1

)1()1(
)1(

2





gg
f . 

3ορ τπόπορ: 
x

xg
xf

)(
)(   είλαη παξαγωγί-

ζηκε ζην R* ωο πειίθν παξαγωγίζηκωλ 

ζπλαξηήζεωλ. Άξα γηα x0 παξαγωγί-

δνπκε ηελ δνζείζα θαη έρνπκε: 

g(x)=xf(x)  g΄(x)=f(x)+xf΄(x) θαη γηα x=1: 

g΄(1)=f(1)+1f΄(1)   17=14+f΄(1) 

  f΄(1)=3. 

8) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x)=αx3+2x2-x. Να 

βξείηε ην αR, ώζηε ε εθαπηνκέλε (ε) ηεο 
γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο ζην ζεκείν ηεο 
κε ηεηκεκέλε x0=1, λα: 
i) είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία (ε1): 

y=3x+1 
ii) είλαη θάζεηε ζηελ επζεία (ε2): y=-2x+1 
iii) ζρεκαηίδεη γωλία 1350 κε ηνλ εκηάμνλα 

Οx. 
Λύση: f΄(x)=3αx2+4x-1 

i) ε//ε1  ιε=ιε1
  

  ιε=3 
Δπίζεο f΄(x0)=ιε          
 

ii) ε ε1  ιειε2
=-1 

  ιε(-2)=-1 

  ιε=
1/2 

Δπίζεο f΄(x0)=ιε          
 
 
 
 

iii) f΄(x0)=ιε  f΄(1)=εθ1350 

   3α+4-1=-1 

   α=
-4/3. 

9) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x)=ζπλ2x  
i) Να βξείηε ηελ εμίζωζε ηεο εθα-

πηνκέλεο ηεο γξαθηθήο ηεο παξά-
ζηαζεο ζην ζεκείν ηεο κε ηεηκεκέλε 
x0=π/8, 

ii) Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 
πνπ ζρεκαηίδεη ε εθαπηνκέλε κε ηνπο 
άμνλεο. 

Λύση:  

i) 
2

2

48
2

8








 






f . 

f΄(x)=-2εκ2x 

2
2

2
2

4
2

8
22

8


















f . 

Ζ δεηνύκελε εθαπηνκέλε έρεη εμίζωζε: 





























888


xffy  











8
2

2

2 
xy  

8

)4(2
2





xy ……………….(1) 

ii) 
0

)1(



x

8

)4(2 



y  

0

)1(



y

8

4



x  

 

 (OAB)=
2

1
OAOB 

 f΄(x0)=3  

 f΄(1)=3 

 3α+4-1=3  α=0 

 f΄(x0)=
 1/2  

 f΄(1)= 1/2 

 3α+4-1=1/2  

 α=
-5/6. 
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=
2

1

8

4


8

)4(2 
 

=
128

)4(2 2
. 

10) Έζηω ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην R. 
i) Δάλ f άξηηα, ηόηε f΄ πεξηηηή, 
ii) Δάλ f πεξηηηή, ηόηε f΄ άξηηα, 
iii) Δάλ f πεξηνδηθή κε πεξίνδν Τ, ηόηε f΄ 

πεξηνδηθή κε πεξίνδν επίζεο Τ. 
iv) Αλ f πεξηηηή θαη ζην x0=1 έρεη θιίζε 

2008, λα βξείηε ηελ θιίζε ηεο f ζην 
x0=-1. 

Λύση: 

i) f άξηηα  f(-x)=f(x) γηα δάζε x 

   [f(-x)]΄=f΄(x) 

   f΄(-x)(-x)΄=f΄(x). 

   -f΄(-x)=f΄(x). 

   f΄(-x)=-f΄(x). 
Άξα f΄πεξηηηή. 

ii) f πεξηηηή  f(-x)=-f(x) γηα δάζε x 

   [f(-x)]΄=-f΄(x) 

   f΄(-x)(-x)΄=-f΄(x). 

   -f΄(-x)=-f΄(x). 

   f΄(-x)=f΄(x). 
Άξα f΄ άξηηα. 

iii) f πεξηνδηθή κε πεξίνδν Τ  

 f(x+Τ)=f(x) γηα δάζε x 

   [f(x+Τ)]΄=f΄(x) 

   f΄(x+Τ)(x+Τ)΄=f΄(x). 

   f΄(x+Τ)=f΄(x). 
Άξα f΄ πεξηνδηθή κε πεξίνδν Τ. 

iv) Αθνύ f πεξηηηή, ε f΄ είλαη άξηηα. 
Άξα f΄(-1)=f΄(1)=2008. 

11) Δάλ f παξαγωγίζηκε ζην x0 θαη f(x0)=2,         
[f 3(x0)]΄=3, λα δείμεηε όηη f΄(x0)=1/4. 

Λύση: [f3(x)]΄=3f2(x)f΄(x) θαη γηα x=x0: 

   [f3(x0)]΄=3f2(x0)f΄(x0) 

     3=34f΄(x0) 

     f΄(x0)=
1/4. 

12) Δάλ f παξαγωγίζηκε ζην R θαη f(2x+3)=x5 

γηα θάζε xR, λα βξείηε ηελ f΄(x). 
Λύση: [f(2x+3)]΄=(x5)΄ 

    f΄(2x+3)(2x+3)΄=5x4 

    2f΄(2x+3)=5x4 …………………...(1) 
Θέηω 2x+3=u. 

Τόηε 
2

3


u
x  θαη ε (1) γίλεηαη: 

2f΄(u)=5

4

2

3







 u
  

 
32

35
)(

4



u

uf .   

13) Δάλ y=xεκx, xR, λα δείμεηε όηη 
(y΄΄΄+y΄)2+(y΄΄+y)2=4. 

Λύση: y΄=εκx+xζπλx 

y΄΄=ζπλx+ζπλx-xεκx 
    =2ζπλx-xεκx 
y΄΄΄=-2εκx-εκx-xζπλx 
     =-3εκx-xζπλx. Άξα 

(y΄΄΄+y΄)2+(y΄΄+y)2=(-3εκx-xζπλx+εκx+xζπλx)2+  
  +(2ζπλx-xεκx+xεκx)2 

 =(-2εκx)2+(2ζπλx)2 
 =4εκ2x +4ζπλ2x 
 =4(εκ2x +ζπλ2x) 

 =41 
 =4. 

14) Δάλ y=xe2x, xR, λα δείμεηε όηη: 
y΄΄=4y΄-4y. 

Λύζε: y΄=e2x+xe2x(2x)΄ 
  =e2x+2xe2x 
  y΄΄=e2x(2x)΄+2e2x+2xe2x(2x)΄ 
   =2e2x+2e2x+4xe2x 
   =4e2x+4xe2x. 
   =4(e2x+4xe2x). 
Άξα 4y΄-4y=4(e2x+2xe2x)-4xe2x 
       =4(e2x+2xe2x-xe2x) 
      =4(e2x+xe2x) 
 =y΄΄. 

15) Δάλ f δπν θνξέο παξαγωγίζηκε κε 
f(lnx)=ex+lnx, x>0, λα βξείηε ηελ f΄΄(0). 

Λύζε: [f(lnx)]΄=(ex+lnx)΄ 

  f΄(lnx)(lnx)΄=ex+
x

1
 

  
x

xf )(ln
=ex+

x

1
………………….(1) 






















 

x
e

x

xf x 1)(ln
 

 
22

1)(ln)(ln

x
e

x

xfxxf x 





 

22

1)(ln))(ln(ln

x
e

x

xfxxxf x 


 

22

1
)(ln

1
)(ln

x
e

x

xfx
x

xf
x 



 

22

1)(ln)(ln

x
e

x

xfxf x 


…………….(2) 

Ζ ζρέζε (1) γηα x=1 δίλεη 

1

)1(lnf 
=e1+

1

1
 f΄(0)=e+1……………..(3) 

Ζ ζρέζε (2) γηα x=1 δίλεη 

2

1

2 1

1

1

)1(ln)1(ln



e

ff
  

1)0()0(  eff ……….ιόγω ηεο (3) 

11)0(  eef   

ef 2)0(  . 
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16) Να βξείηε όια ηα πνιπώλπκα P(x), γηα ηα 

νπνία ηζρύεη P(x)=[P΄(x)]2, γηα θάζε xR. 

Λύση: Δάλ ην P(x) είλαη λ-ζηνύ βαζκνύ, 
ην [P΄(x)]2 είλαη 2(λ-1)=2λ-2 βαζκνύ. 

Άξα λ=2λ-2  λ=2. 

Έζηω P(x)=αx2+βx+γ, κε α0. 
Τόηε [P΄(x)]2=(2αx+β)2 
  =4α2x2+4αβ+β2. 

P(x)=[P΄(x)]2  αx2+βx+γ=4α2x2+4αβ+β2 

   














2

2

4

4




























2

4

1

0








R  

Άξα 22

4

1
)(   xxxf . 

17) α) Να δείμεηε όηη αλ κηα πνιπωλπκηθή 

ζπλάξηεζε f έρεη ξίδα ηνλ αξηζκό x=ξ κε 

πνιιαπιόηεηα θ (θΝ, θ>1), ηόηε ην x=ξ 
είλαη ξίδα ηεο f΄ κε πνιιαπιόηεηα θ-1 

β) Υπνινγίζηε ηα α,βR, ώζηε ε εμίζωζε 

3x3-5x2+(α+1)x-β=0 λα έρεη δηπιή ξίδα ην 

x=1. 

Λύση:  
α) Αθνύ ε f έρεη ξίδα ηνλ αξηζκό x=ξ κε 

πνιιαπιόηεηα θ, ηόηε f(x)=(x-ξ)θ
π(x), κε 

π(ξ)0. 

f΄(x)=θ(x-ξ)θ-1
π(x)+(x-ξ)θ

π΄(x) 

  =(x-ξ)θ-1(θπ(x)+(x-ξ)π΄(x)). 
Πξνθαλώο f΄(ξ)=0 θαη 

θπ(ξ)+(ξ-ξ)π΄(ξ)=θπ(ξ)0, γηαηί π(ξ)0. 
Άξα ην ξ είλαη ξίδα ηεο f΄ κε πνιιαπιόηεηα 
θ-1.  
β) Αθνύ ε πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε 

f(x)=3x3-5x2+(α+1)x-β, έρεη δηπιή ξίδα ην 
1, από ην πξώην εξώηεκα ε παξάγωγνο 
f΄(x)=9x2-10x+α+1 έρεη απιή ξίδα ην 1. 

Άξα 

















01109

0153

0)1(

0)1(



a

f

f
 

 α=0 θαη β=-1. 

18) Nα βξείηε ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ 
πνιπωλύκνπ P(x)=x3+2x+1 δηα (x-1)2. 
Λύση: Δπεηδή ην (x-1)2 είλαη 2νπ βαζκνύ, 
ην ππόινηπν π(x) ζα είλαη 1νπ βαζκνύ. 
Έζηω π(x)=αx+β.  
Τόηε P(x)=(x-1)2π(x)+αx+β 

   x3+2x+1=(x-1)2π(x)+αx+β 

  x3+2x+1-αx-β=(x-1)2π(x)….………(1) 
Άξα ην πνιπώλπκν Q(x)=x3+2x+1-αx-β 
έρεη δηπιή ξίδα ην 1, νπόηε από ηελ πξν-
εγνύκελε άζθεζε ε Q΄(x)=3x2+2-α έρεη 
απιή ξίδα ην 1. 


















023

0121

0)1(

0)1(



a

Q

Q

 

 

 α=5 θαη β=-1. 
Άξα π(x)=5x-1. 

19) Έζηω f,g:RR, παξαγωγίζηκεο ζην R κε 
f(x)g(x)ex+lnx=xex-1, γηα θάζε x>0, λα 

δείμεηε όηη 
)1(

)1(

)1(

)1(

g

f

g

f





. 

Λύση: f(x)g(x)ex+lnx=xex-1 

 f(x)g(x)+ 
xe

xln
=

e

x
 θαη παξαγωγίδνληαο  

f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x)+
x

xx

e

xee
x

2

ln
1



= 
e

1
  

f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x)+
xe

x
x

ln
1


= 
e

1
 

ε νπνία γηα x=1 δίλεη: 

f΄(1)g(1)+f(1)g΄(1)+ 
e

1
= 

e

1
  

f΄(1)g(1)+f(1)g΄(1)=0  

f΄(1)g(1)=-f(1)g΄(1)  

)1(

)1(

)1(

)1(

g

f

g

f





. 

20) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε














0 xαν,            0     

* xαν ,     
x

1
ημ2

)( 2

2 Rx
xf . 

i) Να δείμεηε όηη
  






















0 xαν,                        0              

* xαν ,     
x

1
συν

x

1
-

x

1
ημ4

)( 222
Rx

xf  

 ii)  Να δείμεηε όηη 








 2

2

0

1
2lim

x
x

x
 f ΄(0) 

 iii) Να δείμεηε όηη 
2

2 1
2)(lim








xf

x
. 

Λύση: 

i)  γηα x0 













2

2 1
2)(

x
xxf    

  


















42

2

2

21
2

1
4

x

x

x
x

x
x   











222

111
4

xxx
x   . 

 



 x

fxf
f

x

)0()(
lim)0(

0
  

 0
1

2lim

1
2

lim
20

2

2

0
0














x
x

x

x
x

xx
x




. 
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(γηαηί  x
x

x 2
1

2
2
   

  x
x

xx 2
1

22
2
   

θαη επεηδή     02lim2lim
00




xx
xx

 από ην 

θξηηήξην παξεκβνιήο 0
1

2lim
20










 x
x

x
 . 

Άξα  






















0 xαν,                      0              

* xαν ,     
x

1
συν

x

1
-

x

1
ημ4

)( 222
Rx

xf . 

ii) Δπεηδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0, 
ζα είλαη θαη ζπλερήο ζην 0. 

Άξα 








 2

2

0

1
2lim

x
x

x
 


)(lim

0
xf

x
f(0)=0=f΄(0). 

iii) Οκνίωο 








 2

2 1
2lim

x
x

x






)(lim xf

x 
 

=f(π)=
2

2 1
2


  . 

21) Ζ ζπλάξηεζε f:RR, είλαη παξαγωγίζηκε 

κε f(1)=3 θαη f(x3)=f(x), γηα θάζε xR. Να 

ππνινγίζεηε ην 
1

3)(
lim

2

1 



 x

xfx

x
. 

Λύση: Παξαγωγίδνπκε ηελ δνζείζα ζρέ-
ζε f(x3)=f(x) θαη βξίζθνπκε 

[f(x3)]΄=f΄(x)  f΄(x3)(x3)΄=f΄(x) 

   3x2f΄(x3)=f΄(x) 

  
1


x

3f΄(1)=f΄(1) 

   f΄(1)=0. 

Θέηω g(x)=x2f(x), xR. 
Τόηε g(1)=f(1)=3 θαη 
g΄(x)=2xf(x)+x2f΄(x) νπόηε 
g΄(1)=2f(1)+f΄(1) 

        =23+0 
 =6. 

1

3)(
lim

2

1 



 x

xfx

x 1

)1()(
lim

1 




 x

gxg

x  

  
=g΄(1)=6. 

22) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε xxx aaaxf 
 ...)( 2

21
, 

όπνπ α1, α2, …, αλ ζεηηθνί πξαγκαηηθνί 
αξηζκνί. Αλ f΄(0)=0, λα δείμεηε όηη 

1...2

21 
aaa . 

Λύση:  



 aaaaaaxf xxx ln...ln2ln)( 2

2

211 
 

θαη γηα x=0: 

 aaaaaaf ln...ln2ln)0( 0

2

0

21

0

1  
 

 aaa ln...ln2ln0 21   

0ln...lnln 2

21  
aa  

  1ln...ln 2

21 
aa  

1...2

21 
aaa . 

23) Έζηω f παξαγωγίζηκε ζην R κε 

f(x3)=f3(x), f(x)>0 θαη f΄(x)0, γηα θάζε 

xR. Να δείμεηε όηη f(1)=1. 
Λύση: Παξαγωγίδνπκε ηελ ζρέζε f(x3)= 

=f3(x) θαη βξίζθνπκε: [f(x3)]΄=[f3(x)]΄  

  f΄(x3)(x3)΄=3f2(x)f΄(x)  

  3x2
f΄(x3)=3f2(x)f΄(x)  

ε νπνία γηα x=1 δίλεη  

 3f΄(1)=3f2(1)f΄(1) 

θαη επεηδή f΄(x)0, γηα θάζε xR, ζα είλαη 

f΄(1)0 ε ηειεπηαία γίλεηαη 
 f2(1)=1 

    f(1)=1 

θαη αθνύ f(x)>0 γηα θάζε xR,  f(1)>0, 
νπόηε ε ηειεπηαία ζρέζε δίλεη f(1)=1. 

24) Έζηω 
1

1
)(

2

2






x

x

e

e
xf . Να δείμεηε όηη: 

i) f2(x)+f΄(x)=1 
ii) f΄΄(x)=-2f(x)f΄(x) 

Λύση:  

i) 

















1

1
)(

2

2

x

x

e

e
xf  

 
 22

2222

1

)1(2)1(2






x

xxxx

e

eeee

 

  22

222

1

)11(2






x

xxx

e

eee

 

  22

2

1

4




x

x

e

e
. 

f2(x)+f΄(x)=
 

2

2

2

1

1












x

x

e

e
+
 22

2

1

4

x

x

e

e

 

 =
 

 
 22

22

1

1





x

x

e

e
+
 22

2

1

4

x

x

e

e

 

 =
  22

224

1

412





x

xxx

e

eee
 

 =
 22

24

1

12





x

xx

e

ee

 

 =
 
 22

22

1

1





x

x

e

e

 
=1. 

ii) f2(x)+f΄(x)=1 [f2(x)+f΄(x)]΄=(1)΄ 

    2f(x)f΄(x)+f΄΄(x)=0 

    f΄΄(x)=-2f(x)f΄(x). 
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25) Δάλ γηα ηελ ζπλάξηεζε f ηζρύεη f(0)=0, 

f΄(x)=3+f3(x) θαη f΄(x)0, γηα θάζε xR, λα 
δείμεηε όηη: 

i) Rxxf
x΄f

x΄΄f
   ),(3

)( 

)( 2
 

ii) f΄΄(0)=0 

iii) 3
)(

lim
0


 x

xf

x
 

Λύση:  

i) f΄΄(x)=3f2(x)f΄(x)  Rxxf
x΄f

x΄΄f
   ),(3

)( 

)( 2
. 

ii) f΄΄(x)=3f2(x)f΄(x) 
0


x

 f΄΄(0)=3f2(0)f΄(0)  

  f΄΄(0)=0. 

iii)  f΄(x)=3+f3(x)
0


x

f΄(0)=3+f3(0) 

  f΄(0)=3 

  3
0

)0()(
lim

0






 x

fxf

x  

 
 3

)(
lim

0


 x

xf

x
. 

26) Έζηω f παξαγωγίζηκε ζην R, 1-1 θαη 

ηέηνηα ώζηε f΄(x)=f(x) γηα θάζε xR. Να 

δείμεηε όηη  
x

x΄f
1

)( 1 
.  

(Υπόδειξη: f(f-1(x))=x) 

Λύση: f(f-1(x))=x  [f(f-1(x))]΄=(x)΄ 

   f΄(f-1(x))(f-1(x))΄=1 

 
ff 

  f(f-1(x))(f-1(x))΄=1 

  x(f-1(x))΄=1 

    
x

x΄f
1

)( 1 
. 

27) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x)=εκ2x+2ζπλ2x, 

x(0,2π). Να βξείηε ηα ζεκεία ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, ζηα νπνία ε 
εθαπηνκέλε (δ) είλαη παξάιιειε ζηελ 
επζεία (ε): 2x-y+5=0. 

Λύση: f(x)=εκ2x+2ζπλ2x 

  f΄(x)=2ζπλ2x+4ζπλx(ζπλx)΄ 

  f΄(x)=2ζπλ2x-4ζπλxεκx. 

  f΄(x)=2ζπλ2x-2εκ2x. 

(δ)//(ε)  ιδ=ιε 

  f΄(x0)=2 

  2ζπλ2x0-2εκ2x0=2 

  ζπλ2x0-εκ2x0=1…………….(1) 

  (ζπλ2x0-2εκ2x0)
2=1 

  συν22x0-2ζπλ2x0εκ2x0+ημ
22x0=1 

  εκ4x0=1 

  4x0=θπ, θΕ……………...….(2) 

x0(0,2π)  0<4x0<8π 

  0<θπ<8π 

  0<θ<8 

 θ=1. Τόηε (2)  4x0=π 

  x0=π/4. 
Απνξξίπηεηαη ιόγω ηεο (1) γηαηί:  
ζπλ2x0-εκ2x0 =ζπλ(π/2)-εκ(π/2) 
 =0-1 
 =-1.  

 θ=2. Τόηε (2)  4x0=2π 

  x0=π/2. 
Απνξξίπηεηαη ιόγω ηεο (1) γηαηί:  
ζπλ2x0-εκ2x0 =ζπλπ-εκπ 
 =-1-0 
 =-1.  

 θ=3. Τόηε (2)  4x0=3π 

  x0=3π/4. 
Γεθηή ιόγω ηεο (1) γηαηί:  
ζπλ2x0-εκ2x0 =ζπλ(3π/2)-εκ(3π/2) 
 =0-(-1) 
 =1. 
f(3π/4)=εκ(3π/2)+2ζπλ2(3π/2) 
  =-1+0 
  =-1. 
Άξα Α(3π/4,-1). 

 θ=4. Τόηε (2)  4x0=4π 

  x0=π. 
Γεθηή ιόγω ηεο (1) γηαηί:  
ζπλ2x0-εκ2x0 =ζπλ2π-εκ2π 
 =1-0 
 =1.  
f(π)=εκ2π+2ζπλ22π 
  =0+2 
  =2. 
Άξα Α(π,2). 

 θ=5. Τόηε (2)  4x0=5π 

  x0=5π/4. 
Απνξξίπηεηαη ιόγω ηεο (1) γηαηί:  
ζπλ2x0-εκ2x0 =ζπλ(5π/2)-εκ(5π/2) 
 =0-1 
 =-1.  

 θ=6. Τόηε (2)  4x0=6π 

  x0=3π/2. 
Απνξξίπηεηαη ιόγω ηεο (1) γηαηί:  
ζπλ2x0-εκ2x0 =ζπλ(3π)-εκ(3π) 
 =-1-0 
 =-1.  

 θ=7. Τόηε (2)  4x0=7π 

  x0=7π/4. 
Γεθηή ιόγω ηεο (1) γηαηί:  
ζπλ2x0-εκ2x0 =ζπλ(7π/2)-εκ(7π/2) 
 =0-(-1) 
 =1  
f(7π/4)=εκ(7π/2)+2ζπλ2(7π/2) 
  =-1+0 

0 

0 

0 

1 
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  =-1. 
Άξα Α(7π/4,-1). 

28) Υπνινγίζηε ηα α,βR, ώζηε νη γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ 

x

xx
xf

2

1
)(

2 
  θαη g(x)=x2+αx+β, λα έρνπλ 

ζην θνηλό ηνπο ζεκείν θνηλή εθαπηνκέλε, 
θάζεηε ζηελ επζεία (δ): 2x-3y+5=0. 

Λύση: ιδ=
3

2





 . 

Άξα αλ (ε) ε θνηλή εθαπηνκέλε, ηόηε ιε=
2

3
 . 

2

2

4

)1(22)12(
)(

x

xxxx
xf




2

2

4

22

x

x 
 . 

g΄(x)=2x+α. 

f΄(x0)=
2

3
   

2

3

4

22
2

0

2

0 



x

x

 

    
2

1
0 x . 

 Αλ 
2

1
0 x  ηόηε 

2

3

2

1









g

 

 
 1+α=

2

3
 . 

  α=
2

5
 . 

θαη 

















2

1

2

1
gf   β=

4

11
. 

  Αλ 
2

1
0 x  ηόηε 

2

3

2

1









g

 

 
 -1+α=

2

3
 . 

  α=
2

1
 . 

θαη 


















2

1

2

1
gf   β=

4

5
 . 

 
29) Να βξείηε ηα ζεκεία ζηα νπνία ε 

εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηεο xxxf

1

)(   λα είλαη παξάιιειε ζηνλ 

άμνλα x΄Ox. 
Λύση: Αξθεί λα βξνύκε ηα ζεκεία πνπ νη 

ηεηκεκέλεο ηνπο είλαη ιύζεηο ηεο εμίζωζεο 
f΄(x)=0. 
















 xxxf

1

)(


















x
xe

ln
1

 

 











 x

x
e

x
x ln

1ln
1

 

 










22

1
1

ln
1

x
x

x
x x

 

 
 xx

x
x ln1

1
1

2


 

 
 xx x ln1

2
1




.
 

f΄(x)=0   xx x ln1
2

1




=0 

    1-lnx=0 

    lnx=1 

    x=e. 

eeef

1

)( 
 

Άξα ην δεηνύκελν ζεκείν είλαη 












eeeA

1

, . 

30) Γίλεηαη ζπλάξηεζε f ηέηνηα ώζηε 
)()( xfxxf ex  , x>1. Να δείμεηε όηη δελ 

ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο f, ζηα νπνία ε 
εθαπηνκέλε (ε) είλαη παξάιιειε ζηελ 
επζεία (δ): x-y+5=0. 

Λύση: 
)()( xfxxf ex   

 )(ln)( xfxxxf  δζδθ 

 xxxf  )ln1)((  

 
x

x
xf

ln1
)(


 . 















x

x
xf

ln1
)(

x

x
xx

ln1

1
ln1





  

 x

x

ln1

1ln1




  

  
Δάλ ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο πα-
ξάζηαζεο ηεο f, ζηα νπνία ε εθαπηνκέλε 
(ε) είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία (δ):            
x-y+5=0, πξέπεη θαη αξθεί f΄(x)=1, ην 
νπνίν δελ κπνξεί λα γίλεη γηαηί 

1
ln1

ln
)( 




x

x
xf . 

31) Να δείμεηε όηη 1
1

lim
0




 x

ex

x
 θαη 

1
1

ln
lim

1


 x

x

x
. 

Λύση: 
0

lim
1

lim
0

00 






 x

ee

x

e x

x

x

x

 

 

 
0


xdx

ed x

 

x

x

ln1

ln


  
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=
0x

xe  

 =e0=1. 

1

ln
lim

1  x

x

x 1

0ln
lim

1 




 x

x

x

 

  
1

1lnln
lim

1 




 x

x

x

 

  

 
1

ln




xdx

xd

 

  

=
1

1

xx
 

  =1. 
32) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x)=2x. Αλ ε 

εθαπηνκέλε ζην Μ(x0,f(x0)) ηέκλεη ηνλ 
άμνλα xΟx΄ ζην Α, λα δείμεηε όηη ε 
πξνβνιή ηνπ ΜΑ ζηνλ άμνλα xΟx΄ έρεη 
ζηαζεξό κήθνο. 

Λύση: Φέξλνπκε ΜΚ  x΄Οx (ζρ,εκα). 
Ζ πξνβνιή ηνπ ΜΑ ζηνλ άμνλα xx΄ είλαη 
ην ΑΚ. 

 
f΄(x)=2xln2. 
Ζ εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Μ(x0,f(x0)) έρεη 
εμίζωζε: 

y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

y-2
x
0
=2

 x
0
ln2(x-x0)  

ε νπνία γηα y=0 δίλεη 
2ln

12ln0 


x
x . 

Άξα Κ(x0,0) θαη 






 
 0,

2ln

12ln0x
 

Δπνκέλωο 0

0

2ln

12ln
)( x

x



  

 
2ln

1

2ln

1
 =ζηαζ. 

33) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
x

a
xf )( . Αλ ε εθα-

πηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζε 
ηπραίν ζεκείν ηεο Μ, ηέκλεη ηνπο άμνλεο 
ζηα ζεκεία Α θαη Β, λα δείμεηε όηη ην Μ 
είλαη κέζν ηνπ ΑΒ. 

Λύση: Δάλ Μ(x0,f(x0), ε εθαπηνκέλε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ζην ζεκείν Μ έρεη 
εμίζωζε y-f(x0)=f΄(x0)(x-x0)  

   ).( 02

00

xx
x

a

x

a
y  …………(1) 

 
0

)1(



y

02xx  , άξα  0,2 0xA  

0

)1(



x

0

2

x

a
y  , άξα 












0

2
,0
x

a
 

Δίλαη M
BA xx

xxx






0

0

2

02

2
 

θαη 
M

BA y
x

ax

a

yy







0

0

2

2
0

2
, 

επνκέλωο ην Μ είλαη κέζν ηνπ ΑΒ. 

34) Θεωξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο 
2

)(
xx ee

xc


 , 

2
)(

xx ee
xs


 , 

)(

)(
)(

xc

xs

ee

ee
xt

xx

xx











 θαη 

)(

)(
)(

xs

xc

ee

ee
x

xx

xx











 , xR. Να δείμεηε όηη: 

i) s(0)=0, c(0)=1, t(0)=0. 
ii) s(-x)=-s(x) θαη c(-x)=c(x) 
iii) t(-x)=-t(x) θαη ζ(-x)=-ζ(x)  
iv) c2(x)-s2(x)=1 
v) c(x)+s(x)=ex, c(x)-s(x)=e-x  
vi) c(x+y)=c(x)c(y)+s(x)s(y) 
vii) c(x-y)=c(x)c(y)-s(x)s(y) 
viii) s(x+y)=s(x)c(y)+c(x)s(y) 
ix) s(x-y)=s(x)c(y)-c(x)s(y) 

x) 
)()(1

)()(
)(

ytxt

ytxt
yxt




  

xi) 
)()(1

)()(
)(

ytxt

ytxt
yxt




  

xii) 






 







 


22
2)()(

yx
c

yx
cycxc  

xiii) 






 







 


22
2)()(

yx
s

yx
sycxc  

xiv) c(2x)=c2(x)+s2(x) 
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xv) s(2x)=2s(x)c(x) 

xvi) 
)(1

)(2
)2(

2 xt

xt
xt


  

xvii) 
)(1

)(1
)2(

2

2

xt

xt
xc




  

xviii) 
)(1

1
)(

2 xt
xc


  

xix) 
)(1

)(
)(

2 xt

xt
xs


  

Γηα ηελ παξάγωγν ηωλ παξαπάλω 
ζπλαξηήζεωλ ηζρύνπλ ηα: 

i) c΄(x)=s(x) θαη s΄(x)=c(x) 

ii) t΄(x)=1/c2(x)=1-t2(x) 

iii) ζ΄(x)=-1/s2(x)=1-ζ2(x) 

Λύση: 

i) 
2

)0(
00 


ee

s =0. 

 
1

2

11

2
)0(

00








ee

c
 

 

0
1

0

)0(

)0(
)0( 

c

s
t  

ii) )(
22

)( xs
eeee

xs
xxxx










 

)(
2

)( xc
ee

xc
xx







 

iii) )(
)(

)(

)(

)(
)( xt

xc

xs

xc

xs
xt 







  

)(
)(

)(

)(

)(
)( x

xs

xc

xs

xc
x  







  

iv) c2(x)-s2(x)=

2

2 






  xx ee
2

2 






 


xx ee
 

  =
4

22 2222 xxxx eeee  
 

  = 1
4

4
 . 

v) c(x)+s(x)=
2

xx ee 

2

xx ee 
  

 2

xxxx eeee  


 

 2

2 xe
 =ex. 

    c(x)-s(x)=
2

xx ee 

2

xx ee 
  

 2

xxxx eeee  


 

 2

2 xe

 =e-x. 

vi) c(x)c(y)+s(x)s(y)= 

2222

yyxxyyxx eeeeeeee  











 

44

yxxyyxyxyxxyyxyx eeeeeeee  





       4

22 yxyx ee  


 

2

yxyx ee  


 
= c(x+y). 
vii) c(x)c(y)-s(x)s(y)= 

2222

yyxxyyxx eeeeeeee  











 

44

yxxyyxyxyxxyyxyx eeeeeeee  





       4

22 xyyx ee  


 

2

xyyx ee  


 
= c(x-y). 
viii) s(x)c(y)+c(x)s(y)= 

2222

yyxxyyxx eeeeeeee  











 

44

yxxyyxyxyxxyyxyx eeeeeeee  





       4

22 yxyx ee  


 

2

yxyx ee  


 
= s(x+y). 
ix) s(x)c(y)-c(x)s(y)= 

2222

yyxxyyxx eeeeeeee  











 

44

yxxyyxyxyxxyyxyx eeeeeeee  





       4

22 xyyx ee  


 

2

xyyx ee  


 
= s(x-y). 
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
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 )()(

)()())(

)()(

)()()()(

ycxc

ysxscyxc

ycxc

xcysycxs




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)(

)(

yxc

yxs




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   =t(x+y). 

xi) 
)()(1

)()(

ytxt

ytxt





)(

)(

)(

)(
1

)(

)(

)(

)(

yc

ys

xc

xs
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ys

xc

xs





  

         )()(

)()())(

)()(

)()()()(

ycxc

ysxscyxc

ycxc

xcysycxs







 

            
)(

)(

yxc

yxs






                    =t(x-y). 
xii) c(x+y)=c(x)c(y)+s(x)s(y) 

c(x-y)=c(x)c(y)-s(x)s(y) 
 

 c(x+y)+c(x-y)=2c(x)c(y)…………..(1) 
Θέηω x+y=A θαη x-y=B. 
Τόηε c(x)c(y)-s(x)s(y) 
x+y=A 
x-y=B 

2x=A+B  x=
2

BA 
 θαη 

x+y=A 
x-y=B 

2y=A-B  y=
2

BA 
νπόηε ε (1) γίλε-

ηαη 






 







 


22
2)()( cccc . 

xiii) c(x+y)=c(x)c(y)+s(x)s(y) 
c(x-y)=c(x)c(y)-s(x)s(y) 
 

 c(x+y)-c(x-y)=2s(x)s(y)…………..(1) 
Θέηω x+y=A θαη x-y=B. 
Τόηε c(x)c(y)-s(x)s(y) 
x+y=A 
x-y=B 

2x=A+B  x=
2

BA 
 θαη 

x+y=A 
x-y=B 

2y=A-B  y=
2

BA 
νπόηε ε (1) γίλε-

ηαη 






 







 


22
2)()( sscc . 

xiv) c2(x)+s2(x)=

2

2 






  xx ee
2

2 






 


xx ee
 

  =
4

22 2222 xxxx eeee  
 

  =
4

22 22 xx ee 
 

  =
2

22 xx ee 
=c(2x). 

xv) 2s(x)c(x)
22

2
xxxx eeee  




  

   2

22 xx ee 
 =s(2x). 

xvi) )()2( xxtxt   
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