
ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΟΡΙΑ 0/0
 
1. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→5

5−√5𝑥

5√5−𝑥√𝑥
  ii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−3

2√−3𝑥−3+𝑥

√𝑥+3
 iii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥+√𝑥

𝑥−√𝑥
 

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

|𝑥7−𝑥+2|−2

𝑥−1
  v) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

𝑥3−1

𝑥4−1
  vi) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−2

−3𝑥2−5𝑥+2

𝑥2−2𝑥−8
 

vii) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

2𝑥3−5𝑥2−8𝑥−1

𝑥4+𝑥3−𝑥−1
. vii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→ √2
3

𝑥3−2

𝑥− √2
3  

Λύση: i) To όριο έχει νόημα γιατί Af=[0,5)U(5,+∞).  
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2ος τρόπος : 
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ii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-3,0]. 
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2ος τρόπος : 
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iii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(0,+∞). 
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2ος τρόπος :
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2√x

1−2√x

2√x

= −lim
x→0

1+2√x
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iv) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,1)U(1,+∞). Επειδή 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
(𝑥7 − 𝑥 + 2) = 2 > 0, είναι x7-x+2>0 

κοντά στο 1. Άρα |x7-x+2|= x7-x+2. 
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= lim
x→1

x(x−1)(x2+x+1)(x3+1)

x−1
= lim
x→1
(x(x2 + x + 1)(x3 + 1))=1.3.2=6. 

2ος τρόπος :   ……= lim
x→1

x7−x

x−1
DLH



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

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=
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(x7−x)′

(x−1)′
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x→1

7x6−1

1
= 7 − 1 = 6. 

v) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,-1)U(-1,1)U(1,+∞).  

lim
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x3−1

x4−1
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
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=
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=
3

4
. 

2ος τρόπος :   
1

1
lim

4

3

1 −

−

→ x

x

x
=
(
0

0
)

DLH

  lim
x→1

(x3−1)
′

(x4−1)′
= lim
x→1

3x2

4x3
= lim
x→1

3

4x
=
3

4
. 

vi) Πρέπει x2-2x-8≠0 ⇔
(∗)

 x≠4 και x≠-2. Άρα  Af=(-∞,-2)U(-2,4)U(4,+∞).  

lim
x→−2

−3x2−5x+2

x2−2x−8 ( )*

0

0









= lim
x→−2

−3(x+2)(x−1 3⁄ )

(x+2)(x−4)
= lim
x→−2

−3x+1

x−4
= −

7

6
. 

(*)  Παραγοντοποίηση αριθμητή: Δ=49, x1=-2, x2=1/3. 

 Παραγοντοποίηση παρονομαστή: Δ=36, x1=-2, x2=4. 
Η παραγοντοποίηση αριθμητή και παρονομαστή, μπορεί να γίνει και με το Horner. 
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 (*)   Παραγοντοποίηση αριθμητή:  

. 
  

Παραγοντοποίηση παρονομαστή:  
 

 

2ος τρόπος :   
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viii) 3
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3
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3
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3 2
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3
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3
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2ος τρόπος :   3

3
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= 3(√2

3
)
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= 3√4

3
. 

2. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) lim
x→1

x+√x−2

x2−1
  ii) lim

x→1

√x
3
−1

√x
4
−1

  iii) lim
x→0

√x+ √x
3

√x
6  

Λύση: i) To όριο έχει νόημα γιατί Af=[0,1)U(1,+∞). Θέτω √𝑥 = 𝑢, οπότε u2=x και u4=x2. 

Όταν x→1 τότε 𝑙 𝑖𝑚
𝑥→1
𝑢 = 𝑙 𝑖𝑚

𝑥→1
√𝑥 = 1. 

2 -5 -8 -1 -1 

 -2 7 1  

2 -7 -1 0  

1 1 0 -1 -1 -1 

 -1 0 0 1  

1 0 0 -1 0  
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lim
x→1

x+√x−2

x2−1










=
0

0

lim
u→1

u2+u−2

u4−1 )(
*
= lim
u→1

(u−1)(u+2)

(u−1)(u+1)(u2+1)
= lim
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u+2

(u+1)(u2+1)
 = 
3

4
. 

() Παραγοντοποίηση αριθμητή: Δ=9, x1=1, x2=-2. 

2ος τρόπος :   lim
x→1

x+√x−2

x2−1 DLH
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4
. 

ii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=[0,1)U(1,+∞). 

Θέτω √𝑥
12 = 𝑢, οπότε √𝑥

3 = 𝑢4 και √𝑥
4 = 𝑢3. 

Όταν x→1 τότε 𝑙 𝑖𝑚
𝑥→1
𝑢 = 𝑙 𝑖𝑚

𝑥→1
√𝑥
12 = 1. 

lim
x→1

√x
3
−1

√x
4
−1










=
0

0

lim
u→1

u4−1

u3−1
= lim
u→1

(u−1)(u+1)(u2+1)

(u−1)(u2+u+1)
= lim
u→1

(u+1)(u2+1)
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4
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2ος τρόπος :   lim
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3
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√x
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
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x
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4
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=

1

3
⋅1
1

4
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=
4

3
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iii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(0,+∞). Θέτω √𝑥
6 = 𝑢, οπότε √𝑥

3 = 𝑢2 και √𝑥 = 𝑢3. 

Όταν x→0 τότε 𝑙 𝑖𝑚
𝑥→0
𝑢 = 𝑙 𝑖𝑚

𝑥→0
√𝑥
6 = 0. 

lim
x→0

√x+ √x
3

√x
6










=
0

0

lim
u→0

u3+u2

u
= =

+

→ u

uuu

u

)(
lim

2

0
lim
u→0
(u2 + u) = 0. 

2ος τρόπος :   Με τον κανόνα De l’ Hospital προκύπτει πολύ πιο δύσκολα. 

3. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) lim
x→1−

|x−1|+x2−5x+4

x−1
  ii) lim

x→−3+

|x+3|+x2+5x+6

x2−9
  

iii) lim
x→2+

|x2−5x+6|

x2−4
  iv) lim

x→2−

|x2−x−2|

x3−3x−2
   v) lim

x→3

|−x2+3x|+x2−5x+6

x2−9
 

Λύση: i) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,1)U(1,+∞). 

Όταν x→1
-
, τότε x<1  x-1<0 οπότε |x-1|=-x+1. 

lim
x→1−

|x−1|+x2−5x+4

x−1










=
0

0

lim
x→1−

−x+1+x2−5x+4

x−1
= lim
x→1−

x2−6x+5

x−1 )(
*
= lim
x→1−

(x−1)(x−5)

x−1
=1-5=-4. 

() Παραγοντοποίηση αριθμητή: Δ=16, x1=1, x2=5. 
ii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,-3)U(-3,3)U(3,+∞). 

Όταν x→-3
+
, τότε x>-3  x+3>0  |x+3|=x+3. 

lim
x→−3+

|x+3|+x2+5x+6

x2−9










=
0

0

lim
x→−3+

x+3+x2+5x+6

x2−9
= =

−

++
+−→ 9

96
lim

2

2

3 x

xx

x
lim
x→−3+

(x+3)2

(x+3)(x−3)
= = lim

x→−3+

x+3

x−3
=

0

−6
= 0. 

iii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,-2)U(-2,2)U(2,+∞). 
Βρίσκουμε το πρόσημο του x2-5x+6. 
Δ=1, x1=2, x2=3. 

x -∞               2                   3                 +∞ 

x2-5x+6 + - + 

Από τον πίνακα πρόσημου βλέπουμε ότι όταν x→2
+
, τότε 2<x<3  x2-5x+6 <0  |x2-5x+6 |=        

=-(x2-5x+6). 

4

65
lim

2

2

2 −

+−

+→ x

xx

x
=
(
0

0
)

− lim
x→2+

x2−5x+6

x2−4
= − lim

x→2+

(x−2)(x−3)

(x−2)(x+2)
= − lim

x→2+

x−3

x+2
=
1

4
. 

iv) Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού: 
x3-3x-2≠0............................................................................................................ (1) 
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(1)  (x+1)(x2-x-2)≠0  (x+1)(x+1)(x-2)≠0  x≠-1 και x≠2. 
 

(Δ=9, x1=-1, x2=2) 

Άρα Af=(-∞,-1)U(-1,2)U(2,+∞) και το όριο έχει νόημα όταν x→2
-
. 

Βρίσκουμε το πρόσημο του x2-x-2. 

x -∞              -1                   2                 +∞ 

x2-x-2 + - + 

Από τον πίνακα πρόσημου βλέπουμε ότι όταν x→2
-
, τότε -1<x<2  x2-x-2<0  |x2-x-2|=-(x2-x-2). 

23

2
lim

3

2

2 −−

−−

−→ xx

xx

x

=
(
0

0
)

− lim
x→2−

x2−x−2

x3−3x−2
= − lim

x→2−

(x−2)(x+1)

(x−2)(x+1)2
= − lim

x→2−

1

x+1
= −

1

3
. 

v) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,-3)U(-3,3)U(3,+∞). 
Βρίσκουμε το πρόσημο του -x2+3x. 
Δ=9, x1=0, x2=3. 

x -∞               0                   3                 +∞ 

-x2+3x - + - 

Από τον πίνακα πρόσημου βλέπουμε ότι εκατέρωθεν του 3 το τριώνυμο -x2+3x αλλάζει πρόσημο. 
Άρα θα βρούμε πλευρικά όρια. 

• όταν x→3
-
, τότε 0<x<3  -x2+3x>0  |-x2+3x|=-x2+3x. 

9

653
lim

2

22

3 −

+−++−

−→ x

xxxx

x
=
(
0

0
)

=
−

+−++−
−→ 9

653
lim

2

22

3 x

xxxx

x
lim
x→3−

−2x+6

x2−9
= −2 lim

x→3−

x−3

(x+3)(x−3)
==

−2 lim
x→3−

1

x+3
= −

2

6
= −

1

3
. ..........................................................................................(1) 

• όταν x→3
+
, τότε x>3  -x2+3x<0  |-x2+3x|=x2-3x. 

9

653
lim

2

22

3 −

+−++−

+→ x

xxxx

x
=
(
0

0
)

=
−

+−+−
+→ 9

653
lim

2

22

3 x

xxxx

x
lim
x→3+

2x2−8x+6

x2−9
= 2 lim

x→3+

x2−4x+3

(x+3)(x−3)
= 

= 2 lim
x→3+

(x−3)(x−1)

(x−3)(x+3)
= =

+

−
+→ 3

1
lim2

3 x

x

x

4

6
=
2

3
. .....................................................................(2) 

Από (1) και (2) επειδή 
−

+−++−
=−

−→ 9

653
lim

3

1
2

22

3 x

xxxx

x
lim
x→3+

|−x2+3x|+x2−5x+6

x2−9
=
2

3
 συμπεραίνουμε 

ότι δεν υπάρχει το όριο lim
x→3

|−x2+3x|+x2−5x+6

x2−9
. 

4. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) lim
x→−1

4−|x+2|

|3x−1|+x
   

ii) lim
x→−1

|2x−1|+x−2

x2−1
  

iii) lim
x→0

2x

|x2−x|
 

iv) lim
x→2

|x−3|+3|x−1|−4

x−2
  . 

Λύση: i) Βρίσκουμε τo πεδίο ορισμού. 

|3x-1|+x≠0  |3x-1|≠-x   {
3𝑥 − 1 ≠ −𝑥,    αν x >

1

3

−3𝑥 + 1 ≠ −𝑥,  αν x <
1

3

  {
𝑥 ≠

1

4
,    αν x >

1

3

𝑥 ≠
1

2
,    αν x <

1

3

 που είναι αληθής για κάθε xIR. 

Άρα Af=IR και το όριο έχει νόημα όταν x→ -1. 

lim
x→−1

4−|x+2|

|3x−1|+x
=
4−|−1+2|

|−3−1|−1
=

4−|1|

|−4|−1
=
4−1

4−1
=
3

3
= 1. 

ii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,-1)U(-1,1)U(1,+∞). 

Επειδή 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

(2𝑥 − 1) = −3 < 0  2x-1<0 κοντά στο -1, οπότε |2x-1|=-2x+1. 

lim
x→−1

|2x−1|+x−2

x2−1










=
0

0

lim
x→−1

−2x+1+x−2

x2−1
= lim
x→−1

−x−1

(x+1)(x−1)
= − lim

x→−1

x+1

(x+1)(x−1)
= − lim

x→−1

1

x−1
=
1

2
. 

iii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,0)U(0,1)U(1,+∞). 

1 0 -3 -2 -1 

 -1 1 2  

1 -1 -2 0  
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xx

x

x −→ 20

2
lim =

(
0

0
)

=
−→ )1(

2
lim

0 xx

x

x
lim
x→0

2x

|x|⋅|x−1|
. 

• Όταν x→0
+
 τότε |x|=x και lim

x→0+

2x

|x2−x|
= lim
x→0+

2x

x⋅|x−1|
= lim
x→0+

2

|x−1|
=

2

|0−1|
= 2. 

• Όταν x→0
-
 τότε |x|=-x και lim

x→0−

2x

|x2−x|
  = − lim

x→0−

2x

x⋅|x−1|
= lim
x→0−

2

|x−1|
= −

2

|0−1|
= −2. 

Επειδή 
−

=−
−→ xx

x

x 20

2
lim2 lim

x→0+

2x

|x2−x|
=2, δεν υπάρχει το όριο lim

x→0

2x

|x2−x|
. 

iv) To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,2)U(2,+∞). 

Επειδή 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2
(𝑥 − 3) = −1 < 0  x-3<0 κοντά στο 2, οπότε |x-3|=-x+3. 

Επειδή 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2
(𝑥 − 1) = 1 > 0  x-1>0 κοντά στο 2, οπότε |x-1|=x-1. 

2

4133
lim

2 −

−−+−

→ x

xx

x
=
(
0

0
)

=
−

−−++−

→ 2

4)1(33
lim

2 x

xx

x
lim
x→2

2x−4

x−2
= 2lim

x→2

x−2

x−2
=2.1=2. 

5. Να υπολογίσετε τα όρια, για τις διάφορες τιμές του αIR: 

i) lim
x→α

α2−x2

|x|−𝛼
   ii) lim

x→α

x−|α|

|x|−α
 

 

Λύση: i) To όριο έχει νόημα γιατί Af=IR-{-α, α} εάν α0 και Af=R εάν α<0. 

ax

x

x −

−

→

22

lim



=
(
0

0
)

ax

x

x −

−

→

22

lim



lim
x→α

(α−|x|)(α+|x|)

|x|−a
= −lim

x→α

(|x|−α)(α+|x|)

|x|−a
= −lim

x→α
(α+ |x|) = −α− |α|. 

ii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=IR-{-α, α} εάν α0 και Af=IR εάν α<0. 

• Όταν α=0 τότε lim
x→a

x−|a|

|x|−a
= lim
x→0

x

|x|
. Επειδή εκατέρωθεν του 0 το x αλλάζει πρόσημο, θα βρούμε 

τα πλευρικά όρια. 

lim
x→0−

x

|x|
= lim
x→0−

(
x

−x
) = −1 και lim

x→0+

x

|x|
= lim
x→0+

(
x

x
) = 1. Επομένως δεν υπάρχει το όριο όταν α=0. 

• Όταν α>0 τότε |α|=α και αφού lim
x→α
x = α > 0 θα είναι και x>0 άρα |x|=x. 

Επομένως lim
x→α

x−|α|

|x|−α
= lim
x→α

x−α

x−α
= 1. 

• Όταν α<0 τότε |α|=-α και αφού lim
x→α
x = α < 0 θα είναι και x<0 άρα |x|=-x.  

Επομένως lim
x→α

x−|α|

|x|−α
= lim
x→α
(
x+α

−x−α
) = −lim

x→α

x+α

x+α
= −1. 

6. Εάν lim
x→x0

g(x) =1 και g(x)1 κοντά στο x0,να βρείτε το lim
x→x0

𝑓(x),όπου f(x) =
√g2(x)+3−2

g(x)−1
. 

Λύση: lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

√g2(x)+3−2

g(x)−1










=
0

0

lim
x→x0

(√g2(x)+3−2)(√g2(x)+3+2)

(g(x)−1)(√g2(x)+3+2)
= lim
x→x0

g2(x)+3−4

(g(x)−1)(√g2(x)+3+2)
=   

= lim
x→x0

g2(x)−1

(g(x)−1)(√g2(x)+3+2)

( )( )

( )( )
=

++−

+−
=

→ 23)(1)(

1)(1)(
lim

2
0 xgxg

xgxg

xx
lim
x→x0

g(x)+1

√g2(x)+3+2
= 

1+1

√1+3+2
=
2

4
=
1

2
. 

7. Εάν α, β  Ζ, και f(x) = {
4x,    x ≤ β
2(x + α) + 1,   x > β

 , να δείξετε ότι δεν υπάρχει το lim
x→β
f(x). 

 

Λύση: Για να υπάρχει το όριο, πρέπει =
−− →→

)(lim)(lim xfxf
xx 

lim
x→β−

(4x) = lim
x→β+

(2(x + α) + 1) ⇔ 

4β=2(β+α)+1   2β=2α+1  𝛽 − 𝛼 =
1

2
 που είναι αδύνατο, γιατί β-α  Ζ και 

1

2
 ΖΖ. 

8. Να εξετάσετε εάν υπάρχουν α, βIR, τέτοια ώστε lim
x→1

x3+αx+2β−5

x2−1
= 4. 

Λύση: Θέτω f(x) =
x3+ax+2β−5

x2−1
. 

Τότε lim
x→1
f(x) = 4. ...................................................................................................... (1) 
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και 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 2𝛽 − 5 = (𝑥2 − 1)𝑓(𝑥)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
(𝑥3 + 𝑎𝑥 + 2𝛽 − 5) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1
[(𝑥2 − 1)𝑓(𝑥)] ⇔

(1)

 

 1+α+2β-5=0.4  2β=4-α .................................................................................... (2) 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥3+𝑎𝑥+2𝛽−5

𝑥2−1
= 4 

)2(

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥3+𝑎𝑥+4−𝑎−5

𝑥2−1
= 4 4

1

1
lim

2

3

1
=

−

−−+

→ x

x

x

ααx
 

 4
1

)1)11)(-(
lim

2

2

1
=

−

−+++

→ x

xxx

x

α(x
 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

(𝑥-1)(𝑥2+𝑥+1+𝑎)

(𝑥−1)(𝑥+1)
= 4  

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥2+𝑥+1+𝑎

𝑥+1
= 4   

3+𝛼

2
= 4  α=5  

(2)  β=-½. 

9. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i) lim
x→0

ημx

x3−1
   

ii) lim
x→0

ημx

x3−x
  

iii) lim
x→0

ημ2x

√x+4−2
 

iv) lim
x→2

ημ(x−2)

x2−3x+2
  

v) lim
x→0

x

ημx
  

vi) lim
x→0

x

εφx
  

vii) lim
x→0

ημ7x

εφ3x
 

viii) lim
x→0

x−ημx

x+ημx
 

ix) lim
x→1+

(x2−9)ημ(x−1)

|x2−4x+3|
 

x) lim
x→−α

ημx+ημα

x+α
 

Λύση: i) To όριο έχει νόημα γιατί Af=IR-{1}. 

lim
x→0

ημx

x3−1
=

ημ0

0−1
= 0.  

Το όριο δεν προκύπτει με τον κανόνα De l’ Hospital, γιατί δεν είναι μορφή (0/0) ή (±∞/±∞). 
ii) To όριο έχει νόημα γιατί Af=IR-{0, -1, 1}. 

xx

x

x −→ 30
lim


=
(
0

0
)

=
−→ )1(

lim
20 xx

x

x


lim
x→0

ημx

x
⋅ lim
x→0

1

x2−1
= 1 ⋅

1

−1
= −1. 

2ος τρόπος :   lim
x→0

ημx

x3−x DLH










=
0

0

lim
x→0

(ημx)′

(x3−x)′
= lim
x→0

συνx

3x2−1
=

συν0

−1
=

1

−1
= −1. 

iii) Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού: {
𝑥 + 4 ≥ 0

√𝑥 + 4 − 2 ≠ 0
} ⇔ {

𝑥 ≥ −4
𝑥 + 4 ≠ 4

} ⇔ {
𝑥 ≥ −4
𝑥 ≠ 0

} Αf=[-4,0)U(0,+∞) 

και τo όριο έχει νόημα. 

lim
x→0

ημ2x

√x+4−2










=
0

0

lim
x→0

(√x+4+2)ημ2x

(√x+4−2)(√x+4+2)
=

( )
=

−+

++

→ 44

224
lim

0 x

xx

x


lim
x→0

(√x+4+2)ημ2x

x
= 

= lim
x→0
(√x + 4 + 2) ⋅ 2lim

x→0

ημ2x

2x
= 4 ⋅ 2 ⋅ 1 = 8.  

2ος τρόπος :   lim
x→0

ημ2x

√x+4−2 DLH










=
0

0

lim
x→0

(ημ2x)′

(√x+4−2)
′ = lim

x→0

2συν2x
1

2√x+4

= lim
x→0
(4√x + 4συν2x) = 8. 

iv) Πρέπει x2-3x+2≠0  Δ=1, x≠1 και x≠2. Άρα Αf=[-∞,1)U(1, 2)U(2,+∞) και τo όριο έχει νόημα. 

lim
x→2

ημ(x−2)

x2−3x+2










=
0

0

lim
x→2

ημ(x−2)

(x−2)(x−1)
= =

−


−

−

→→ 1

1
lim

2

)2(
lim

22 xx

x

xx


lim
x−2→0

ημ(x−2)

x−2
⋅ lim
x→2

1

x−1
  

 =

𝜃έ𝜏𝜔 
𝑥−2=𝑢

  lim
u→0

ημu

u
⋅
1

2−1
=1.1=1. 

2ος τρόπος :   lim
x→2

ημ(x−2)

x2−3x+2 DLH










=
0

0

lim
x→2

(ημ(x−2))′

(x2−3x+2)′ 32

)2(
lim

2 −

−
=

→ x

x

x

 συν0

4−3
= 1. 

v) Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού: ημx≠0  x≠κπ, κΖ  Αf=IR-{κπ, κΖ } και τo όριο έχει νόημα. 

1 

 1 

 

 1 
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Διαιρούμε αριθμητή & 
παρονομαστή με x 

Διαιρούμε αριθμητή & 
παρονομαστή με x 

x

x

x 0
lim
→

=
(
0

0
)

=

→ x

x

x



0
lim

1 1

1
= 1.    

2ος τρόπος :   lim
x→0

x

ημx DLH










=
0

0

lim
x→0

(x)′

(ημx)′
= lim
x→0

1

συνx
=

1

συν0
=
1

1
= 1. 

vi) Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού: εφx≠0  x≠κπ, κΖΖ  Αf=IR-{κπ, κΖΖ } και τo όριο έχει νόημα. 

lim
x→0

x

εφx










=
0

0

lim
x→0

x
ημx

συνx

= =
→ ημx

x
lim

0

x

x
lim
x→0

x

ημx
⋅ lim
x→0

συνx =
(v)

1.1=1. 

2ος τρόπος :   lim
x→0

x

εφx DLH










=
0

0

lim
x→0

(x)′

(εφx)′
= lim
x→0

1
1

συν2x

= lim
x→0

συν2x = συν20 = 1. 

vii) Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού: εφ3x≠0  x≠κπ/3, κΖΖ  Αf=IR-{κπ/3, κΖΖ } και τo όριο έχει 
νόημα. 

lim
x→0

ημ7x

εφ 3x










=
0

0

lim
x→0

ημ7x

x
εφ 3x

x

= =
→

x

x

x

x

3

3 
3

7x

7
7

lim
0 


7⋅lim
x→0

ημ7x

7x

3⋅lim
x→0

εφ 3x

3x

=
7⋅1

3⋅1
=
7

3
. 

 

2ος τρόπος :   lim
x→0

ημ7x

εφ 3x DLH










=
0

0

lim
x→0

(ημ7x)′

(εφ 3x)′
= lim
x→0

συν7x⋅(7x)′

1

συν23x
( 3x)′

=
7

3
lim
x→0
(συν7xσυν23x) =

7

3
⋅ 1 ⋅ 1 =

7

3
. 

viii) Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού: Θέτω f(x)=x+ημx, xIR. 

f΄ (x)=1+συνx 0 με f΄(x)=0 στα σημεία x=2κπ+π, κΖ, στα οποία η f είναι συνεχής ως άθροισμα 
συνεχών συναρτήσεων. Άρα f γνησίως αύξουσα στο R 
Προφανής ρίζα x=0 και επειδή f γνησίως αύξουσα στο R, η ρίζα είναι μοναδική. 
Άρα Αf=R* και τo όριο έχει νόημα. 

xx

xx

x 



+

−

→0
lim =

(
0

0
)

=

+

−

→

x

x

x

x
x

x

x

x

x 



0
lim 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1−
𝜂𝜇𝑥

𝑥

1+
𝜂𝜇𝑥

𝑥

= =

+

−

→

→

x

x
x

x

x

x





0

0

lim1

lim1
1−1

1+1
= 0. 

 

2ος τρόπος :   lim
x→0

x−ημx

x+ημx DLH










=
0

0

lim
x→0

(x−ημx)′

(x+ημx)′
= lim
x→0

1−συνx

1+συνx
=
1−1

1+1
= 0. 

viii) x2-4x+3≠0  Δ=4, x≠1 και x≠3. To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,1)U(1,3)U(3,+∞). 

Βρίσκουμε το πρόσημο του x2-4x+3. 

x -∞               1                   3                 +∞ 

x2-4x+3 + - + 

Από τον πίνακα πρόσημου βλέπουμε ότι όταν x→1
+
, τότε 1<x<3  x2-4x+3 <0  |x2-4x+3 |=        

=-(x2-4x+3). 

34

)1()9(
lim

2

2

1 +−

−−
+→ xx

xx

x


=
(
0

0
)

− lim
x→1+

(x−3)(x+3)ημ(x−1)

(x−1)(x−3)
= − lim

x→1+

(x+3)ημ(x−1)

x−1
= − lim

x→1+

ημ(x−1)

x−1
⋅ lim
x→1+

(x + 3) =  

  = −4 ⋅ lim
x→1+

ημ(x−1)

x−1
= −4 ⋅ lim

u→0+

ημu

u
=-4.1= - 4. 

ix)To όριο έχει νόημα γιατί Af=(-∞,-α)U(α,+∞). 
Θέτω x+α=u. Τότε x=u-α και lim

x→−a
u = lim

x→−a
(x + a) = 0, οπότε 

lim
x→−α

ημx+ημα

x+α










=
0

0

lim
u→0

ημ(u−a)+ημα

u
= =

+

→ uu

συνuημα-ημuσυνα
lim

0
lim
u→0

ημuσυνα-ημα(1-συνu)

u
=  

  1 

 1 

  1 (παρατήρηση 9) 

  θέτω 3x=u.  

Τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜀𝜑 3x

3x
= 𝑙𝑖𝑚
𝑢→0

𝜀𝜑 u

𝑢
= 1  

(άσκ. 6.i σχ. βιβλίου σελ. 57) 

 1 

 1 

 1 

  θέτω x-1=u. Τότε  0)1(limlim
11

=−=
→→

xu
xx

και u>0.  

  θέτω 7x=w.  

Τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇 7x

7x
= 𝑙𝑖𝑚
𝑤→0

𝜀𝜑 w

𝑤
= 1  

(άσκ. 6.i σχ. βιβλίου σελ. 57) 
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= lim
u→0
(
ημuσυνα

u
−
ημα(1-συνu)

u
) = συναlim

u→0

ημu

u
− ημαlim

u→0

1-συνu

u
=συνα.1-ημα.0=συνα. 

2ος τρόπος : 




 +

+

−→ x

x

x
lim =

(
0

0
)

DLH

 lim
x→−α

(ημx+ημα)′

(x+α)′
= lim
x→−α

συν x

1
= συνα.. 

10. Να υπολογίσετε τα α, βR, τέτοια ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

, 

να διέρχεται από το σημείο Α(-1,3) και να  υπάρχει το lim
x→0
f(x). 

Λύση:  Επειδή οι άγνωστοι είναι δυο, θέλουμε δυο εξισώσεις. 

{

        𝑓(−1) = 3
             𝜅𝛼𝜄
lim
𝑥→0−

𝑓 (𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓 (𝑥)
}{

                -2α + 5β = 3
                       𝜅𝛼𝜄
lim
𝑥→0−

( 2𝛼𝑥 + 5𝛽) = lim
𝑥→0+

( 𝑥2 + 3𝛽𝑥 + 𝛼 + 𝛽)
}{

 -2α + 5β = 3
      𝜅𝛼𝜄
  5𝛽 = 𝛼 + 𝛽

}

{
 -2α+ 5β = 3
    𝜅𝛼𝜄
  4𝛽 = 𝛼

}  {
 -8β + 5β = 3
    𝜅𝛼𝜄
  4𝛽 = 𝛼

}  {
 -3β = 3
    𝜅𝛼𝜄
  4𝛽 = 𝛼

}  {
 β = −1
  𝜅𝛼𝜄
  α = −4

}. 

11. Αν f(x) = {

3x2 − αx + β,  αν  χ ≤ -2

(β + 2)x2 − x + a,   αν -2 < x < 1

x2 + 2βx + 2a − 6,  αν x ≥ 1

, να υπολογίσετε τα α,βR, τέτοια ώστε να υπάρχουν 

τα όρια   και lim
x→1
f(x). 

Λύση:  Επειδή οι άγνωστοι είναι δυο, θέλουμε δυο εξισώσεις. 

{

lim
𝑥→−2−

𝑓 (𝑥) = lim
𝑥→−2+

𝑓 (𝑥)

             𝜅𝛼𝜄
lim
𝑥→1−

𝑓 (𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑓 (𝑥)
}{

lim
𝑥→−2−

( 3𝑥2 − 𝛼𝑥 + 𝛽) = lim
𝑥→−2+

[ (𝛽 + 2)𝑥2 − 𝑥 + 𝛼]

                            𝜅𝛼𝜄
lim
𝑥→1−

[ (𝛽 + 2)𝑥2 − 𝑥 + 𝛼] = lim
𝑥→1+

[ 𝑥2 + 2𝛽𝑥 + 2𝛼 − 6]
}

{
3β -α = 2
    𝜅𝛼𝜄
𝛼 + 𝛽 = 6

}{
𝛽 = 2
 𝜅𝛼𝜄
𝛼 = 4

}. 

12.  Εάν lim
x→x0

(3f(x) − 2g(x)) = 7 και lim
x→x0

(3g(x) + 7f(x)) = 1 να υπολογίσετε τα όρια lim
x→x0

f(x) και 

lim
x→x0

g(x). 

Λύση:  Θέτω {
𝜑(𝑥) = 3f(𝑥)-2g(𝑥)
            &
𝜎(𝑥) = 3g(𝑥) + 7f(𝑥)

} ........................................................................ (Σ) 

Τότε οι δοθείσες γίνονται 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝜑(𝑥) = 7και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝜎(𝑥) = 1 ..................................... (1) 

Λύνουμε το σύστημα (Σ) ως προς f(x) και g(x): 

{
𝜑(𝑥) = 3f(𝑥)-2g(𝑥)
            &
𝜎(𝑥) = 3g(𝑥) + 7f(𝑥)

}
𝑋(−3)

𝑋7

⇔ {
7𝜑(𝑥) = 21f(𝑥)-14g(𝑥)
            &
−3𝜎(𝑥) = −9𝑔(𝑥)-21f(𝑥)

} (+)  

23g(x) = 3σ(x) - 7φ(x)  𝑔(𝑥) =
3

23
𝜎(𝑥) −

7

23
𝜑(𝑥) και 

{
𝜑(𝑥) = 3f(𝑥)-2g(𝑥)
            &
𝜎(𝑥) = 3g(𝑥) + 7f(𝑥)

}
x2

x3

⇔ {
3𝜑(𝑥) = 9f(𝑥)-6g(𝑥)
            &
2𝜎(𝑥) = 6𝑔(𝑥) + 14f(𝑥)

} (+)  

    23f(x)=3φ(x)+2σ(x) 𝑓(𝑥) =
3

23
𝜑(𝑥) +

2

23
𝜎(𝑥). 

Άρα lim
x→x0

g(x) =
3

23
lim
x→x0

σ(x) −
7

23
lim
x→x0

φ(x) 
)1(

=
3

23
⋅ 1 −

7

23
⋅ 7 = −

46

23
= −2 

και lim
x→x0

f(x) =
3

23
lim
x→x0

φ(x) + lim
x→x0

2

23
σ(x) 

)1(

=
3

23
⋅ 7 +

2

23
⋅ 1 =

23

23
= 1. 





+++

+
=

0 xαν  ,3x

0χ  αν  ,52
)(

2 



ax

ax
xf

)(lim
2

xf
x −→
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Θέτω u=-x f = περιττή 

Θέτω u=1-x. Τότε 2)1(limlim
11

=−=
−→−→

xu
xx

 

13. Εάν f  περιττή στο R και lim
x→2
(f(x) − 1 + √x) =√2, να υπολογίσετε το lim

x→−2
f(x). 

Λύση:  Θέτω g(x) = f(x) − 1 + √x. 

Τότε lim
x→2
g(x) = √2 ............................................................................................... (1) 

και f(x) = g(x) + 1 − √x οπότε lim
x→2
f(x) = lim

x→2
(g(x) + 1 − √x)

)1(

= √2 + 1 − √2 = 1. (2) 

 lim
x→−2

f(x) = lim
u→2
f(−u)  = −lim

u→2
f(u) =

(1)
− 1. 

 
 

14. Εάν f(x)=f(1-x) για κάθε xIR, και lim
x→2

f(x)+4

x−2
 , να υπολογίσετε το lim

x→−1
f(x). 

Λύση:  Θέτω 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)+4

𝑥−2
. 

Τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2
𝑔(𝑥) = 1 ................................................................................................ (1) 

και 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2)𝑔(𝑥) − 4 οπότε ( )4)()2(lim)(lim
22

−−=
→→

xgxxf
xx

=
(1)

0.1-4= -4 ....... (2) 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑢→2
𝑓(1 − 𝑢)  = 𝑙𝑖𝑚

𝑢→2
𝑓(𝑢) =

(2)
− 4. 

 
 
 

15. Εάν lim
x→x0

f(x)−2

f(x)+3
= 0, να δείξετε ότι lim

x→x0
f(x) = 2

 
.  

Λύση:  Θέτω 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)−2

𝑓(𝑥)+3
. 

Τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 0 ............................................................................................... (1) 

και 𝑓(𝑥) − 2 = (𝑓(𝑥) + 3)𝑔(𝑥) 𝑓(𝑥) − 2 = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) + 3𝑔(𝑥) 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 3𝑔(𝑥) + 2 

𝑓(𝑥)(1 − 𝑔(𝑥)) = 3𝑔(𝑥) + 2 και επειδή 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)−2

𝑓(𝑥)+3
≠ 1 (γιατί αν g(x)=1 τότε f(x)-2=f(x)+3    

 -2=3 άτοπο), θα είναι 𝑓(𝑥) =
3𝑔(𝑥)+2

1−𝑔(𝑥)
οπότε 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0

3𝑔(𝑥)+2

1−𝑔(𝑥)
=
(1) 3⋅0+2

1−0
= 2. 

16. Εάν |f(x) − g(x)| ≤ h(x), για κάθε x(α,x0)U(x0,β), και lim
x→x0

h(x) =0, lim
x→x0

f(x) =, με IR,  

να δείξετε ότι και lim
x→x0

g(x) =. 

Λύση:   |f(x) − g(x)| ≤ h(x)   

|g(x) − f(x)| ≤ h(x)  

 -h(x) ≤ g(x)-f(x) ≤ h(x)  

f(x)-h(x) ≤ g(x) ≤ f(x) +h(x)  
επειδή   𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
(𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥)) = 𝑙 − 0 = 𝑙 

και         𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) + ℎ(𝑥)) = 𝑙 + 0 = 𝑙 

17. Αν για κάθε xIR είναι |ημx − xf(x)| ≤ |x − ημx|, να δείξετε ότι lim
x→0
f(x) =1. 

Λύση:   |ημx − xf(x)| ≤ |x − ημx| 
 |xf(x) − ημx| ≤ |x − ημx| 

 
|xf(x)−ημx|

|x|
≤
|x−ημx|

|x|
 

 |
xf(x)−ημx

x
| ≤ |

x−ημx

x
| 

 |
xf(x)

x
−

ημx

x
| ≤ |

x

x
−

ημx

x
| 

 |f(x) −
ημx

x
| ≤ |1 −

ημx

x
| 

}
 𝜅𝜌𝜄𝜏.   𝜋𝛼𝜌𝜀𝜇𝛽. 
→             lim

𝑥→𝑥0
𝑔 (𝑥) = 𝑙. 
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 − |1 −
ημx

x
| ≤ f(x) −

ημx

x
≤ |1 −

ημx

x
| 

  
ημx

x
− |1 −

ημx

x
| ≤ f(x) ≤

ημx

x
+ |1 −

ημx

x
| 

Επειδή   lim
x→0
(

ημx

x
− |1 −

ημx

x
|) = 1 − |1 − 1| = 1 − 0 = 1 

και lim
x→0
(

ημx

x
+ |1 −

ημx

x
|) = 1 + |1 − 1| = 1 + 0 = 1 

18.  Αν lim
x→x0

(f(x) − g(x)) =0, υπάρχουν τα όρια των f και g στο x0 και f(x)<0<g(x) κοντά στο 

 x0, να δείξετε ότι lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) =0. 

Λύση:   f(x)<0  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙1 ≤ 0 ...................................................................... (1) 

 g(x)>0  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝑙2 ≥ 0 ..................................................................... (2) 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) = 0  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 0  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) ⇔ 𝑙1 = 𝑙2 (3) 

Από (1), (2) και (3) προκύπτει 𝑙1 = 𝑙2 = 0. 

19. Εάν f 
2
(x)-2f(x)+συν

2
x  0 για κάθε xR, να δείξετε ότι =1. 

Λύση:  f 
2
(x)-2f(x)+συν

2
x  0  

f 
2
(x)-2f(x)+1-ημ

2
x  0  

f 
2
(x)-2f(x)+1ημ

2
x  

(f (x)-1)
2
ημ

2
x  

|f(x)-1| ≤ |ημx|  

-|ημx| ≤ f(x)-1 ≤ |ημx|  
1-|ημx| ≤ f(x) ≤ 1+|ημx| ............................................................................. (1) 

    Επίσης      𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
(1 − |𝜂𝜇𝑥|) = 1 − 0 = 1....................................................................... (2) 

     Και           𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
(1 + |𝜂𝜇𝑥|) = 1 + 0 = 1 ....................................................................... (3) 

Από (1), (2) και (3) και από το κριτήριο παρεμβολής, έπεται ότι 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑓(𝑥) = 1. 

20.  Εάν 2xημx+f 
2
(x) `2xf(x)+ημ

2
x για κάθε xIR, να δείξετε ότι =0. 

Λύση:  2xημx+f 
2
(x) `2xf(x)+ημ

2
x  

  f 
2
(x) - 2xf(x)`ημ

2
x - 2xημx  

  f 
2
(x) - 2xf(x)+x2 `ημ

2
x - 2xημx+x2   

  (f(x) – x)2 `( x - ημx)2   

  |f(x) – x| `| x - ημx|   

  -| x - ημx| ≤ f(x) – x `| x - ημx|   

  x-| x - ημx| ≤ f(x) `x+| x - ημx| 

    Επίσης      𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
(𝑥 − |𝑥 − 𝜂𝜇𝑥|) = 0 − |0 − 0| = 0 ........................................................ (2) 

     Και           𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
(𝑥 + |𝑥 − 𝜂𝜇𝑥|) = 0 + |0 − 0| = 0 ........................................................ (3) 

Από (1), (2) και (3) και από το κριτήριο παρεμβολής, έπεται ότι 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑓(𝑥) = 1. 

21. Εάν x-x3  2f(x)  x, για κάθε xIR, να υπολογίσετε τα lim
x→0
f(x) και lim

x→0

f(x)

x
. 

Λύση:  x-x3  2f(x)  x  

  
x−x3

2
≤ f(x) ≤

x

2
 

Επειδή  lim
x→0

x−x3

2
=
0−03

2
= 0 

και  lim
x→0

x

2
= 0 

Για τον υπολογισμό του δεύτερου ορίου διακρίνουμε περιπτώσεις: 

• x<0.   Τότε  x-x3  2f(x)  x ⇒
𝑥<0

 

)(lim
0

xf
x→

)(lim
0

xf
x→

}
 𝜅𝜌𝜄𝜏.   𝜋𝛼𝜌𝜀𝜇𝛽. 
→             lim

𝑥→𝑥0
𝑓 (𝑥) = 1. 

}
 𝜅𝜌𝜄𝜏.   𝜋𝛼𝜌𝜀𝜇𝛽. 
→             lim

𝑥→0
𝑓 (𝑥) = 0. 
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x−x3

2x
≥
f(x)

x
≥

x

2x
 

   
1−x2

2
≥
f(x)

x
≥
1

2
 

Επειδή  lim
x→0−

1−x2

2
=
1−02

2
=
1

2
    

και  lim
x→0−

1

2
=
1

2
 

• x>0.   Τότε  x-x3  2f(x)  x ⇒
x>0

 

   
x−x3

2x
≤
f(x)

x
≤

x

2x
 

   
1−x2

2
≤
f(x)

x
≤
1

2
 

Επειδή  lim
x→0+

1−x2

2
=
1−02

2
=
1

2
  

και  lim
x→0+

1

2
=
1

2
 

Από τις (1) και (2) έχουμε lim
x→0−

f(x)

x
= lim
x→0+

f(x)

x
=
1

2
⇔ lim

x→0

f(x)

x
=
1

2
. 

22. Έστω f:(0,+)→ IR με f(x)  1/2 και για κάθε x>0 ισχύει f(x)-1 < x <  f 
2
(x)-f(x). Να δείξετε ότι 

lim
x→0
f(x) =1. 

Λύση:  f(x)-1 < x    (παρατήρηση 5) 

  lim
x→0
(f(x) − 1) ≤ lim

x→0
x = 0 

 lim
x→0
f(x) ≤ 1 .................................................................................................... (1) 

Επίσης f 2(x)-f(x) > x  

  𝑓2(𝑥) − 𝑓(𝑥) +
1

4
> 𝑥 +

1

4
  

  (𝑓(𝑥) −
1

2
)
2

> 𝑥 +
1

4
  

  |𝑓(𝑥) −
1

2
| > √𝑥 +

1

4
 και επειδή f(x)  ½  

  𝑓(𝑥) −
1

2
> √𝑥 +

1

4
  

  𝑓(𝑥) >
1

2
+ √𝑥 +

1

4
 …………………..(παρατήρηση 5) 

  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑓(𝑥) ≥ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
(
1

2
+ √𝑥 +

1

4
) 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑓(𝑥) ≥ 1 ............................................................ (2) 

Από (1) και (2)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑓(𝑥) = 1. 

23. Έστω f : IR→IR τέτοια ώστε f 
3
(x)+2x2f(x)=3ημ

3
x για κάθε xIR. Εάν lim

x→0

f(x)

x
= α ∈ IR , 

i) να δείξετε ότι α=1, 

ii) να βρείτε το lim
x→0

f(ημx)

x
. 

 

Λύση:  i)   f 
3
(x)+2x2f(x)=3ημ

3
x  

𝑓3(𝑥)

𝑥3
+
2𝑥2𝑓(𝑥)

𝑥3
=
3𝜂𝜇3𝑥

𝑥3
  

(
𝑓(𝑥)

𝑥
)
3

+ 2
𝑓(𝑥)

𝑥
= 3(

𝜂𝜇𝑥

𝑥
)
3

και αφού υπάρχει το όριο lim
x→0

f(x)

x
∈ IR , 

(𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
)
3

+ 2𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= 3(𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
)
3

 

α3+2α=3  
α3+2α-3=0. ......................................................................................... (1) 
 
 

  1 

𝜅𝜌𝜄𝜏.   𝜋𝛼𝜌𝜀𝜇𝛽.
⇒          lim

x→0−

f(x)

x
=
1

2
. ……………(1) 

𝜅𝜌𝜄𝜏.   𝜋𝛼𝜌𝜀𝜇𝛽.
⇒          lim

x→0+

f(x)

x
=
1

2
. ……………(2) 
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Θέτω u=ημx. Τότε 00limlim
00

===
→→

xu
xx

 

 
 
 
 

(1)  (α-1)(α2+α+3)=0  α=1 ή α2+α+3=0 που έχει Δ=-11<0 και είναι αδύνατη. Άρα α=1. 

ii) lim
x→0

f(ημx)

x
= lim
x→0
(
f(ημx)

ημx
⋅

ημx

x
) = lim

x→0

f(ημx)

ημx
⋅ lim
x→0

ημx

x
 = lim

x→0

f(ημx)

ημx
= lim
u→0

f(u)

u
= 1. 

 
 
 

24. 24768-2: Θεωρούμε τις συναρτήσεις με τύπους  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 1και 𝑔(𝑥) = √4𝑥 − 3. 

α) Να αποδείξτε ότι για κάθε 𝑥 ∈ IR, ισχύει 𝑓(𝑥) ≥
3

4
.                (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓.                 (Μονάδες 9) 

γ) Αν ℎ(𝑥) = |2𝑥 − 1| είναι η σύνθεση του ερωτήματος (β), να υπολογίσετε το όριο  lim
x→0

h(x)−1

√x+1−1
 

                    (Μονάδες 10) 

Λύση: 

α) Είναι f(x) ≥ 
3

4
  4(x2-x+1) ≥ 3 

 4x2-4x+1 ≥ 0 

 (2x-1)2 ≥ 0 

που ισχύει. Η ισότητα ισχύει μόνο όταν x = 
1

2
 . 

Εναλλακτικά f΄(x) = (x2-x+1)΄= 2x-1. 

x -∞                    
1

2
                   +∞ 

f ΄(x) - + 

f(x)   

O.E. 𝑓 (
1

2
) =

3

4
 

Η συνάρτηση παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το ¾ για x = 1/2. ‘Άρα 𝑓(𝑥) ≥
3

4
 , για κάθε 𝑥 ∈ IR. 

β) Οι συναρτήσεις έχουν αντίστοιχα πεδία ορισμού Df = IR και Dg = [
3

4
, +∞), οπότε 

Dgof = {x ∈ Df/f(x) ∈ Dg} = {x ∈ IR /f(x) ≥
3

4
}  

=
(𝛼)

IR. 

(gof)(x) = g(f(x))  = √4(𝑥2 − 𝑥 + 1) − 3  

= √4𝑥2 − 4𝑥 + 1  

= √(2𝑥 − 1)2 

= |2x-1|, 𝑥 ∈ IR. 

γ) Όταν x → 0, τότε 2x-1 < 9 οπότε lim
x→0

h(x)−1

√x+1−1
 = lim
x→0

1−2𝑥−1

√x+1−1
 

= lim
x→0

−2𝑥

√x+1−1
 

=
(
0

0
)

 lim
x→0

−2𝑥(√x+1+1)

(√x+1−1)(√x+1+1)
 

 = lim
x→0

−2𝑥(√x+1+1)

(√x+1)2−12
 

 = lim
x→0

−2𝑥(√x+1+1)

𝑥+1−1
  

 = lim
x→0

−2𝑥(√x+1+1)

𝑥
 

 = −2 lim
x→0
(𝑥(√x+ 1+ 1)) 

1 0 2 -3 1 

 1 1 3  

1 1 3 0  

  1 
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 = -22 
 = -4. 

25. 28477-2: Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 με 𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥+2 , 𝑥 ∈ IR και 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥2. 
α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της 𝑔.         (Μονάδες 4) 

β) Να βρείτε την συνάρτηση 𝑔𝑜𝑓.        (Μονάδες 8) 

γ) Αν 𝑔(𝑓(𝑥)) = 6𝑥 + 4, 𝑥 ∈ ℝ τότε να υπολογίσετε το  lim
𝑥→0

(𝑔𝑜𝑓)(𝑥)−𝜂𝜇2𝑥−4

𝑥
.           (Μονάδες 13) 

Λύση: 

α) Η συνάρτηση g ορίζεται, όταν και μόνο όταν, x2 > 0  x ≠ 0. Επομένως, το πεδίο ορισμού της g είναι το 

σύνολο Ag = IR*.  

β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το Af = IR. 

Agof = {xAf / f(x) Ag} = {x IR /𝑒3𝑥+2 ∈ IR} = IR.  
Επομένως, ορίζεται η gof και είναι (gof)(x) = g(f(x))  

= g(𝑒3𝑥+2) 
= ln(𝑒3𝑥+2)2 

= 2ln(𝑒3𝑥+2) 
= 2(3x+2) 
= 6x+4, 𝑥 ∈ IR. 

γ) lim
𝑥→0

(𝑔𝑜𝑓)(𝑥)−𝜂𝜇2𝑥−4

𝑥
 = lim
𝑥→0

6𝑥+4−𝜂𝜇2𝑥−4

𝑥
  

= lim
𝑥→0

6𝑥−𝜂𝜇2𝑥

𝑥
 

= lim
𝑥→0
(6 −

𝜂𝜇2𝑥

𝑥
)  

= lim
𝑥→0
(6 − 𝜂𝜇𝑥

𝜂𝜇𝑥

𝑥
) 

= 6 – 0  1 
= 6. 

26. 28684-3: Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓: IR → IR, τέτοια ώστε  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝜅, με 𝜅 ∈ IR. Αν επιπλέον ισχύει 

ότι 𝑥𝑓(𝑥) ≤ 𝜂𝜇2𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ IR, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι  lim
𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥

𝑥
= 2        (Μονάδες 4) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝜅 = 2.         (Μονάδες 9) 

γ) Να βρείτε το 𝑓(0).          (Μονάδες 4) 

δ) Να ελέγξετε την αλήθεια του παρακάτω ισχυρισμού «|𝑓(𝑥) ∙
𝜀𝜑𝑥

𝑥
| = −𝑓(𝑥) ∙

𝜀𝜑𝑥

𝑥
 , κοντά στο 0». Να δικαιο-

λογήσετε τον ισχυρισμό σας.           (Μονάδες 8) 

Λύση: 

α) lim
𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥

𝑥
= 2  lim

𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥

2𝑥
 

= 2  lim
𝑢→0

𝜂𝜇𝑢

𝑢
 

= 2  1 
= 1. 

β) Επειδή lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝜅, με 𝜅 ∈ IR, lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝜅. 

• Αν x < 0, τότε 𝑥𝑓(𝑥) ≤ 𝜂𝜇2𝑥
𝑥<0
⇔ 𝑓(𝑥) ≥

𝜂𝜇2𝑥

𝑥
. Άρα και lim

𝑥→0−
𝑓(𝑥) ≥ lim

𝑥→0−

𝜂𝜇2𝑥

𝑥
  κ ≥ 2 

• Αν x > 0, τότε 𝑥𝑓(𝑥) ≤ 𝜂𝜇2𝑥
𝑥>0
⇔ 𝑓(𝑥) ≤

𝜂𝜇2𝑥

𝑥
. Άρα και lim

𝑥→0+
𝑓(𝑥) ≤ lim

𝑥→0+

𝜂𝜇2𝑥

𝑥
  κ ≤ 2 

γ) Αφού η συνάρτηση είναι συνεχής στο IR, θα είναι συνεχής στο 0. Άρα 𝑓(0) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 2. 

δ) lim
𝑥→0

(𝑓(𝑥) ∙
𝜀𝜑𝑥

𝑥
)  = lim

𝑥→0
(𝑓(𝑥) ∙

𝜂𝜇𝑥

𝑥
∙ 𝜎𝜐𝜈𝑥) 

= 2  1  1 
= 2 > 0, 

Άρα 𝑓(𝑥) ∙
𝜀𝜑𝑥

𝑥
> 0 κοντά στο 0. 

Επομένως |𝑓(𝑥) ∙
𝜀𝜑𝑥

𝑥
| = 𝑓(𝑥) ∙

𝜀𝜑𝑥

𝑥
 κοντά στο 0.  

Ο ισχυρισμός λοιπόν είναι λανθασμένος. 

Θέτω u = 2x 

lim
𝑥→0

𝑢 = lim
𝑥→0

2𝑥 = 0. 

 κ = 2. 
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27. END. 

 


