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ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ 

ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 

1. Εάν μR, να υπολογίσετε το όριο )(lim xf
x −→

, αν 

i)   −++−= xxxxf 2232 )()(  

ii) 
1)(

)()(
)(

222

323

−++−

−−++
=





xxxx

xxxx
xf

Λύση: 
i) Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

a) μ2-|μ|=0   |μ|2-|μ|=0  

     |μ|(|μ|-1)=0  

     |μ|=0 ή |μ|-1=0 

     μ=0 ή |μ|=1 

     μ=0 ή μ=1 ή μ=-1. 

• μ=0. Τότε f(x)=0 για κάθε xR, οπότε )(lim xf
x −→

=0. 

• μ=1. Τότε f(x)=x2+x-1 και )(lim xf
x −→

= )1(lim 2 −+
−→

xx
x

= +=−=
−→

2)(lim 2x
x

. 

• μ=-1. Τότε f(x)= -x2+x+1 και )(lim xf
x −→

= )1(lim 2 ++−
−→

xx
x

= −=−−=−
−→

2)()(lim 2x
x

. 

b) μ2-|μ|0  μ≠0 και μ≠1 και μ≠-1. 

Τότε )(lim xf
x −→

 = ))((lim 2232  −++−
−→

xxx
x

 

   = 
32 )(lim x

x
 −

−→
=  

   = .
,





+

+−

(0,1)(-1,0)x αν  ,

)(1,,-1)(-x αν  
 

 

ii) 
1)(

)()(
)(

222

323

−++−

−−++
=





xxxx

xxxx
xf  

      =
12222

3223

−++−

−−++





xxxx

xxxx
 

      = 
1)()|(|

)()(
222

232

−++−

−−++

xx

xx




. 

Ο βαθμός του αριθμητή και του παρονομαστή, εξαρτάται από τις παραστάσεις μ2+μ και |μ|-μ2. 

μ2+μ =0  …  μ=0 ή μ=-1. 

|μ|-μ2 =0  …  μ=0 ή μ=1 ή μ=-1. 

• μ=0. Τότε f(x)=0 για κάθε xR, οπότε )(lim xf
x −→

=0. 

• μ=1. Τότε f(x)=
12

12 3

−

−

x

x
 και )(lim xf

x −→
=

12

12
lim

3

−

−

−→ x

x

x
=

x

x

x 2

2
lim

3

−→
= .)(lim 22 +=−=

−→
x

x
. 

• μ=-1. Τότε f(x)= -2x-1 και )(lim xf
x −→

= )12(lim −−
−→

x
x

= .)(2)2(lim +=−−=−
−→

x
x

 

• μ≠0 και μ≠1 και μ≠-1. 

Τότε )(lim xf
x −→  

= 
1)()|(|

)()(
lim

222

232

−++−

−−++

−→ xx

xx

x 


 

   = 
22

32

)|(|

)(
lim

x

x

x 



−

+

−→
 

   = x
x −→−

+
lim

|| 2

2




 

 

μ -     -1               0               1    +  

μ2-|μ| + - - + 

 

μ -     -1               0               1    +  

|μ|-μ2 - + + - 

μ2+μ + - + + 

2

2

|| 



−

+
 - - + - 
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   = )(
|| 2

2

−
−

+




 

   = .
,

),1()0,1()1,,





−

+−−+

(0,1)x αν    

(-x αν   
 

2. Υπολογίστε τα όρια: 

i) 
xx

1
lim 

−→
 

ii) 








−

−→ x
x

x

1
)32(lim   

iii) 








−

−→ x
x

x

1
)32(lim   

iv) 








+−→ 2

1
lim

x
x

x
  

v) 








−→ x
x

x

1
lim 2

Λύση: 

i) 
xx

1
lim 

−→
= u

u


0
lim
→

=συν0=1. 

ii) 







−

−→ x
x

x

1
)32(lim 

)(i

= -1=-. 

iii) 








−

−→ x
x

x

1
)32(lim 

)(i

= )32(lim −
−→

x
x

 u
u


0

lim
→

=-ημ0=-0 (απροσδιόριστη μορφή). 









−

−→ x
x

x

1
)32(lim 

 

=








−

−→ xx
x

x

1
)

3
2(lim  = 

= 







−

−→ xx

3
2lim  









−→ x
x

x

1
lim 

 

= 







−

−→ xx

3
2lim 



















−→

x

x
x 1

1

lim


 

= (2-0)

 
u

u

u



0
lim
→

 
=21 
=2. 

iv) 








+−→ 2

1
lim

x
x

x
 = 









+
+

+−→ 2

1
)2(

2
lim

x
x

x

x

x
  

    

= 








+−→ 2
lim

x

x

x









+
+

−→ 2

1
)2(lim

x
x

x


 

    

= 








−→ x

x

x
lim



















+

+
−→

2

1
2

1

lim

x

x
x



 

    

=
u

u

u



0
lim
→

=1. 

v) 








−→ x
x

x

1
lim 2 =



















−→

x

xx
x 1

1

lim



 

Θέτω 
x

u
1

= . Τότε 0
1

limlim ==
−→−→ x

u
xx

 

Θέτω 
2

1

+
=

x
u .  

Τότε 0
2

1
limlim =

+
=

−→−→ x
u

xx
 

1 
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= ( )x
x −→
lim




















−→

x

x
x 1

1

lim



 

= -  
u

u

u



0
lim
→

 = - 1 

= -. 
3. Υπολογίστε τα όρια: 

i) ( )12139lim 24 −++−
+→

xxx
x

 

ii) ( )2814lim 22 −−+
+→

xx
x

 

iii) ( )2919lim 44 +−+
+→

xx
x

 

iv) 
2

lim
2 +−→ x

xx

x


 

v) 
1

lim
3 +−

−

−→ xx

xxx

x


 

Λύση: 

i) Είναι της μορφής )()()( xQxPxf =  με P(x)=9x4-3x2+1 και Q(x)=2x-1. 

Επειδή η ρίζα του μεγιστοβάθμιου όρου του P(x) είναι 
24 39 xx = , διαφορετικό από τον μεγι-

στοβάθμιο όρο του Q(x) που είναι 2x, βγάζουμε σταδιακά κοινούς παράγοντες τους μεγιστο-
βάθμιους όρους (παρατήρηση 8): 

( )12139lim 24 −++−
+→

xxx
x

 

= 




















−+








+−

+→ x
x

xx
x

x

1
2

13
9lim

42

4

 

     = 




















−+








+−

+→ x
x

xx
x

x

1
2

13
9lim

42

2

 

     

= 




















−+








+−

+→ xxxx
x

x

1
2

113
9lim

42

2

 

     

= + ( ))02(0009 −++−  

     = +3 

     = +. 

ii) Είναι της μορφής  )()()( xQxPxf −=  με P(x)=4x2+1 και Q(x)=8x2-2. 

Επειδή ο μεγιστοβάθμιος όρος του P(x) είναι 4x2, διαφορετικός από τον μεγιστοβάθμιο όρο του 
Q(x) που είναι 8x2, βγάζουμε σταδιακά κοινούς παράγοντες τους μεγιστοβάθμιους όρους (πα-
ρατήρηση 8): 

( )2814lim 22 −−+
+→

xx
x

 

= = 




















−−








+

+→ 2

2

2

2 2
8

1
4lim

x
x

x
x

x
 

     = 




















−−








+

+→ 22

2
8

1
4lim

x
x

x
x

x
 

     

= 




















−−








+

=

+→ 22

2
8

1
4lim

0
x

x
x

x

xx
x
x

 

    = 




















−−








+

=

+→ 22

2
8

1
4lim

0
xx

x

xx
x
x

 

    

=+ ( )0804 −−+  

Θέτω 
x

u
1

= . Τότε 0
1

limlim ==
−→−→ x

u
xx
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= + ( )84 −  

= -. ………………………γιατί 84   άρα 084 − . 

 

iii) Είναι της μορφής  )()()( xQxPxf −=  με P(x)=9x4+1 και Q(x)= 9x4+2. 

Επειδή τα πολυώνυμα P(x) και  Q(x) έχουν τον ίδιο μεγιστοβάθμιο όρο 9x4, εάν εξάγουμε κοι-
νούς παράγοντες τους μεγιστοβάθμιους όρους, θα καταλήξουμε στην απροσδιόριστη μορφή 

+0 (παρατήρηση 9), οπότε πολ/ζουμε και διαιρούμε με την συζυγή παράσταση: 

( )2919lim 44 +−+
+→

xx
x  

= 
( )( )

( )2919

29192919
lim

44

4444

+++

++++−+

+→ xx

xxxx

x  

   =

( )






















++








+







 +−+

+→

4

4

4

4

2
4

2
4

2
9

1
9

2919

lim

2

x
x

x
x

xx

x
 

 

   

=














+++

−−+

+→

4

2

4

2

44

2
9

1
9

2919
lim

x
x

x
x

xx

x
 

 

  = 














+++

−

+→

44

2 2
9

1
9

1
lim

xx
x

x
  

  = 
( )0909

1

++++

−
 

  = 
( )33

1

++

−
 

  = 
6

1

+

−
 

  = 
+

−1
 

  =0.

  

iv) Επειδή το x
x


−→

lim  δεν υπάρχει γιατί η συνάρτηση ημx είναι περιοδική, προσπαθούμε να 

κάνουμε χρήση κριτηρίου παρεμβολής: 

-1≤ημx≤1 

0
−→

===

x
x

-x≥xημx≥x 

  
222 222 +

−


+


+ x

x

x

xx

x

x 
. 

Επειδή 
2

lim
2 +−→ x

x

x
= 2

lim
x

x

x −→
= 0

1
lim =

−→ xx
 

και 
2

lim
2 +

−

−→ x

x

x
= 2

lim
x

x

x

−

−→
=- 0

1
lim =

−→ xx
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

..  

====  
2

lim
2 +−→ x

xx

x


=0. 

Παρατήρηση: Μια συνάρτηση f λέγεται φραγμένη, όταν υπάρχουν αριθμοί m και M τέτοιοι ώστε      

m ≤ f(x) ≤ M, για κάθε x. Τέτοια είναι η ημx γιατί -1≤ημx≤1. 

Μια συνάρτηση f λέγεται μηδενική, όταν έχει όριο το μηδέν. Τέτοια είναι η 
22 +x

x
 γιατί

2
lim

2 +−→ x

x

x
=0. Ισχύει το θεώρημα: «το γινόμενο μηδενικής επί φραγμένης είναι μηδενική». 
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v) Επειδή =+−
−→

)1(lim 3 xx
x

=
−→

)(lim 3x
x

(-)3=-  x3-x+1<0…………………(1) 

13 +−

−

xx

xxx 

 
=

13 +−

−

xx

xxx 
  

)1(

=
13 −+−

−

xx

xxx 

 

≤ 
13 −+−

−+

xx

xxx 

  

= 
13 −+−

+

xx

xxx 
  

≤ 
1

1
3 −+−

+−

xx

x
……γιατί |ημx|≤1, |συνx|≤1 και όταν x→-  x<0 |x|=-x 

Άρα 
1

1
3 −+−

−

xx

x
≤ 

13 +−

−

xx

xxx 
 ≤ 

1

1
3 −+−

+−

xx

x
 

Επίσης 
1

1
lim

3 −+−

−

−→ xx

x

x
 = 3

lim
x

x

x −−→
= - 2

1
lim

xx −→
=0 

και 
1

1
lim

3 −+−

+−

−→ xx

x

x
 = 3

lim
x

x

x −

−

−→
= 2

1
lim

xx −→
=0 

4. Υπολογίστε τα όρια: 

i) 
x

x

x



−→
lim  

ii) 







−→ x

x
x

1
lim   

iii) 

x
x

x

x 1

2
lim

2



−→
 

(Παρατήρηση: τα ερωτήματα είναι εξαρτώμενα.) 

Λύση: 

i) 
x

x

 
= 

x

x
≤ 

xx

11
−=

−
………………γιατί |ημx|≤1 και όταν x→-  x<0 |x|=-x 

Άρα 
x

1
≤ 

x

x
 ≤ 

x

1
−  

Επίσης  
xx

1
lim

−→
=0 

και  







−

−→ xx

1
lim =0 

ii) 








−→ x
x

x

1
lim  =



















−→

x

x
x 1

1

lim



 

   = 
u

u

u



0
lim
→

    = 1. 

iii) Επειδή −=








−→ x
x

x

1
lim 2 ( Άσκηση 2v)  .0

1

1
lim

2

=
−→

x
x

x



……………………….(1) 

..  

====  
1

lim
3 +−

−

−→ xx

xxx

x


=0. 

..  

====  
x

x

x



−→
lim =0. 

Θέτω 
x

u
1

= . Τότε 0
1

limlim ==
−→−→ x

u
xx
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 x
x

x

1

2

2


 =

x
x

xx

1

2

2


 = x

x
x

x

x







1

1
2

 

= x

x
x

x

x







1

1
2

 

≤ 

x
x

x

x

1

1
2




 ………………………..γιατί |συνx|≤1 

και επειδή  
x

x

x



−→
lim =0 (ερώτημα (i)) και 1

1
lim =









−→ x
x

x
 (ερώτημα (ii))  

με κριτήριο παρεμβολής βρίσκουμε .0
1

2
lim

2

=
−→

x
x

x

x




 

5. Να υπολογίσετε τα α, βR, ώστε .1
2

1
lim

2

=







+−

+

+

−→
x

x

x

x
 

Λύση: 

=







+−

+

+

−→
1

2

1
lim

2

x
x

x

x
1

2

)2()2(1
lim

2

=








+

+++−+

−→ x

xxxx

x



 

1
2

221
lim

22

=








+

++−−+


−→ x

xaxaxx

x



 

 

1
2

21)2()1(
lim

2

=








+

++−+−


−→ x

xax

x


……………………(1) 

• α≠1. Τότε ο αριθμητής έχει μεγαλύτερο βαθμό από τον παρονομαστή και το όριο ισούται με  άτο-
πο γιατί το όριο ισούται με 1.  

• α=1. Τότε η (1) δίνει: 

1
2

21)2(
lim =









+

++−

−→ x

x

x



 

1
)2(

lim =






 −


−→ x

x

x


 … γιατί εάν β=2 το όριο ισούται με 0, άτοπο. 

  β-2=1  

  β=3. 
Άρα α=1, β=3. 

6. α) Υπολογίστε το ( ).114lim 2 ++++
−→

axxx
x

 

      β) βρείτε τα α, βR, ώστε ( ) .1214lim 2 =−+++
−→

axxx
x

 

Λύση: 

α) Είναι της μορφής )()()( xQxPxf =  με P(x)=4x2+x+1 και Q(x)=αx+1. 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• α=2. Τότε πολ/ζουμε και διαιρούμε με την συζυγή παράσταση (παρατήρηση 9 &10): 

( ).1214lim 2 ++++
−→

xxx
x

= 
( )( )

1214

12141214
lim

2

22

−−++

−−++++++

−→ xxx

xxxxxx

x
 

   ? 
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= 
( ) ( )

1214

1214
lim

2

2
2

2

−−++

+−++

−→ xxx

xxx

x
 

= 









−−++

−−−++

−→

x
x

xx
x

xxxx

x 1
2

11
4(

14414
lim

2

2

22

 

= 









−−++

−

−→

x
x

xx
x

x

x 1
2

11
4(

3
lim

2

 

= 









−−++−

−

−=

−→

x
x

xx
x

x

xx
x
x 1

2
11

4(

3
lim

2||
0

 

= 














−+++−

−

−→

xxx
x

x

x 1
2

11
4(

3
lim

2

 

xxx

x 1
2

11
4(

3
lim

2
−+++

=
−→

 

02004

3

−+++
=  

 = ¾. 

• α≠2. Τότε εξάγουμε κοινούς παράγοντες τους μεγιστοβάθμιους όρους: 

( ).114lim 2 ++++
−→

axxx
x   

( )( )
( )114

114114
lim

2

22

−−++

−−++++++
=

−→ axxx

axxxaxxx

x  

( ) ( )









+−








++

+−++
=

−→

x
ax

xx
x

axxx

x 111
4

114
lim

2

2

2
2

2

 









+−++

−−−++
=

−→

x
ax

xx
x

axxaxx

x 111
4

1214
lim

2

222

 









+−++−

−−−++
=

−=

−→

x
ax

xx
x

axxaxx

xx
x
x 111

4

1214
lim

2

222

||
0

 














++++−

−+−
=

−→

x
a

xx
x

xaxa

x 111
4

)21()4(
lim

2

22

 














++++

−+−
=

−→

x
a

xx
x

xaxa

x 111
4

)12()4(
lim

2

22

. 

To όριο εξαρτάται από την παράσταση α2-4. 

Εάν α2-4 ≠ 0 

2




 α ≠ -2, τότε το όριο γίνεται: 
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












++++









−+−

=
−→

x
a

xx
x

x
aax

x 111
4

1
)12(4

lim

2

22

 

x
a

xx

x
aax

x 111
4

1
)12(4

lim

2

2

++++









−+−

=
−→  

( )
0004

042

++++

+−−
=

a

a

 

( )
2

)2(2

+

+−−
=

a

aa
…………………………………και αφού α ≠ -2

 

 
= -(α-2)= 





+

−

2α2- αν   ,

2α αν   ,
. 

Εάν α2-4 = 0 

2




 α = -2, τότε το δοθέν όριο δεν είναι απροσδιόριστη μορφή και γίνεται: 

( )1214lim 2 +−++
−→

xxx
x  





















+−








++=

−→ x
x

xx
x

x

1
2

11
4lim

2

2

 






















+−








++=

−→ x
x

xx
x

x

1
2

11
4lim

2
 






















+−








++−=

−=

−→ x

x
xx

x

xx
x
x

1
2

11
4lim

2

||
0

 














++++−=

−=

−→ xxx

x

xx
x
x

1
2

11
4lim

2

||
0

 

( )02004 +++++=
 

4+=
 = +. 

β) Το όριο ( )214lim 2 −+++
−→

axxx
x

 με αντικατάσταση γίνεται ++α(-). 

• Εάν α<0, τότε γίνεται ++=+ που απορρίπτεται γιατί ( ) .1214lim 2 =−+++
−→

axxx
x

 

• Εάν α>0 τότε προκύπτει απροσδιόριστη μορφή +-. Τότε εάν: 
i) α ≠ 2, εξάγουμε κοινούς παράγοντες (παρατήρηση 8): 

( )214lim 2 −+++
−→

axxx
x 





















−+








++=

−→ x
ax

xx
x

x

211
4lim

2

2

 






















−+++=

−→ x
ax

xx
x

x

211
4lim

2
 






















−+++−=

−=

−→ x

ax
xx

x

xx
x
x

211
4lim

2

||
0

 














+−++−=

−→ x
a

xx
x

x

211
4lim

2
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( )0004 +−++−= a  

= +(α-2) = 






+

2α0 αν   ,-

2α αν   ,
. 

Που απορρίπτεται γιατί ( ) .1214lim 2 =−+++
−→

axxx
x

 

ii) α=2. Τότε πολ/ζουμε και διαιρούμε με την συζυγή παράσταση (περίπτωση 9 & 10): 

( ) 1214lim 2 =−+++
−→

axxx
x

( )( )
( )

1
2214

22142214
lim

2

22

=
+−++

+−++−+++


−→ 



xxx

xxxxxx

x  

( ) ( )
1

2
2

11
4

2214
lim

2

2

2
2

2

=






















−−








++

−−++


−→

x
x

xx
x

xxx

x 



 

1
2

2
11

4

48414
lim

2

222

=






















−−++

−+−++


−→

x
x

xx
x

xxxx

x 



 

1
2

2
11

4

41)81(
lim

2

2

||
0

=






















−−++−

−++


−=

−→

x
x

xx
x

x

xx
x
x 



 

1
2

2
11

4

41
81

lim

2

2

=














−+++








 −
++

−
−→

xxx
x

x
x

x 




…..γιατί αν 1+8β=0 τότε το
 

1
2

2
11

4

41
81

lim

2

2

−=

−+++

−
++


−→

xxx

x
x 




 

1
2

2
11

4

41
81

lim

2

2

−=

−+++

−
++


−→

xxx

x
x 




 

1
02004

081
−=

−+++

++




 

1
4

81
=

+




 

 1+8β=4 

 β=-3/8. 

Άρα α=2 και β=-3/8. 

7. Εάν για την περιττή συνάρτηση f ισχύει ,
2

)(
lim −=

−+→ x

xf

x 
να δείξετε ότι −=

+→
)(lim xf

x
και 

.)(lim +=
−→

xf
x

 

Λύση: 

• Θέτω 
x

xf
xg

−
=

2

)(
)( . Τότε −=

+→
)(lim xg

x
………………………………………………..(1) 

όριο ισούται με μηδέν, γιατί ο 

αριθμητής έχει μικρότερο 

βαθμό του παρονομαστή, που 

απορρίπτεται γιατί 

( ) .1214lim 2 =−+++
−→

axxx
x
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και f(x)=(2-ημx)g(x) οπότε: 

Επειδή  ημx≤1  -ημx≥-1  

 2-ημx≥2-1  

 2-ημx≥1 

 (2-ημx)g(x) ≤ g(x)………………… γιατί −=
+→

)(lim xg
x

 g(x)<0 κοντά στο - 

  f(x) ≤ g(x)………………………………………………………………..…(2) 

Επειδή −=
+→

)(lim xg
x

−=
+→

)(lim
)2(

xf
x

……………………………………………….…(3)  

(Εάν μια συνάρτηση έχει όριο το -, τότε και κάθε μικρότερή της έχει όριο το -) 

 • =
−→

)(lim xf
x

)(lim uf
u

−
+→

)(lim uf
u +→

−=
)3(

= -(-)=+. 

 
 
 
 

8. Υπολογίστε τα όρια: 

i) 
1

1
lim

4 +

+

−→ x

e x

x
 

ii)  2

0
ln)53(lim xx

x
−

→
 

iii) 
1

12
2

2

lim +

−

−→

x

x

x
e  

iv) 3

1

2

2
lim

+

+

+→ +

+
xx

xx

x e

e
 

v) )1ln(lim 2 xx
x

−+
+→

 

Λύση: 

i) 
1

1
lim

4 +

+

−→ x

e x

x
.001

1

1
lim)1(lim

4
==

+
+=

−→−→ x
e

x

x

x
 

ii)  2

0
ln)53(lim xx

x
−

→
= -5(-)=+. 

iii) Βρίσκουμε το 
1

12
lim

2

2

+

−

−→ x

x

x
.2

2
lim

2

2

==
−→ x

x

x
 

Άρα 
1

12
2

2

lim +

−

−→

x

x

x
e =e2. 

iv) 3

1

2

2
lim

+

+

+→ +

+
xx

xx

x e

e






















+






















+

=
+→ x

x

x

x

x

e
e

e
ee

2
81

2

lim  ………………….γιατί e>2 

     
x

x

x

e

e
e









+









+

=
+→ 2

81

2

lim

 

     081

0

+

+
=

e

 

      
=e. 

Θέτω u=-x. Τότε x=-u και 

όταν x→- τότε u→+ 

f περιττή 
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v) Βρίσκουμε το όριο )1(lim 2 xx
x

−+
+→ )1(

)1)(1(
lim

2

22

xx

xxxx

x ++

++−+
=

+→
 

)1(

)1)(1(
lim

2

22

xx

xxxx

x ++

++−+
=

+→  

( )
x

x
x

xx

x

+







+

−+
=

+→ 1
1

1
lim

2

2
2

2

 

x
x

x

xx

x

++

−+
=

+→ 1
1

1
lim

22

 

x
x

x
xx

x
x

++

=

=

+→ 1

1

1
lim

||
0  














++

=
+→

1
1

1

1
lim

x
x

x
 

( )101

1

+++
=  

=0. 

Άρα )1ln(lim 2 xx
x

−+
+→

u
u

lnlim
0+→

= =-…………… γιατί .012 −+ xx  

9. δsD 

 

 

 

Θέτω .12 uxx =−+  Tότε )1(lim 2 xx
x

−+
+→

=0 

 ? 


