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

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17.13. 
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

1

0
2)1(

1
dxxe

x

x






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
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17.14. Ι= 
3/

2/

3




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
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18. Θέμα 3ο 2004: Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g(x)=exf(x), όπνπ f ζπλάξηεζε παξαγωγίζηκε ζην R. θαη 

f(0)=f(3/2)=0. 

1. Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ(0,3/2) ηέηνην ώζηε f΄(μ)=-f(μ). 

2. Δάλ f(x)=2x2-3x, λα ππνινγίζεηε ην νινθιήξωκα 

0

)()(



 dxxg θδθ 

3. Να βξείηε ην όξην )(Ilim a


 

Λύση:  

1. Η g είλαη παξαγωγίζηκε ωο γηλόκελν παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε g΄(x)=exf(x)+exf΄(x)= 
=ex(f(x)+f΄(x)). 

Η g είλαη ζπλερήο ζην [0,3/2] θαη παξαγωγίζηκε ζην (0,3/2). Δπηπιένλ  f(0)=f(3/2)=0. 
 Άξα εθαξκόδεηαη γηα ηελ g ην Θ. Rolle ζην [0,3/2] θαη ζπλεπώο ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

μ(0,3/2) ηέηνην ώζηε g΄(μ)=0  eμ(f(μ)+f΄(μ))=0  

  f(μ)+f΄(μ)=0……………….γηαηί eμ
0 

  f΄(μ)=-f(μ). 

2. 

0

)()(



 dxxg 
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

dxxfex
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 

0
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dxxexe xx
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2 32



xdxedxxe xx ……………………………………………………………………..(1) 

Τπνινγίδνπκε μερωξηζηά ηα δπν νινθιεξώκαηα: 

☛ 
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

dxxex  
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

0
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

dxxex

..

    

0
202 )(



dxxexe x
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2 2



xdxeae xa . 

Άξα (1)  

0
2 72)(



 xdxeae xa …………………………………………………….(2) 

0 

0 
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0



dxeae xa  0axa eae  =

aa eae  1 . 

Δπνκέλωο (2)   aaa eaeae  172)( 2 aaa eaeae 7772 2  =

7)772( 2  aaea . 

3.  )772(lim 2 
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Άξα )(Ilim a


=7. 

19. Θέμα 4ο 2008: Έζηω f ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην R γηα ηελ νπνία ηζρύεη : 

45)()310()(

2

0

3   dttfxxxf . 

1. Να δείμεηε όηη f(x)=20x3+6x-45.       Μνλάδεο 8 
2. Γίλεηαη επίζεο κηα ζπλάξηεζε g δπν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην . Να απνδείμεηε όηη 

)(
h)-(xg-(x)g

lim
0

xg
hh





.        Μνλάδεο 4 

3. Αλ γηα ηελ ζπλάξηεζε f ηνπ (1) εξωηήκαηνο θαη ηελ ζπλάξηεζε g ηνπ δεύηεξνπ εξωηήκαηνο 

ηζρύεη όηη
 

45)(
h)-g(x2g(x)-h)g(x

lim
20





xf

hh
 θαη g(0)=g΄(0)=1, ηόηε: 

i. Να απνδείμεηε όηη g(x)=x5+x3+x+1.      Μνλάδεο 10 
ii. Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g είλαη «1-1».     Μνλάδεο 3 

Λύση:  

1. Σν 
2

0

)( dttf  είλαη αξηζκόο. Έζηω 
2

0

)( dttf .  

Σόηε ε δνζείζα γίλεηαη 45)310()( 3  xxxf    

2

0

3
2

0

45)310()( dxxxdxxf   

 

2

0

2

0

3 45)310( dxdxxx  90
2
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













xx
  9046    θ=2. 

Σόηε ε δνζείζα γίλεηαη f(x)=2(10x3+3x)-45=20x3+6x-45. 

2. 
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0
0
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lim)(
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


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



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x x
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

)(xg-h)-(xg
lim 00

0 hh

h)-(xg-)(xg
lim 00

0




  
γηα θάζε x0R. 

Άξα )(
h)-(xg-(x)g

lim
0

xg
hh





γηα θάζε xR. 

3. Δίλαη:  

i. 45)(
h)-g(x2g(x)-h)g(x

lim
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
xf

hh

 
45)(
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)()(
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0
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




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hxghxg

hDLH

45)(
)()()()(

lim
2

1

0








 






xf

h

hxgxg

h

xghxg

h
θαη από ην (2) εξώηεκα έρνπκε: 



45)()()(
2
1

2
1  xfxgxg xxxg

ώ

620)( 3
.

)1(




. 

Άξα .35
2

6
4

20)( 1
24

1

24

cxxc
xx

xg   

g΄(0)=1  c1=1 

Δπνκέλωο 135)( 24  xxxg , νπόηε 2
35)( cxxxxg  . 

g(0)=1  c2=1. 

Άξα 1)( 35  xxxxg . 

ii. 135)( 24  xxxg >0 άξα είλαη ➶ θαη επνκέλωο «1-1» άξα αληηζηξέθεηαη. 

20. Θέμα Γ 2010 ερώτημα Γ4: Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x)=2x+ln(x2+1), xR. Να ππνινγίζεηε ην νινθιή-

ξωκα 




1

1

)( dxxxf .          Μνλάδεο 7 

Λύση: 




1

1

)( dxxxf 




1

1

22 ))1ln(2( dxxxx 




1

1

2
1

1

2 )1ln(2 dxxxdxx

1

1

3

3
2














x

3

4
...  γηαηί ε 

ζπλάξηεζε h(x)=xln(x2+1) είλαη περιττή ζην [-1,1], αθνύ h(-x)=-xln((-x)2+1)=-xln(x2+1)=-h(x). 

Παρατήρηση: Σν νινθιήξωκα 0)1ln(

1

1

2 


dxxx κπνξεί λα απνδεηρζεί θαη κε παξαγνληηθή 

νινθιήξωζε ή κε αληηθαηάζηαζε x2+1=w. 
 

21. Θέμα Δ 2016: Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f νξηζκέλε θαη δπν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην R, κε ζπλερή δεύηεξε 

παξάγωγν, γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη: 

   



0

)()( xdxxfxf . 

 f(R)=R θαη 1
f(x)

lim
0


 xx 

 

 
xxf exffxe  ))(()(

γηα θάζε xR. 

 
Δ.1. Να δείμεηε όηη f(π)=π (κνλάδεο 4) θαη f΄(0)=1 (κνλάδεο 3)  Μνλάδεο 7 
Δ.2.  

Δ.2.1. Να δείμεηε όηη ε f δελ παξνπζηάδεη αθξόηαηα ζην R. (κνλάδεο 4) 
Δ.2.2. Να δείμεηε όηη ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην R. (κνλάδεο 2)  

          Μνλάδεο 6 

Δ.3. Να ππνινγίζεηε ην όξην 
)(

συνxημx
lim

xfx




.    Μνλάδεο 6 

Δ.4. Να δείμεηε όηη 
2

1

)(ln
0 



 
e

dx
x

xf
.      Μνλάδεο 6 

Λύση:  

Δ.1.   



0

)()( xdxxfxf

 

 


 
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)()( xdxxfxdxxf  
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

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0
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0
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  


 
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)()( xdxxfxdxxf

 

 

..

   





 
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0
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))(()()( dxxxfxxfxdxxf

 

0 
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  


 
00

)()0()()( xdxxfffxdxxf

 
    )0()( ff  …………………………………………………….(1)

 
1

f(x)
lim

0


 xx 
 

Θέηω 
x

xf
xg



)(
)(   

Από (2)  00101lim)(lim])([lim)(lim 0
)1(

0000



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xxxx
. 

Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 0, 0)(lim)0(
0




xff
x

……………………………………………………(4) 

Από (1) θαη (4)  f(π)=π. 
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