
ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ 

2ον ΠΑΡΑΒΟΛΗ 

1) Να βξεζεί ην κR, ώζηε ε επζεία (ε): 2x+3y+κ=0 λα εθάπηεηαη ηεο παξαβνιήο x2=-6y. 

Λύση: 
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Ζ (1) είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο x. Αθνύ ε επζεία (ε) εθάπηεηαη ηεο παξαβνιήο, ηέκλεη απηή ζε έλα 

κόλν ζεκείν, άξα ε (1) έρεη κνλαδηθή ιύζε. Άξα Γ=0  β2-4αγ=0 

   16+8κ=0 

   κ=-2. 
Θα πξέπεη λα δηαπηζηώζνπκε όκσο αλ πξάγκαηη γηα κ=-2 ε (ε): 2x+3y-2=0 είλαη εθαπηνκέλε. 

Γηα κ=-2 ην ηξηώλπκν (1) έρεη δηπιή ξίδα .2
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Ζ εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε xxA=-3(y+yA)  …  2x+3y-2=0. 

2) Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο παξαβνιήο y2=2x, πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(-4,-1). 

Λύση: Πξνθαλώο (?) ην ζεκείν Α δελ 

είλαη ζεκείν ηεο παξαβνιήο (c). 

Δάλ M1(x1,y1) είλαη ην ζεκείν επαθήο, 

ηόηε ε εθαπηνκέλε (ε) έρεη εμίζσζε 

yy1=ξ(x+x1) θαη επεηδή ξ=1  

yy1=x+x1……………………………..(1) 

Α(ε)  -y1=-4+x1…..(2) 

Μ1(c)  y1
2=2x1.…..(3) 
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☛ Μ1(2,2) ε εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε x-2y+2=0. 

☛ Μ1(8,-4) ε εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε x+4y+8=0 (δπν εθαπηόκελεο, βιέπε ζρήκα 1). 

3) Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο (δ) ηεο παξαβνιήο (c): y2=5x, πνπ είλαη θάζεηε ζηελ επζεία                            
(ε): 3x+2y-1=0. 

Λύση: ξ=5/2. 

Έζησ (δ): yy1=
2

5
(x+x1)  2yy1=5x+5x1  5x- 2y1y+5x1=0 (1) ε εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο (c), 

όπνπ M1(x1,y1) είλαη ην ζεκείν επαθήο. 

Γπν δηαλύζκαηα παξάιιεια ζηηο (δ) θαη (ε) είλαη ηα  )5,2( 1 
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    y1=
15/4. 

Μ1(c)  y1
2=5x1 ε νπνία γηα y1=

15/4 δίλεη x1=
45/16 νπόηε ε (1) δίλεη 16x-24y+45=0. 

4) Γίλεηαη ε παξαβνιή y2=4x. 
i) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο (δ) πνπ είλαη θάζεηε ζηελ επζεία (ε): 3x+y+3=0. 

ii) Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελώλ ηεο πνπ δηέξρνληαη από ην ζεκείν Α(-2,1). 

Λύση:  

i) ξ=2. Έζησ (δ): yy1=2(x+x1)  yy1=2x+2x1  2x-y1y+2x1=0 (1) ε εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο (c), 
όπνπ M1(x1,y1) είλαη ην ζεκείν επαθήο. 

Γπν δηαλύζκαηα παξάιιεια ζηηο (δ) θαη (ε) είλαη ηα  )2,( 1 
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vu   -y1+6=0 

    y1=6. 

M1(x1,y1) 

 

ςχήμα 1 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

Μ1(c)  y1
2=4x1 ε νπνία γηα y1=6 δίλεη x1=9 νπόηε ε (1) δίλεη x-3y+9=0. 

ii) Δάλ M1(x1,y1) είλαη ην ζεκείν επαθήο, ηόηε από ηελ (1) έρνπκε: 

Α(ε)  -4-y1+2x1=0…..(2) 

Μ1(c)  y1
2=4x1.……...(3) 
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☛ Μ1(1.-2) ε εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε x+y+1=0. 

☛ Μ1(4,4) ε εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε x-2y+4=0. 

5) Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ (δ) ηεο παξαβνιήο (c): y2=16x, πνπ απέρνπλ από ηελ 

θνξπθή ηεο απόζηαζε 
5

52
. 

Λύση: ξ=8. 

Έζησ (δ): yy1=8(x+x1)  yy1=8x+8x1  8x-y1y+8x1=0 (1) ε εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο (c), όπνπ 
M1(x1,y1) είλαη ην ζεκείν επαθήο. 
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(ε πεξίπησζε x1=-4/5 απνξξ.?). 

☛ Μ1(1,4) ε εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε 2x+y+2=0. 

☛ Μ1(1,-4) ε εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε 2x-y+2=0. 

6) Γίλεηαη ε παξαβνιή y2=2ξx θαη από ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ νη δπν εθαπηόκελέο  ηεο. Να βξεζεί ν γ.η. 
ησλ ζεκείσλ Μ, ώζηε νη δπν εθαπηόκελεο λα είλαη θάζεηεο κεηαμύ ηνπο. 
Λύση: Έζησ (ε1): yy1=ξ(x+x1)  

  -ξx+y1y-ξx1=0.……………………(1) 
θαη  (ε2): yy2=ξ(x+x2)  

  -ξx+y2y-ξx2=0…………………….(2) 
νη εμηζώζεηο ησλ δπν εθαπηνκέλσλ, όπνπ M1(x1,y1) 
θαη M2(x2,y2) είλαη ηα ζεκεία επαθήο. 
 Γπν δηαλύζκαηα παξάιιεια ζηηο (ε1) θαη (ε2) είλαη ηα  
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vu    y1y2=-ξ2……..(3) 

Λύλνληαο ην ζύζηεκα ησλ (1) θαη (2) βξίζθνπκε ηηο 
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Δπίζεο y1

2=2ξx1 θαη  y2
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Άξα ν γ.η. είλαη ε δηεπζεηνύζα ηεο παξαβνιήο (ζρήκα 2). 

 
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7) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο παξαβνιήο πνπ εθάπηεηαη ηεο επζείαο (ε): y=4x+1. 

Λύση: 1η περίπτωση: Έζησ (c): y2=2ξx ε εμίζσζε ηεο παξαβνιήο. Λύλνπκε ην ζύζηεκα ησλ (ε) θαη (c) 
γηα λα βξνύκε ην ζεκείν ηνκήο: 
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Ζ (1) είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο x θαη γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε (αθνύ εθάπηεηαη) πξέπεη Γ=0  

β2-4αγ=0  …  ξ=0 (απνξξ.) ή ξ=8. 

Γηα ξ=8 ε (1) γίλεηαη 16x2-8x+1=0  (4x-1)2=0  x=
4

1
.  

Γηα x=
4

1
 ε y=4x+1 δίλεη y=2, επνκέλσο ην ζεκείν επαθήο είλαη M1 
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Σν όηη ε (ε) ηέκλεη ηελ παξαβνιή ζε έλα ζεκείν, δελ είλαη ηθαλή ζπλζήθε ώζηε λα εθάπηεηαη απηήο. Θα 
δείμνπκε όηη ε (ε) πξάγκαηη εθάπηεηαη ηεο παξαβνιήο. 

Ζ εθαπηνκέλε ζην ζεκείν M1 
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2η περίπτωση: Έζησ (c): x2=2ξy ε εμίζσζε ηεο παξαβνιήο. Λύλνπκε ην ζύζηεκα ησλ (ε) θαη (c) γηα λα 

βξνύκε ην ζεκείν ηνκήο: 
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Ζ (2) είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο x θαη γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε (αθνύ εθάπηεηαη) πξέπεη Γ=0  

β2-4αγ=0  …  ξ=0 (απνξξ.) ή ξ=-1/8.  

Γηα ξ=-1/8 ε (2) γίλεηαη 4x2+4x+1=0  (2x+1)2=0  x=-
2

1
.  

Γηα x=-
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 ε y=4x+1 δίλεη y=-1, επνκέλσο ην ζεκείν επαθήο είλαη M1 
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Σν όηη ε (ε) ηέκλεη ηελ παξαβνιή ζε έλα ζεκείν, δελ είλαη ηθαλή ζπλζήθε ώζηε λα εθάπηεηαη απηήο. Θα 
δείμνπκε όηη ε (ε) πξάγκαηη εθάπηεηαη ηεο παξαβνιήο. 

Ζ εθαπηνκέλε ζην ζεκείν M1 
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 έρεη εμίζσζε xx1=ξ(y+y1)  -
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8

1
(y-1)  y=4x+1. 

Άξα ε δεηνύκελε εμίζσζε ηεο παξαβνιήο είλαη y2=16x ή y=-4x2. 

8) i)Βξείηε ηνλ γ.η. ησλ ζεκείσλ Μ(2ξt2, 2ξt), όπνπ ξ=ζηαζ. πξαγκ. αξηζ., όηαλ ην t κεηαβάιιεηαη. 

ii) Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηνπ παξαπάλσ γ.η. πνπ δηέξρνληαη από ην ζεκείν 
Α(3,4), αλ ξ=2. 

Λύση:  

i) Θέησ x=2ξt2 θαη y=2ξt. 
Απαιείθνπκε από απηέο ην t θαη 
βξίζθνπκε: 
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Άξα ν γ.η. είλαη ε παξαβνιή y2=2ξx. 
ii) Γηα ξ=2 ε παξαβνιή έρεη εμίζσζε       

(c): y2=4x……………………………….(1)  
Έζησ (ε): yy1=2(x+x1) (1) ε εμίζσζε ηεο 
εθαπηόκελεο ηεο (c), όπνπ M1(x1,y1) 
είλαη ην ζεκείν επαθήο.   

Α(ε)  4y1=2(3+x1)…..(2) 

Μ1(c)  y1
2=4x1.……...(3) 
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Άξα έρνπκε δπν εθαπηόκελεο ζηα ζεκεία Μ1(1,2) θαη Μ2(9,6) (ζρήκα 3). 

☛ Μ1(1,2) ε εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε x-y+1=0. 

☛ Μ1(1,-4) ε εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε x-3y+9=0. 

9) Να βξεζεί ην αR, ώζηε κηα επζεία παξάιιειε ζηελ (ε): x+2y+1=0 λα είλαη θνηλή εθαπηνκέλε ηεο 

παξαβνιήο y2=4x θαη ηεο θακπύιεο (c) πνπ νξίδεηαη από ηα ζεκεία Μ(α+ 5 ζπλt, -2+ 5 εκt), όηαλ ην 

t κεηαβάιιεηαη. 

Λύση: Θέησ x=α+ 5 ζπλt θαη y=-2+ 5 εκt. 

Απαιείθνπκε από απηέο ην t θαη βξίζθνπκε: 
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                         (x-α)2+(y-2)2=5(ζπλ2t+εκ2t) 

 (x-α)2+(y-2)2=5.  
Άξα ην Μ θηλείηαη ζε θύθιν θέληξνπ Κ(α,-2) 

θαη αθηίλαο ξ= 5 . 

Ζ θνηλή εθαπηνκέλε αθνύ είλαη παξάιιειε 
ζηελ επζεία (ε), ζα έρεη εμίζσζε x+2y+θ=0. 

Αθνύ εθάπηεηαη, ην ζύζηεκα 
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
 y2=4(-2y-θ)  y2+8y+4θ=0………………………………………………(1) 

Ζ ηειεπηαία είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο x θαη γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε πξέπεη Γ=0  …  θ=4. 
Θα απνδείμνπκε όηη ε επζεία x+2y+4=0 εθάπηεηαη ηεο παξαβνιήο. 

Γηα θ=4 ε (1) έρεη κνλαδηθή ιύζε y1=




2
 =-4. Σόηε x1=4 θαη ην ζεκείν επαθήο είλαη Μ1(4,-4). 

Ζ εθαπηόκελε έρεη εμίζσζε yy1=2(x+x1)  -4y=2(x+4)  x+2y+4=0. 

d(K,ε)= 5  5

21

|4221|

22





 …  |α|=5  α=5 ή α=-5 (δύν ιύζεηο. Βιέπε ζρήκα 4). 

10) Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ θνηλώλ εθαπηόκελσλ ηεο παξαβνιήο y2=3x θαη ηνπ θύθινπ x2+y2=4. 

Λύση: Έζησ (ε): yy1=
3/2(x+x1)  

2yy1=3x+3x1  3x-2y1y+3x1=0 (1) ε 
εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο 
παξαβνιήο, όπνπ M1(x1,y1) είλαη ην 
ζεκείν επαθήο κε ηελ παξαβνιή. 

d(Ο,ε)=2  2

43

|3|

2
1

2

1 

 y

x
 

)49(49
2

1
2

1 yx  θαη επεηδή y1
2=3x1, 

ζα έρνπκε 9x1
2=4(9+12x1)  

  3x1
2=4(3+4x1)  

  3x1
2-16x1-12=0. 

Γ=400 θαη x1=6 ή x1=-2/3 (απνξξ. γηαηί  

Γηα x1=6, y1
2=3x1=36=18 νπόηε y1= 

Άξα έρνπκε δπν θνηλέο εθαπηόκελεο (ε1) θαη (ε2) (ζρήκα 5), κε εμηζώζεηο x  2 2 y+6=0. 

11) α) Να δείμεηε όηη θάζε εθαπηνκέλε (ε) ηεο παξαβνιήο y2=2ξx ζε ηπραίν ηεο ζεκείν Μ1(x1,y1) εθηόο ηεο 

θνξπθήο ηεο, γξάθεηαη ζηελ κνξθή y=ιx+




2
, ι≠0. 

(+) 

ςχήμα 4 

έρεη κνλαδηθή ιύζε. 

x>0). ςχήμα 5 

 23 . 
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β) Να δείμεηε όηη ε επζεία (ε): y=mx+
m4

15
 είλαη εθαπηνκέλε ηεο παξαβνιήο y2=15x, γηα θάζε mR*. 

γ) Να βξείηε ηηο θνηλέο εθαπηόκελεο ηεο παξαβνιήο y2=15x θαη ηεο πεξηθέξεηαο κε εμίζσζε x2+y2=16. 

Λύση:  

α) Έζησ (ε): yy1=ξ(x+x1)  
1

1

1 y

x
x

y
y


 , γηαηί y10 (?) ........................................................ (1) 

Θέησ ι=
1y


.  ................................................................................................................................ (2) 

Σόηε 



1y θαη ε ζρέζε y1

2=2ξx1 γίλεηαη 1

2

2 x












 

21
2


x . .................................... (3) 

Ζ ζρέζε (1) ιόγσ ησλ (2) θαη (3) γίλεηαη y=ιx+




2
. 

β) Δίλαη εθαξκνγή ηνπ (α) εξσηήκαηνο, γηα ξ=15/2. 

γ) Από ην (β) εξώηεκα, (ε): y=mx+
m4

15
  

                                     4m2x-4my+15=0........ (4) 

d(O,ε)=2  4

4

|15|

24


 mm  
   …  256m4+256m2-225=0……....(5) 
 
Ζ εμίζσζε (5) είλαη δηηεηξάγσλε σο πξνο m θαη 

έρεη δεθηή ηελ ζεηηθή ηεο ξίδα m2=9/16  
4

3
m . 

Άξα έρνπκε δπν θνηλέο εθαπηόκελεο (ε1) θαη (ε2) 

(ζρήκα 6), κε εμηζώζεηο 5
4

3
 xy . 

12) Να δείμεηε όηη αλ Ρ ηπραίν ζεκείν ηεο παξαβνιήο 
y2=2ξx, ηόηε ν θύθινο δηακέηξνπ ΔΡ, όπνπ Δ ε 
εζηία ηεο, εθάπηεηαη ζηνλ άμνλα y΄Oy. 

Λύση: ΢ην ζρήκα 7 έρνπκε θέξεη ηελ ΡΑ θάζεηε 

ζηελ δηεπζεηνύζα επζεία (ε) θαη από ην κέζν Κ ηνπ ΡΔ, ηκήκα ΚΓ θάζεην ζηνλ άμνλα yy΄. 
Αξθεί λα δείμνπκε όηη (ΡΔ)=2(ΚΓ). 
Έρνπκε δηαδνρηθά: 

(ΡΑ)=(ΡΔ)  (ΡΒ)+(ΒΑ)=(ΡΔ) ..................................... (1) 
΢ην ηξαπέδην ΟΔΡΒ ε ΚΓ είλαη δηάκεζνο.  
Άξα (ΡΒ)+(ΟΔ)=2(ΚΓ) ................................................. (2) 

Δπίζεο (ΒΑ)=(ΟΔ)=
2

|| 
 .............................................. (3) 

Από (1), (2) θαη (3)  (ΡΔ)=2(ΚΓ). 
13) Γίλεηαη ε παξαβνιή y2=2ξx θαη ζεκείν ηεο Μ(x1,y1), κε 

0≠x1≠ξ/2. Δπζύγξακκν ηκήκα ΜΜ΄ έρεη ηα άθξα ηνπ ζηελ 
παξαβνιή θαη δηέξρεηαη από ηελ εζηία Δ (ρνξδή ηεο πα-
ξαβνιήο). Φέξλνπκε ηελ εθαπηνκέλε (ε) ηεο παξαβνιήο 
ζην Μ πνπ ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄Ox ζην Γ, ηνλ άμνλα y΄Oy 

ζην Α θαη ηελ δηεπζεηνύζα (δ) ζην Β. Δάλ ΜΛ (δ), ΜΓ  

x΄Ox, ΜΕ (ε) θαη Μ΄Λ΄(δ), λα δείμεηε όηη: 
i)    (ΟΓ)=(ΟΓ), 
ii) (ΔΓ)=(ΔΜ)=(EZ)=(ΜΛ)=(ΓΛ), 
iii) (ΓΕ)=2(ΟΔ), 
iv) (ΒΛ)=(ΒΛ΄), 
v) ηα ζεκεία Μ, Ο, Λ΄ είλαη ζπλεπζεηαθά, 
vi) ηα ζεκεία Μ΄, Ο, Λ είλαη ζπλεπζεηαθά, 
vii) ηα ζεκεία Δ, Α, Λ είλαη ζπλεπζεηαθά, 

viii) Λ΄Δ//(ε) 

 

ςχήμα 6 

(ε): 

ςχήμα 7 
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ix) ΔΑΑΜ, ΒΔΔΜ, ΛΔΔΛ΄ θαη ΒΜΒΜ΄ 
x) ε ΒΜ΄ είλαη εθαπηνκέλε ηεο παξαβνιήο, 
xi) ηα ηεηξάπιεπξα ΔΒΛΜ, ΔΑΒΚ, ΔΒΛ΄Μ΄ θαη ΔΑΜΓ είλαη εγγξάςηκα ζε θύθιν, 
xii) ν θύθινο δηακέηξνπ ΜΜ΄ εθάπηεηαη ηεο δηεπζεηνύζαο ζην Β θαη 
xiii) όηαλ ην Μ θηλείηαη πάλσ ζηελ παξαβνιή, ην κέζν Θ ηνπ ΜΜ΄ θηλείηαη ζηελ γξακκή κε εμίζσζε 










2

2 
 xy . 

Λύση:  

i)  Έζησ (ε): yy1=ξ(x+x1) (1) ε εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ηεο παξαβνιήο, όπνπ M1(x1,y1) είλαη ην 
ζεκείν επαθήο. Γηα y=0 δίλεη x=-x1. Άξα Γ(-x1,0) θαη επεηδή Γ(x1,0), είλαη (ΟΓ)=(ΟΓ)=|x1| (ζρήκα 8). 

 
ii) Δπεηδή (ΓΚ)=(ΔΓ)=|x1-

ξ/2|, ζα έρνπκε: 
(ΔΓ)=(ΔΚ)+(ΓΚ) 
 =(ΔΚ)+(ΔΓ)  
 =(ΚΓ) 
 =(ΜΛ) ………………..ιόγσ ηνπ νξζνγσλίνπ ΚΓΜΛ 
 =(ΜΔ)………………...από ηνλ νξηζκό ηεο παξαβνιήο 
΢ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΜΓΕ είλαη (ΔΓ)=(ΜΔ). Άξα ε ΜΔ είλαη δηάκεζνο πξνο ηελ ππνηείλνπζα θαη 
επνκέλσο (ΔΓ)=(ΜΔ)=(ΔΕ). 
Δπεηδή (ΔΓ)=//(ΜΛ), ην ηεηξάπιεπξν ΓΔΜΛ είλαη παξ/κν. Άξα (ΜΔ)=(ΛΓ). 
Άξα (ΔΓ)=(ΜΔ)=(ΔΕ)=(ΜΛ)=(ΛΓ). 

iii) Δπεηδή Δ κέζν ηνπ ΕΓ, xZ+xΓ=2xΔ  xZ-x1=ξ  xZ=ξ+x1. Άξα Ε(ξ+x1,0). 

(ΓΕ)=    22
  yyxx ZZ    22

11 00  xx =…=|ξ|=2(ΟΔ). 

iv) Ζ ζρέζε (1) γηα x=-ξ/2 δίλεη yBy1=ξ(-ξ/2+x1)  
1

1

2

)2(

y

x
yB




1

2
1

2

2

y

x  


1

22
1

2y

y 
 . 

ςχήμα 8 
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Άξα 












 


1

22
1

2
,

2 y

y 
. 

(ΒΛ)= 1
1

22
1

2
y

y

y


 

1

2
1

22
1

2

2

y

yy 




1

22
1

2 y

y 
 ................................................................ (1) 

Βξίζθνπκε ηηο ζπλ/λεο ηνπ Μ΄(x,y). 













11 ,
2

yxE


 θαη 











yx΄E ,
2


 

ΔΜ // ΔΜ΄  

yx

yx

2

2
11








=0  



















22
11


xyxy  

   y(2x1-ξ)=(2x-ξ)y1 

   









1

1

2

)2(

x

yx
y .  ................................................................. (2) 

 ( γηαηί 
2

1


x . Αλ 

2
1


x νπόηε θαη 

2


x νδεγεί ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα ζεκεία Μ θαη Μ΄ είλαη 

ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα xx΄ πνπ είλαη ηεηξηκκέλε πεξίπησζε θαη πεξηγξάθεηαη ζην ζρήκα 9. 

Σόηε ΓΚ θαη ΓΔ).  

 

y2=2ξx x
x

yx





2

)2(

)2(

2
1

2
1

2)2(





   x

x

xx





2

)2(

2)2(

2
1

1
2





 

  x
x

xx






2
1

1
2

)2(

)2(




 

  (2x-ξ)2x1=(2x1-ξ)2x 

  (4x2-4xξ+ξ2)x1=(4x1
2-4x1ξ+ξ2)x 

  4x2x1-4xx1ξ+ξ2x1=4xx1
2-4xx1ξ+ξ2x 

  4x2x1+ρ2x1-4xx1
2-ρ2x=0 

  4xx1(x-x1)-ξ
2(x-x1)=0 

  (x-x1)(4xx1-ξ
2)=0 

  x-x1=0 ή 4xx1-ξ
2=0 

  x=x1 (ζεκείν Μ) ή 4xx1-ξ
2=0 δειαδή 

1

2

4x
x


 . 

ςχήμα 9 
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Γηα 
1

2

4x
x


 ε ζρέζε (2) κεηά από πξάμεηο δίλεη 

1

1

2x

y
y




11

2
1

2 yx

y


11

1

2

2

yx

x 


1

2

y


 . 

Άξα 















1

2

1

2

,
4

'
yx


. 

Δπίζεο 















1

2

,
2

'
y


. 

(ΒΛ΄)=
1

2

1

22
1

2 yy

y 




1

222
1

2

2

y

y  


1

22
1

2 y

y 
 . ........................................................... (2) 

Από (1) θαη (2)  (ΒΛ)=(ΒΛ΄). 

v) ),( 11 yx


 θαη 

















1

2

,
2 y

΄


 .  

1

2
11

2 y

yx




=
1

1
2

1

2 y

xy 


1

1
22

1

2

2

y

xy  


1

1
22

1

2

22

y

xx  


1

1
22

1
2

2

22

y

xx  
 =0. 

Άρα ΟΜ//ΟΛ΄ και επειδή ζχουν το Ο κοινό, τα Μ, Ο και Λ΄ είναι ςυνευθειακά. 

vi) 











1,
2

y


 θαη 

















1

2

1

2

,
4

'
yx


 

1

2

1

2

1

4

2

yx

y









=
1

1
2

1

3

42 x

y

y




11

2
1

2
1

3

4

2

yx

yx  


11

2
11

2

4

)2(

yx

yx 




11

2
1

2
1

2

4

)(

yx

yy 



=0. 

Άρα ΟΜ΄//ΟΛ και επειδή ζχουν το Ο κοινό, τα Μ΄, Ο και Λ είναι ςυνευθειακά. 
vii) ΢ην παξ/κν ΛΜΔΓ ην Α είλαη ην κέζν ηεο δηαγσλίνπ ΜΓ. Άξα είλαη ην θέληξν ηνπ παξ/κνπ θαη από 

ην Α δηέξρεηαη θαη ε άιιε δηαγώληνο ΔΛ. Άξα ηα Δ, Α θαη Λ είλαη ζπλεπζεηαθά. 

viii) 

















1

2

,'
y


  θαη  11,2 yx



. 

1

2
112

y

yx


 

=
1

1
2

1

2

y

x
y


 

1

1
22

1 2

y

xy  


1

1
2

1 )2(

y

xy  


1

2
1

2
1 )(

y

yy 



=0. Άρα ΕΛ΄// (ε). 

ix) ☛ Από ην (ii) εξώηεκα, ην παξ/κν ΓΔΜΛ είλαη ξόκβνο. Άξα νη δηαγώληνη ηέκλνληαη θάζεηα. 

    Άξα ΔΑ  ΑΜ. 

☛ 












 




1

2
1

2

2
,

y

y
  θαη 












11 ,
2

yx


. 



 =
22

2
1

2

1

y
x
















2

2 2
1

22
1 yx 




2

2
1

2
1 yy 

 =0. Άξα ΒΔ  ΔΜ. 

☛ Από (viii) εξώηεκα, ΕΛ΄// (ε) 

      Από (ix) εξώηεκα, ΔΑ  (ε) 

☛  11,2 yx


θαη 












 




1

2
1

2

1

2

1

2

2
,

24 y

y

yx
΄


 νπόηε  



 ΄ =
22

2
1

2
2

1

2 y
x








2

22 2
1

22
1

2 yx 




2

2
1

2
1 yy 

 =0. Άξα ΒΜ΄ (ε). 

x) Ζ εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Μ΄ είλαη: 

 ΕΑ  ΕΛ΄. 
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)( MM xxyy     















1

2

1

2

4x
x

y
y







1

2

1 4x
x

y
y


 ε νπνία γηα 

2


x  γίνεται: 

1

2

1 42 xy
y



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11 42

1
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x

xy
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  
1

2
11

4

)2(

x

xy
y



 


 

  
2

1

22
11

2
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y

yy
y




 

  By
y

y
y 




1

22
1

2



 
Άξα ε ΒΜ΄ είλαη εθαπηνκέλε ηεο παξαβνιήο. 

xi) Λόγσ ηνπ (ix) εξσηήκαηνο, έρνπκε: 

☛ ΒΔ  ΔΜ   ˆˆ =900+900=1800  ΔΒΛΜ εγγξάςηκν ζε θύθιν. 

☛ ΕΑ  ΑΜ   ˆˆ =900+900=1800  ΔΑΒΚ εγγξάςηκν ζε θύθιν. 

☛ ΒΔ  ΔΜ  ΄΄΄  ˆˆ =900+900=1800  ΔΒΛ΄Μ΄ εγγξάςηκν ζε θύθιν. 

☛ ΕΑ  ΑΜ   ˆˆ =900+900=1800  ΔΑΜΓ εγγξάςηκν ζε θύθιν. 

xii) Φέξλνπκε ΒΘ  (δ). Σόηε επεηδή (ΒΛ)=(ΒΛ΄) θαη ΜΛ//ΒΘ//Μ΄Λ΄ (σο θάζεηεο ζηελ δ), ε ΒΘ είλαη 
δηάκεζνο ηνπ ηξαπεδίνπ ΜΛΛ΄Μ΄. Άξα ην Θ είλαη κέζν ηνπ ΜΜ΄ θαη ζην νξζνγώλην ηξίγσλν ΒΜΜ΄ 

(ΒΜ΄ ΒΜ) ε ΒΘ είλαη δηάκεζνο πξνο ηελ ππνηείλνπζα. Άξα (ΘΜ)=(ΘΒ)=(ΘΜ΄) θαη ν θύθινο 

δηακέηξνπ ΜΜ΄ δηέξρεηαη από ην Β θαη επεηδή ΒΘ(δ), ε (δ) είλαη εθαπηνκέλε απηνύ. 

xiii) 























2

,
2

4 1

2

1
1

2

1
y

y
x

x


 ή 












 


1

22
1

1

22
1

2
,

8

4

y

y

x

x 
. 

Αληηθαζηζηνύκε ζηελ εμίζσζε 








2

2 
 xy , ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ Θ: 































 

28

4

2 1

22
1

2

1

22
1 




x

x

y

y
  

 












 




1

1
22

1

2
1

22
1

8

44

4

2

x

xx

y

x 



 

   
   

1

2
1

1

2
12

8

2

8

2

x

x

x

x 











 πνπ ηζρύεη.  

Άξα ην Θ είλαη ζεκείν ηεο θακπύιεο 









2

2 
 xy . 

14) Γίλνληαη νη παξαβνιέο (c1): y
2=2ξx θαη (c2): x

2=2ξy, κε ξ>0 πνπ ηέκλνληαη ζην Α. Ζ εθαπηόκελε (ε1) 
ηεο (c1) ζην Α ηέκλεη ηελ (c2) ζην Γ θαη ε εθαπηόκελε (ε2) ηεο (c2) ζην Α ηέκλεη ηελ (c1) ζην Β. Να 
δείμεηε όηη ε ΒΓ είλαη θνηλή εθαπηόκελε ησλ δύν παξαβνιώλ. 

Λύση: 
)2(

)1(

2

2

2

2

















yx

xy




  

















yx

yx





2

4

2

422

 y3=8ξ3  y=2ξ. 

2

)1(



y

x=2ξ. Άξα Α(2ξ,2ξ). 

(ε1): yyA=ξ(x+xA)  2y=x+2ξ…………………………………………………………………………… (3) 
Οκνίσο (ε2): 2x=y+2ξ. 
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)4(

2

22

2 















yx

xy




  x2=ξ(x+2ξ)  x2-ξx-2ξ2=0……………………………………………………. (5) 

Ζ εμίζσζε (5) είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο x, 
έρεη δηαθξίλνπζα Γ=9ξ2 θαη x=2ξ (ζεκείν Α) 
ή x=-ξ. 




x

)4( y=
2


. Άξα 










2
,


 . 

Οκνίσο 







 


,

2
(ζρήκα 10). 

Ζ εθαπηνκέλε (ε) ηεο παξαβνιήο (c2) ζην 
ζεκείν Γ έρεη εμίζσζε xxΓ=ξ(y+yΓ) 

  2x+2y+ξ=0 

ε νπνία γηα x=
2


 δίλεη y=-ξ=yΒ.  

Άξα ε εθαπηνκέλε ηεο (c2) ζην Γ δηέξρεηαη 
από ην Β. 
Οκνίσο εθαπηνκέλε ηεο (c1) ζην Β δηέξρεηαη από ην Γ. 

15) Από ζεκείν Α εθηόο ηεο παξαβνιήο, θέξλνπκε ηηο εθαπηόκελεο ΑΒ θαη ΑΒ΄. Δάλ Δ ε εζηία ηεο, λα 

δείμεηε όηη 
)(

)(

)(

)(
2

2

BE

EB

BA

AB





. 

Λύση:  


)(

)(

BE

EB

2
2

2

2

2
1

2

1

2

2

yx

yx

























  

 =

2

2

2

1

2

1

2
2

2
2

xx

xx















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
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2
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2

2

2

1

2

2
























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x

=

2

2

2

1








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x

=








2

1

2

2

x

x










2

1

2

2

x

x
………………………………………………..(1) 

γηαηί ξ, x1, x2 νκόζεκα (ζρήκα 11). 

)2(

)(

)(

22

11













xxyy

xxyy




)(

22
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














xxyy

xxyy




 

 )( 2121 xxyyyy    

ςχήμα 10 

ςχήμα 11 
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 )()( 2121 xxyyy    

 2121 22)(2 xxyyy    

 
2

2
2

121 )(2 yyyyy   

 ))(()(2 212121 yyyyyyy  ……………. θαη αθνύ y1y2 (?) 

  2y=y2+y1………………………………………………………………………….(3) 

Ζ ζρέζε (2)  2yy1=2ξx+2ξx1 

  (y1+y2)y1=2ξx+y1
2 

  y1
2+y1y2=2ξx+y1

2
 

    2ξx=y1y2 ………………………………………………………………………………….(4)  


 2

2

)(

)(

BA

AB
2

2
2

2

2
1

2
1

)()(

)()(

yyxx

yyxx




 

 
2

2
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2

2
1
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1

)22()22(

)22()22(

yyxx

yyxx









…………πνι/δσ αξηζκεηή & παξνλνκαζηή κε 4ξ2. 

 
2

212
222
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2
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222
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)2()(

)2()(

yyyyyy

yyyyyy









……… ιόγσ ησλ (3) θαη (4) 

 
2
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2
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2
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2
1
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yyyyy









 

 
2

21
22
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2
2

2
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2
1
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yyyyy

yyyyy









 

 
)()(
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2

2
21

22
1

2
21










yyy

yyy
 

 
22

2

22
1










y

y
 

 
2

2

2
1

2

2










x

x
 

 









2

1

2

2

x

x
…………………………(4) 

Από (1) θαη (4) πξνθύπηεη ην δεηνύκελν.  
16) Έζησ Μ(x,y) ηπραίν ζεκείν. Δάλ ζ ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε ΟΜ κε ηνλ ζεηηθό εκηάμνλα Οx, λα βξείηε 

ηνλ γ.η. ησλ ζεκείσλ Μ, όηαλ ην ζ κεηαβάιιεηαη, κε ζ
θπ/2, θΕ, γηα ηα νπνία ην πειίθν 

 22

x
 είλαη 

ζηαζεξό. 

Λύση: Έζησ 
 22

x
=ξ   22x

 

   

2

2 









y

x
x 

 

   
2

22

y

x
x




 
   y2=2ξx. 
Άξα ν γ.η. είλαη ε παξαβνιή y2=2ξx εθηόο ηεο θνξπθήο ηεο. 

17) Γίλεηαη ε παξαβνιή y2=2ξx θαη ε εζηία ηεο Γ. Αλ Γ ηπραίν ζεκείν ηεο, λα δείμεηε όηη 









1
, 

όπνπ ζ= 










x, . 
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Λύση: Έζησ ξ>0. Σόηε θαη x0. 


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



x =
2


x =

2


x …………………………………(1) 

☛ x>
2


. Σόηε ζ<900 (ζρήκα 12) θαη ζπλζ>0. Άξα ζπλζ=

)(

)(




πνπ ιόγσ ηεο (1) γίλεηαη: 
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2
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………………………………………….(2) 
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

 . 

☛ x<
2


. Σόηε ζ>900 (ζρήκα 13) θαη ζπλζ<0. Άξα ζπλζ=-ζπλζ1=             

=-
)(

)(




πνπ ιόγσ ηεο (1) γίλεηαη: 

ζπλζ=
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……………………………………….(3)  
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)2( 
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
 x =



 . 

☛ x=
2


. Σόηε ζ=900 (ζρήκα 14) θαη ζπλζ=0.  

Σόηε 




1
=

01


=ξ=



 . 

Οκνίσο όηαλ ξ<0. 
18) Πάλσ ζηνλ άμνλα y΄Oy δίλεηαη ζηαζεξό ζεκείν Α(0,α) θαη ζηνλ άμνλα x΄Ox κεηαβιεηό ζεκείν Ζ(t,0). Ζ 

θάζεηε από ην Ο ζηελ ΑΖ ηέκλεη ηελ επζεία x=t ζην Μ. Να βξεζεί ν γ.η. ηνπ θέληξνπ βάξνπο Ν ηνπ 
ηξηγώλνπ ΟΖΜ. 
Λύση: Έζησ Μ(t,yM) νη ζπλ/λεο ηνπ ζεκείνπ Μ. 




(t,yM) θαη 


(t,-α). 

 


 


 t2-αyM=0  
a

t
yM

2

  . Άξα 















a

t
t

2

, (ζρήκα 15). 

Δάλ Ν(x,y) ην βαξύθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ ΟΖΜ, ηόηε: 
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ςχήμα 13 

ςχήμα 12 

ςχήμα 14 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

  



























a

t

a

t
y

t
tx

3

2

3
22

 

  



























a

t
y

t
x

3

3

2

2
 

  





















ayt
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πνπ είλαη παξαβνιή κε ξ=
3

2a
. 

19) Να δείμεηε όηη ην νξζόθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ πνπ ζρεκαηίδεηαη από ηξείο εθαπηόκελεο κηαο παξαβνιήο 
βξίζθεηαη ζηελ δηεπζεηνύζα ηεο. 

Λύση: Από ηηο ζρέζεηο (3) θαη (4) ηεο άζθεζεο 15, έρνπκε 






 


2
,

2

3131 yyyy


(ζρήκα 16). 

 

Δάλ ην ύςνο ΓΚ ηέκλεη ηελ δηεπζεηνύζα ζην ζεκείν 







 y,
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
, ηόηε 
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
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3131 
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Έλα δηάλπζκα παξάιιειν ζηελ επζεία (ε2): yy2=ξ(x+x2)  ξx-y2y+ξx2=0, είλαη ην ),( 2  y
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