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ΣΥΝΕΧΕΙΑ – ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ 

ΛΥΣΕΙΣ 

1. Εάλ 1-x2
f(x) 1+x2, γηα θάζε xR, λα δείμεηε 

όηη ε f είλαη ζπλερήο ζην x0=0. 

Λύζε: Η ζρέζε 1-x2
f(x) 1+x2………….....(1) 

Γηα x=0 γίλεηαη 1f(0)1  f(0)=1………….(2) 
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2. Να ππνινγίζεηε ηα α,βR, ώζηε ε ζπλάξηεζε 
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(4)  β=2. 

3. Να ππνινγίζεηε ηα α, βR, ώζηε ε 
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Λύζε: Αθνύ είλαη ζπλερήο ζην x0=2,  
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θαη αx2-(β-2)x-6=(x-2)g(x), νπόηε 
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(4)  β=5. 

4. Να ππνινγίζεηε ηα α,β,γR, ώζηε ε ζπλάξ-

ηεζε  
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 α+3=7  α=4. 

(8)  β= -11. 

(4)  γ=6. 

α 3-α -3 1 

 α 3  

α 3 0  

α -2α+3 -6 2 

 2α 6  

α 3 0  

1 α β γ 1 

 1 α+1 α+β+1  

1 α+1 α+β+1 α+β+γ+1=0  

γιατί  α+β+γ+1=0  λόγω τησ (1) 

1 α+1 α+β+1 1 

 1 α+2  

1 α+2 2α+β+3=0  

γιατί  2α+β+3=0  λόγω τησ (8) 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

5. Να ππνινγίζεηε ηα α,βR, ώζηε ε ζπλάξηεζε
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6. Εάλ ε f είλαη ζπλερήο ζην x0=0 θαη ηζρύεη 

xf(x)-εκx  x4 εκ
x

1
, γηα θάζε xR*,  

λα ππνινγίζεηε ην f(0). 
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7. Να δείμεηε όηη ππάξρεη μ (0,2), ηέηνην ώζηε 
μ4=11-2μ. 

Λύζε: Εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ 

ζπλάξηεζε f(x)=x4+2x-11 ζην δηάζηεκα [0,2]. 

 ζπλερήο ζην [0,2] σο πνιπσλπκηθή, 
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Άξα ππάξρεη μ (0,2), ηέηνην ώζηε f(μ)=0   

μ4+2μ-11=0  μ4=11-2μ. 
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πξαγκαηηθή ξίδα ζην δηάζηεκα (α,β). 

Λύζε: Επεηδή ηα α θαη β κεδελίδνπλ ηνπο 

παξνλνκαζηέο, θάλνπκε απαινηθή παξνλνκα-
ζηώλ θαη εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ 
ζπλάξηεζε f(x)=(x2θ+1)(x-β)+(x2ι+1)(x-α) ζην 
δηάζηεκα [0,2]. 
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9. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε 0
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έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα ζην 
δηάζηεκα (π/4,

π/3). 
Λύζε: Επεηδή ηα π/4 θαη π/3 κεδελίδνπλ ηνπο 

παξνλνκαζηέο, θάλνπκε απαινηθή παξνλνκα-
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Άξα ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα 

ηεο εμίζσζεο f(x)=0 ζην δηάζηεκα (π/4,
π/3)  
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10. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε 
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Λύζε: Επεηδή ηα ι, κ  θαη λ κεδελίδνπλ ηνπο 

παξνλνκαζηέο, θάλνπκε απαινηθή παξνλνκα-
ζηώλ θαη εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ 
ζπλάξηεζε:  
f(x)=α(x-κ)(x-λ)+β(x-ι)(x-λ)+γ(x-κ)(x-ι)  
ζηα δηαζηήκαηα [ι,κ] θαη [κ,λ]. 
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γηαηί α>0, β>0, (ι-κ)2>0, ι-λ<0 θαη κ-λ<0. 
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γηαηί β>0, γ>0, (κ-λ)2>0, λ-ι>0 θαη κ-ι>0. 
 Άξα ππάξρνπλ δσο ηοσιάτηζηολ πξαγκαηηθέο 
ρίδες μ1 θαη μ2 ηεο εμίζσζεο f(x)=0, ε κηα ζην 
δηάζηεκα  (ι,κ) θαη κηα ζην δηάζηεκα (κ,λ), δηα-

θνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο, γηαηί  ι<μ1<κ<μ2<λ  

 α(x-κ)(x-λ)+β(x-ι)(x-λ)+γ(x-κ)(x-ι)=0  

0






 











xxx
. 

(δηαηξνύκε κε (x-ι)(x-κ)(x-λ)). 

Επεηδή ε εμίζσζε f(x)=0 είλαη εμίζσζε 2νπ βαζ-
κνύ έρεη ην ποιύ δσο ρίδες. 

Άξα ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη δσο αθρηβώς πξαγ-
καηηθέο άληζεο ρίδες ζηα δηαζηήκαηα (ι,κ) θαη 

(κ,λ). 

11. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x4=11-2x έρεη δπν 
ηνπιάρηζηνλ ξίδεο ζην δηάζηεκα (-2,2). 

Λύζε: Εθαξκόδνπκε   ην   Θ. Bolzano  γηα  ηελ  

ζπλάξηεζε f(x)=x4+2x-11 ζηα δηαζηήκαηα [-2,0] 
θαη [0,2]. 

 ζπλερήο ζηα [-2,0] θαη [0,2] σο πνιπσλπκηθή, 

 .0)2()0(
9)2(

11)0(
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ff
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Άξα ε εμίζσζε f(x)=0  x4+2x-11=0  

        x4=11-2x 
έρεη δπν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο ζην δηάζηεκα (-2,2), 
κηα ζην δηάζηεκα (-2,0) θαη κηα ζην (0,2). 

12. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x2+xεκx=ζπλx έρεη δπν     
ηνπιάρηζηνλ    ξίδεο   ζην  δηάζηεκα (-π/2,

π/2). 

Λύζε: Εθαξκόδνπκε   ην   Θ. Bolzano  γηα  ηελ  

ζπλάξηεζε f(x)=x2+xεκx-ζπλx ζηα δηαζηήκαηα 
[-π/2,0] θαη [0,π/2]. 

 ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα [-π/2,0] θαη [0,π/2] σο 
πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ, 
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Επνκέλσο ε εμίζσζε f(x)=0  x2+xεκx=ζπλx   
έρεη δπν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο ζην δηάζηεκα (-π/2,

 π/2), 
κηα ζην δηάζηεκα (-π/2,0) θαη κηα ζην (0,π/2). 

13. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε 2x10-3x7+4x5-7x+1=0 

έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα. 

Λύζε: Με δνθηκέο βξίζθνπκε ην δηάζηεκα [0,1] 
ζην νπνίν εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ 
ζπλάξηεζε f(x)=2x10-3x7+4x5-7x+1. 

 ζπλερήο ζην [0,1] σο πνιπσλπκηθή, 

 .0)1()0(
3)1(
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Άξα ε εμίζσζε f(x)=0  2x10-3x7+4x5-7x+1=0 
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα. 

14. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε ζπλx(1-4ζπλx)= 
=4εκ2x-x έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα 

ζην δηάζηεκα (π,2π). 

Λύζε: ζπλx(1-4ζπλx)=4εκ2x-x  

ζπλx-4ζπλ2x=4εκ2x-x  

ζπλx-4(ζπλ2x+εκ2x)+x=0  
ζπλx-4+x=0. 
Εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ ζπλάξηε-

ζε f(x)=x+ζπλx-4 ζην δηάζηεκα [π,2π].. 

 ζπλερήο ζην [0,1] σο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπ-
λαξηήζεσλ, 

 054)(  f  

   032422)2(  f  

    f(π)f(2π)<0. 

Άξα ε εμίζσζε f(x)=0  ζπλx-4+x=0 

     ……. 

     ζπλx(1-4ζπλx)=4εκ2x-x  
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα ζην 
δηάζηεκα (π,2π). 

15. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x2+xeεκx=ζπλx έρεη κηα 
ηνπιάρηζηνλ πξαγκαηηθή ξίδα ζε θαζέλα από ηα 
δηαζηήκαηα (-π/2,0) θαη (0,π/2). 

Λύζε: Εθαξκόδνπκε   ην   Θ. Bolzano  γηα  ηελ  

ζπλάξηεζε f(x)=x2+xeεκx-ζπλx ζηα δηαζηήκαηα 
[-π/2,0] θαη [0,π/2]. 

 ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα [-π/2,0] θαη [0,π/2] σο 
πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ, 
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Επνκέλσο ε εμίζσζε f(x)=0  x2+xeεκx=ζπλx 
έρεη δπν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο ζην δηάζηεκα (-π/2,

 π/2), 
κηα ζην δηάζηεκα (-π/2,0) θαη κηα ζην (0,π/2). 

16. Εάλ f:[α,β][α,β] είλαη ζπλερήο ζην [α,β], ηόηε 

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0[α,β], ηέηνην ώζηε 
f(x0)=x0. 

Λύζε: Εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ 

ζπλάξηεζε g(x)=f(x)-x ζην δηάζηεκα [α,β]. 

 ζπλερήο ζην [α,β] σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπ-
λαξηήζεσλ, 

 g(α)=f(α)-α0 γηαηί αf(α)β 

   g(β)=f(β)-β0 γηαηί αf(β)β 
   Άρα g(α)g(β)0 

1ε πεξίπησζε: g(α)g(β)=0. Τόηε g(α)=0 ή 
g(β)=0…………………………………………(1) 

2ε πεξίπησζε: g(α)g(β)<0. Τόηε εθαξκόδεηαη ην 
ζ. Bolzano γηα ηελ g ζην δηάζηεκα [α,β]. 

Άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0(α,β) ηέηνην 
ώζηε g(x0)=0…………………………………(2) 

Από (1) θαη (2)  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

x0[α,β], ηέηνην ώζηε g(x0)=0  f(x0)=x0. 

17. Έζησ f, g ζπλερείο ζην [α,β] θαη ηηκέο ζην [α,β], 
ηέηνηεο ώζηε g(α)=α θαη g(β)=β. Να απνδείμεηε 
όηη ε εμίζσζε f(x)=g(x) έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ 
ξίδα ζην [α,β]. 

Λύζε: Εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ 

ζπλάξηεζε h(x)=f(x)-g(x) ζην δηάζηεκα [α,β]. 

 ζπλερήο ζην [α,β] σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπ-
λαξηήζεσλ, 

 h(α)=f(α)-g(α)=f(α)-α0 γηαηί αf(α)β 

   h(β)=f(β)-g(β)=f(β)-β0 γηαηί αf(β)β 
   Άρα h(α)h(β)0 

1ε πεξίπησζε: h(α)h(β)=0. Τόηε h(α)=0 ή 
h(β)=0…………………………………………(1) 

2ε πεξίπησζε: h(α)h(β)<0. Τόηε εθαξκόδεηαη ην 
ζ. Bolzano γηα ηελ h ζην δηάζηεκα [α,β]. 

Άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0(α,β) ηέηνην 
ώζηε h(x0)=0…………………………………(2) 

Από (1) θαη (2)  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

x0[α,β], ηέηνην ώζηε h(x0)=0  f(x0)=g(x0). 

18. Έζησ f,g ζπλερείο ζην [α,β] θαη f(α)+f(β)= 
=g(α)+g(β). Να απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ησλ f θαη g έρνπλ έλα ηνπιάρηζηνλ 

θνηλό ζεκείν κε ηεηκεκέλε x0[α,β]. 

Λύζε: Αξθεί λα δείμνπκε όηη ππάξρεη έλα 

ηνπιάρηζηνλ x0[α,β] ηέηνην ώζηε f(x0)=g(x0). 

    f(α)+f(β)=g(α)+g(β)  
    f(β)-g(β)=-(f(α)-g(α)).………………(1) 
Εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ ζπλάξηε-

ζε h(x)=f(x)-g(x) ζην δηάζηεκα [α,β]. 

 ζπλερήο ζην [α,β] σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπ-
λαξηήζεσλ, 

 h(α)=f(α)-g(α) 

   h(β)=f(β)-g(β)  )()(
)1(

 gf   

   Άρα h(α)h(β)   .0)()(
2
  gf  

1ε πεξίπησζε: h(α)h(β)=0. Τόηε h(α)=0 ή 
h(β)=0…………………………………………(2) 

2ε πεξίπησζε: h(α)h(β)<0. Τόηε εθαξκόδεηαη ην 
ζ. Bolzano γηα ηελ h ζην δηάζηεκα [α,β]. 

Άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0(α,β) ηέηνην 
ώζηε h(x0)=0…………………………………(3) 

  0   1 

  0 1 
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Από (1) θαη (2)  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

x0[α,β], ηέηνην ώζηε h(x0)=0  f(x0)=g(x0). 

19. Εάλ f είλαη ζπλερήο ζην [α,β], f(α)f(β) θαη θ, ι 
ζεηηθνί πξαγκαηηθνί, λα δείμεηε όηη ππάξρεη έλα 

ηνπιάρηζηνλ μ(α,β), ηέηνην ώζηε θf(α)+ιf(β)= 
=(θ+ι)f(μ).  

Λύζε: Εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ 

ζπλάξηεζε h(x)=(θ+ι)f(x)-θf(α)-ιf(β). 

 ζπλερήο ζην [α,β] σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπ-
λαξηήζεσλ, 

 h(α)=(θ+ι)f(α)-θf(α)-ιf(β) 
  =ι(f(α)-f(β)). 

   h(β)=(θ+ι)f(β)-θf(α)-ιf(β) 
  = -θ(f(α)-f(β)). 

   Άρα h(α)h(β)=-θι(f(α)-f(β))2<0…….γηαηί f(α) 

f(β) θαη θ, ι ζεηηθνί πξαγκαηηθνί. 

Άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ(α,β) ηέηνην 

ώζηε h(x0)=0  (θ+ι)f(μ)-θf(α)-ιf(β)= 

     (θ+ι)f(μ)=θf(α)+ιf(β). 

20. Έζησ f:RR κε f(x)=x2+3x-7 θαη g:RR κε 

g(x)=f(x)-ιx όπνπ ιR. Να απνδείμεηε όηη ε 
εμίζσζε g(x)=0 έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην 
[ξ1,ξ2] όπνπ ξ1,ξ2 είλαη νη ξίδεο ηεο f(x)=0, κε             
ξ1 < ξ2 . 
Λύζε: Εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ 
ζπλάξηεζε g ζην δηάζηεκα [ξ1,ξ2]. 

 ζπλερήο ζην [ξ1,ξ2] σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπ-
λαξηήζεσλ, 

 g(ξ1)=f(ξ1)-ιξ1=-ιξ1 
   g(ξ2)=f(ξ2)-ιξ2=-ιξ2 
γηαηί ξ1,ξ2 είλαη νη ξίδεο ηεο f(x)=0. 

Άρα g(ξ1)g(ξ2)=ι2ξ1ξ2 
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1ε πεξίπησζε: g(ξ1)g(ξ2)=0. Τόηε g(ξ1)=0 ή 
g(ξ2)=0…………………………………………(1) 

2ε πεξίπησζε: g(ξ1)g(ξ2)<0. Τόηε εθαξκόδεηαη 
ην ζ. Bolzano γηα ηελ g ζην δηάζηεκα [ξ1,ξ2] . 

Άξα ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο εμίζσζεο 
g(x)=0 ζην δηάζηεκα (ξ1,ξ2)………(2) 

Από (1) θαη (2)  ππάξρεη κηα ηοσιάτηζηολ 
ρίδα ηεο εμίζσζεο g(x)=0 ζην δηάζηεκα [ξ1,ξ2]. 

21. Έζησ f:ΑR κε f(x)=x3-7x+5 θαη Α=[-3,-2]. Να 
απνδείμεηε όηη: 
i) ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Α, 
ii) ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη κηα αθξηβώο ξίδα ζην    

(-3,-2). 

Λύζε:  

i) f΄(x)=3x2-7. 

O πίλαθαο κεηαβνιώλ είλαη ν παξαθάησ: 

x -         
3

7
               

3
7      + 

f΄(x) + - + 

f(x) ➹ ➷ ➹ 

Άξα ζην δηάζηεκα [-3,-2] 
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
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

 
3

7,  είλαη γλε-

ζίσο αύμνπζα. 
ii) Εθαξκόδνπκε ην ζ. Bolzano γηα ηελ f ζην 

δηάζηεκα [-3,-2]. 

 Σπλερήο ζην [-3,-2] σο πνιπσλπκηθή, 

 .011)2()3(
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Άξα ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα 
ζην (-3,-2), θαη επεηδή είλαη γλεζίσο αύμνπζα 
ζην (-3,-2) ε ρίδα είλαη κολαδηθή. 

22. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε x
x

37
5

  έρεη 

αθξηβώο κηα ζεηηθή πξαγκαηηθή ξίδα. 

Λύζε: Έζησ x
x

xf 37
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 <0  f ➴ ζην (0,+). 

Επεηδή είλαη ζπλερήο ζην (0,+) έρεη ζύλνιν 
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)3(),2(

)1(   ),0(f (-,+) θαη επεηδή 0  ),0( f  

ε f κεδελίδεηαη κηα ηνπιάρηζηνλ θνξά ζην (0,+) 

θαη επεηδή είλαη ➴ ε ξίδα είλαη κνλαδηθή. 

23.  i) Να  απνδείμεηε  όηη  θάζε  γλεζίσο  κνλό-

ηνλε ζπλάξηεζε f:ΑR έρεη  ην πνιύ κηα 
πξαγκαηηθή ξίδα ζην Α, δειαδή ε Cf ηέκλεη ηνλ 
άμνλα x΄Ox ζε έλα ην πνιύ ζεκείν, 

ii) λα δείμεηε όηη ε εμίζσζε 3x+5x=7x έρεη 
αθξηβώο κηα πξαγκαηηθή ξίδα. 

iii) νκνίσο ε εμίζσζε x2+xex+lnx=4. 
Λύζε:  

i) Εάλ ππνζέζνπκε όηη έρεη δύν ξίδεο ξ1 θαη ξ2 
κε ξ1<ξ2, ηόηε επεηδή είλαη  γλεζίσο κνλόηνλε 
ζα είλαη f(ξ1)<f(ξ2) αλ είλαη γλεζίσο αύμνπζα, ή 
f(ξ1)>f(ξ2) αλ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 
Άηνπν γηαηί f(ξ1)=f(ξ2)=0. 
Άξα έρεη ηο ποιύ κηα πραγκαηηθή ρίδα ζην Α. 

ii) 3x+5x=7x    x

x

x

x

x

x

7

7

7

5

7

3
  

    1
7

5

7

3


















xx

 

    .01
7

5

7

3


















xx
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Η ζπλάξηεζε 1
7

5

7

3
)( 



















xx

xf , xR, 

είλαη γλεζίσο θζίλνπζα σο άζξνηζκα ησλ θζη-

λνπζώλ ζπλαξηήζεσλ 

xx


















7

5

7

3
   γηαηί 

3/7<1 θαη 
5/7<1. 

Επεηδή είλαη ζπλερήο σο άζξνηζκα ζπλερώλ 
εθζεηηθώλ ζπλαξηήζεσλ, ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο 

είλαη  )(lim),(lim)( xfxfRf
xx 

 ………..(1) 

































1

7

5

7

3
lim)(lim

xx

xx
xf =-…(2) 

































1

7

5

7

3
lim)(lim

xx

xx
xf =+…(3) 

)3(),2(

)1(    RRf  ,)(  θαη επεηδή 0 )(Rf
 

ε f κεδελίδεηαη κηα ηοσιάτηζηολ θορά ζην R 

θαη επεηδή είλαη ➴ ε ρίδα είλαη κολαδηθή. 

iii) Η ζπλάξηεζε f(x)=x2+xex+lnx-4, x(0,+), 

έρεη παξάγσγν f΄(x)=2x+ex+xex+
1/x>0 γηαηί x>0. 

Άξα f ➹ ζην (0,+) θαη επεηδή είλαη ζπλερήο 

σο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ, έρεη 
ζύλνιν ηηκώλ 

 








)(lim),(lim)),0((

0
xfxff

xx
……..(1) 

)4ln(lim)(lim 2

00



xxexxf x

xx
=-…...(2) 




)4ln(lim)(lim 2 xxexxf x

xx
……(3) 

)3(),2(

)1(   f((0,+))=(-,+)=R θαη επεηδή 0R, ε f 

κεδελίδεηαη κηα ηνπιάρηζηνλ θνξά ζην (0,+)  

θαη επεηδή είλαη ➹ ε ρίδα είλαη κολαδηθή. 

24. Θεσξνύκε ηηο γξακκέο (c) θαη (ε) πνπ νξίδνπλ 
νη εμηζώζεηο (c): y=x3+x2 θαη (ε): y=5x-3. Να 
απνδείμεηε όηη νη παξαπάλσ γξακκέο ηέκλνληαη 
ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε ηεηκεκέλε κεηαμύ 
- 4 θαη -2. 

Λύζε: Τα πηζαλά ζεκεία ηνκήο ησλ θακππιώλ, 

είλαη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο x3+x2-5x+3=0. 
Η ζπλάξηεζε f(x)=x3+x2-5x+3 είλαη ζπλερήο ζην 
[-4,-2] σο πνιπσλπκηθή, f(-4)=-25, f(-2)=9 άξα 

f(-4)f(-2)=-225<0. 
Άξα (ζ. Bolzano) ε εμίζσζε f(x)=0 

            x3+x2-5x+3=0 
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην {-4,-2). 

25. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε 
x

xx
2

12 3   έρεη 

αθξηβώο κηα πξαγκαηηθή ζεηηθή ξίδα. 

Λύζε: Πεδίν νξηζκνύ: x0……………………(1) 

2x3+x-10…………………………………….…(2) 

Η ζπλάξηεζε f(x)=2x3+x-1 είλαη πεξηηηνύ 
βαζκνύ θαη γλεζίσο αύμνπζα γηαηί f΄(x)= 
=6x2+1>0. Άξα έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην R. Επνκέ-
λσο έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα x=α ζην R πνπ 
ιόγσ ηεο κνλνηνλίαο είλαη κνλαδηθή. 
Επεηδή f(0)=-1<0, ε ξίδα α είλαη ζεηηθή. 

 Γηα x<α 



 g

g(x)<g(α)  g(x)<0 

 Γηα x>α 



 g

g(x)>g(α)  g(x)>0 

x -                    α                  + 

g(x) - + 

(2) xα……………………………………….(3) 

Άξα από (1) θαη (3) βξίζθνπκε Αf=[α,+). 

Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε 
x

xxxh
2

12)( 3   

κε x[α,+).  

0
2

122

16
)(

23

2







xxx

x
xh  άξα ε h(x) ➹ ζην 

[α,+). 
Επεηδή ε h(x) είλαη ζπλερήο, ην ζύλνιν ηηκώλ 

ηεο είλαη )),([ah  .)(lim),( xhah
x 

…...….(4) 

h(α)=


2
 ………………………………………(5) 











 x
xxxh

xx

2
12lim)(lim 3

=+…….(6) 

)6(),5(

)4(   )),([ah 







 ,

2


. 

Επεηδή 0 







 ,

2


 ε εμίζσζε h(x)=0   

x
xx

2
12 3   έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα 

ζην [α,+), ζεηηθή αθνύ α>0 θαη επεηδή ε h(x) 

είλαη ➹ ε ρίδα είλαη κολαδηθή. 

26. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε xλex=1 έρεη κνλαδηθή 
ξίδα ζην (0,1). 

Λύζε: Έζησ f(x)=xλex-1, x(0,1). 

f΄(x)=λxλ-1ex+xλex>0 γηαηί x(0,1). 

Άξα ε f είλαη ➶ ζην (0,1) θαη επεηδή είλαη 

ζπλερήο σο γηλόκελν ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ, 
ζα έρεη ζύλνιν ηηκώλ f((0,1))=(f(0),f(1)) 
      =(-1,e-1). 

Επεηδή 0(-1,e-1), ε εμίζσζε f(x)=0  xλex=1 
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ρίδα ζην (0,1) θαη επεηδή 

είλαη ➹ είλαη κολαδηθή. 

 
 
 

27. Να βξείηε ην ζύλοιο ηηκώλ ηεο f:[-1,2]R, κε 

f(x)=x2+3|x|. 

Παρατήρηση: Η άςκηςη μπορεί να λυθεί και 

με απευθείασ Bolzano ςτο διάςτημα *0,1+. 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

Λύζε: 











[-1,0)x    

[0,2]x αν  x
2

,3

,3
)(

2 xx

x
xf . 

 Σην δηάζηεκα Α1=[-1,0). 
f(x)=x2-3x. 

f΄(x)=2x-3<0 γηαηί x<0. Άξα f ➴ στο [-1,0) και 

επειδή είναι συνεχής f(A1)=(f(0),f(-1)] 

            =(0,4]. 

 Σην δηάζηεκα Α2=[0,2]. 
f(x)=x2+3x. 

f΄(x)=2x+3>0 γηαηί x>0. Άξα f ➶ στο [0,2] και 

επειδή είναι συνεχής f(A2)=[f(0),f(2)] 

            =[0,10] 

f(Af)=f(A1) f(A2)=(0,4][0,10] 

         =[0,10]. 

28. Εάλ α,β>0, λα δείμεηε όηη ε εμίζσζε αζπλx+β=x 
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ζεηηθή ξίδα, πνπ δελ 
ππεξβαίλεη ην α+β. 
Λύζε: Εθαξκόδνπκε ην ζ. Bolzano γηα ηελ ζπ-

λάξηεζε f(x)=αζπλx+β-x ζην δηάζηεκα [0,α+β]. 

 Σπλερήο ζην [0,α+β] σο άζξνηζκα ζπλερώλ 
ζπλαξηήζεσλ, 

 

 
















0

)()(

00)0(

1-β)συν(αα                              





f

f

 

.0)()0(  aff  

1ε πεξίπησζε: f(0)f(α+β)=0. Τόηε f(0)=0 ή 
f(α+β)=0…………………………………………(1) 

2ε πεξίπησζε: f(0)f(α+β)<0. Τόηε εθαξκόδεηαη 
ην ζ. Bolzano γηα ηελ f ζην δηάζηεκα [0,α+β]. 

Άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0(0,α+β) ηέηνην 
ώζηε f(x0)=0……………………………(2) 

Από (1) θαη (2)  ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

x0[0,α+β], ηέηνην ώζηε f(x0)=0 

      αζπλx0+β=x0. 

Άξα ε εμίζσζε αζπλx+β=x έρεη κηα ηνπιά-
ρηζηνλ ζεηηθή ξίδα ζην δηάζηεκα [0,α+β], 
δειαδή δελ ππεξβαίλεη ην α+β. 

29. Αλ f ζπλερήο ζην [0,1] θαη 0f(x)1, λα δείμεηε 

όηη ππάξρεη x0[0,1], ηέηνην ώζηε                                    

f 
2
(x

0
)+f(x

0
)=

2

0
x +x

0
. 

Λύζε: f 
2
(x

0
)+f(x

0
)=

2

0
x +x

0
  

    f 
2
(x

0
)+f(x

0
)-

2

0
x -x

0
=0  

     

    (f(x0)+x0)(f(x0)-x0)+f(x0)-x0=0  

 

    (f(x0)-x0)(f(x0)+x0+1)=0 

θαη επεηδή f(x0)+x0+10 γηαηί x0[0,1] θαη  

0f(x0)1 ζα είλαη f(x0)-x0=0 

       f(x0)=x0  
πνπ είλαη ε άζθεζε 16 ηνπ παξόληνο θπιια-
δίνπ γηα α=0, β=1. 
 
 
 
 
 

30. Έζησ f:[π,2π]R, κε f(x)=x+ζπλx- 4. 
i) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 

δηάζηεκα [π,2π], 
ii) λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο θαη 
iii) λα δείμεηε όηη ε εμίζσζε ζπλx=4-x έρεη 

αθξηβώο κηα ξίδα ζην [π,2π]. 

Λύζε: δθθ 

i) f΄(x)=1-εκx0 κε f΄(x)=0 κόλν γηα x=π θαη 
x=2π. Άξα είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηά-
ζηεκα [π,2π]. 

ii) Επεηδή είλαη γλεζίσο αύμνπζα θαη ζπλερήο 
ζην [π,2π], ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη  
f([π,2π])=[f(π),f(2π)] 
 
  =[π+ζπλπ-4,2π+ζπλ2π-4] 
  =[π-5,2π-3]. 

iii) Επεηδή π-5<0 θαη 2π-3>0  0f([π,2π]) ε 
εμίζσζε f(x)=0 

       ζπλx=4-x  
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (π,2π) θαη 
επεηδή είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα 
[π,2π], ε ρίδα είλαη κολαδηθή. 

31. Να βξείηε ην πξόζεκν ηεο f(x)=x3- 4x2- 5x. 

Λύζε:    f(x)=0 

   x3- 4x2- 5x=0 

   x(x2-4x-5)=0 

   x=0 ή x=5 ή x=-1. 
Επεηδή ε f ζπλερήο σο πνιπσλπκηθή, δηαηερεί 

ζηαζερό πρόζεκο ζηα δηαζηήκαηα (-,-1),            

(-1,0), (0,5) θαη (5,+). 

x -        -1              0             5        + 

επηιεγ. 
αξηζ. x0 

-2 
-1/2 1 6 

f(x0) -14 
11/8 -8 42 

f(x) - + - + 

 
32. Έζησ f ζπλερήο ζην [-3,3], f(1)>0 θαη 

4x2+9f2(x)=36, γηα θάζε x(-3,3). Να δείμεηε όηη 

f(x)>0 γηα θάζε x(-3,3). 

Λύζε: 9f2(x)=36-4x2 
  =4(9-x2)>0 
ζην (-3,3). 

Άξα f(x)0 ζην (-3,3). 
Επεηδή f ζπλερήο ζην [-3,3] θαη δελ κεδελίδεηαη 
ζην (-3,3), δηαηερεί ζηαζερό πρόζεκο θαη 

επεηδή f(1)>0 ζα είλαη f(x)>0 ζην (-3,3). 

33. Έζησ f: [α,β]R, ζπλερήο ζην [α,β], ηέηνηα 
ώζηε α2f(β)+β2f(α)=0. Να απνδείμεηε όηη αλ 

 

Παρατήρηση: Η άςκηςη μπορεί να λυθεί και 

με απευθείασ Bolzano ςτο διάςτημα *0,1+ για 

την g(x)=f2(x)+f(x)-x2-x. 

1 -1 

x -  -3         3   + 
9-x2 - + - 
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αβ0, ηόηε ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη κηα ηνπιά-
ρηζηνλ ξίδα ζην [α,β]. 

Λύζε: α2f(β)+β2f(α)=0  )()(
2

2




f
a

af  …(1) 

Εθαξκόδνπκε ην ζ. Bolzano γηα ηελ ζπ-

λάξηεζε f ζην δηάζηεκα [α,β]. 

 Σπλερήο ζην [α,β] από ππόζεζε, 

 .0)()()( 2

2

2)1(

 



 fff  

1ε πεξίπησζε: f(α)f(β)=0. Τόηε f(α)=0 ή 
f(β)=0…………………………………………(2) 

2ε πεξίπησζε: f(α)f(β)<0. Τόηε εθαξκόδεηαη ην 
ζ. Bolzano γηα ηελ f ζην δηάζηεκα [α,β]. 
Άξα ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα 
ζην (α,β)………………………………………(3) 

Από (2) θαη (3)  ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη κηα 
ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην [α,β]. 

34. Έζησ f: [α,β]R, ζπλερήο ζην [α,β], ηέηνηα 
ώζηε θf(α)+ιf(β)=0, όπνπ θ,ι ζεηηθνί πξαγκα-
ηηθνί. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη 
κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην [α,β]. 

Λύζε: θf(α)+ιf(β)=0  )()( 



faf  …(1) 

Εθαξκόδνπκε ην ζ. Bolzano γηα ηελ ζπ-

λάξηεζε f ζην δηάζηεκα [α,β]. 

 Σπλερήο ζην [α,β] από ππόζεζε, 

 ,0)()()( 2
)1(

 



 fff  γηαηί θ,ι>0. 

1ε πεξίπησζε: f(α)f(β)=0. Τόηε f(α)=0 ή 
f(β)=0…………………………………………(2) 

2ε πεξίπησζε: f(α)f(β)<0. Τόηε εθαξκόδεηαη ην 
ζ. Bolzano γηα ηελ f ζην δηάζηεκα [α,β]. 

Άξα ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα 
ζην (α,β)………………………………………(3) 

Από (2) θαη (3)  ε εμίζσζε f(x)=0 έρεη κηα 
ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην [α,β]. 

35. Εάλ f ζπλερήο ζην δηάζηεκα Δ θαη α,β,γ,δΔ κε 
α<γ<δ<β, λα δείμεηε όηη: 

i) ππάξρεη μ[α,β] ηέηνην ώζηε 

3

)(2)(
)(




ff
f


 , 

ii) ππάξρεη x0(α,β) ηέηνην ώζηε 

2

)()(
)( 0

 ff
xf


 , 

iii) ππάξρεη t[α,β] ηέηνην ώζηε 

6

)(3)(2)(
)(

 fff
tf


 . 

Λύζε:  
i) Αθνύ f ζπλερήο ζην Δ, είλαη ζπλερήο ζην 

θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] θαη επνκέλσο εθαξ-
κόδεηαη ην ζεώρεκα κεγίζηες – ειατίζηες 
ηηκής. 

Άξα ππάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί m θαη Μ 

ηέηνηνη ώζηε mf(x)Μ γηα θάζε x νπόηε 

 
ax

  mf(α)Μ ………………....(1) 

 



x

 mf(β)Μ ………………..(2) 

(2)   2m2f(β)2Μ…………………….(3) 

(1)+(3)  3mf(α)+2f(β)3Μ 

         M
ff

m 



3

)(2)( 
………….(4) 

Επεηδή f ζπλερήο ζην [α,β], παίξλεη όιεο ηηο 

ηηκέο κεηαμύ m θαη Μ (ζ. ελδηακέζωλ ηηκώλ), 

άξα θαη ηελ ηηκή 
3

)(2)(  ff 
 ιόγσ ηεο (4). 

Άξα ππάξρεη μ[α,β] ηέηνην ώζηε 

3

)(2)(
)(




ff
f


 . 

 

 

 

 

ii) Αθνύ f ζπλερήο ζην Δ, είλαη ζπλερήο ζην θιεη-
ζηό δηάζηεκα [γ,δ] θαη επνκέλσο εθαξκόδεηαη 
ην ζεώρεκα κεγίζηες – ειατίζηες ηηκής. 

Άξα ππάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί m θαη Μ 

ηέηνηνη ώζηε mf(x)Μ γηα θάζε x νπόηε 

 



x

 mf(γ)Μ ………………………...(5) 

 



x

 mf(δ)Μ …………………..….....(6) 

 (5)+(6)  2mf(γ)+f(δ)2Μ 

         M
ff

m 



2

)()( 
………….….(7) 

Επεηδή f ζπλερήο ζην [α,β], παίξλεη όιεο ηηο 

ηηκέο κεηαμύ m θαη Μ (ζ. ελδηακέζωλ ηηκώλ), 

άξα θαη ηελ ηηκή 
2

)()(  ff 
 ιόγσ ηεο (7). 

Άξα ππάξρεη x0[γ,δ](α,β) ηέηνην ώζηε 

2

)()(
)( 0

 ff
xf


 . 

iii) Αθνύ f ζπλερήο ζην Δ, είλαη ζπλερήο ζην 
θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] θαη επνκέλσο εθαξ-
κόδεηαη ην ζεώρεκα κεγίζηες – ειατίζηες 
ηηκής. 

Άξα ππάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί m θαη Μ 

ηέηνηνη ώζηε mf(x)Μ γηα θάζε x νπόηε 

         
ax

  mf(α)Μ ……………….…..(8) 

        



x

 mf(γ)Μ  

          2m2f(γ)2Μ ………………..(9) 

        



x

 mf(β)Μ  

           3m3f(β)Μ ………………..(10) 

 (8)+(9)+(10)  6mf(α)+2f(γ)+3f(β)6Μ 

          M
fff

m 



6

)(3)(2)(  …(11) 

Επεηδή f ζπλερήο ζην [α,β], παίξλεη όιεο ηηο 

ηηκέο κεηαμύ m θαη Μ (ζ. ελδηακέζωλ ηηκώλ), 

άξα θαη ηελ ηηκή 
6

)(3)(2)(  fff 
 ιόγσ ηεο (11). 

Παρατήρηση: Το ερώτημα μπορεί να λυθεί και 

με απευθείασ Bolzano ςτο διάςτημα *α,β+ για 

την g(x)=3f(x)-f(α)-2f(β). 
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Άξα ππάξρεη t[α,β] ηέηνην ώζηε 

6

)(3)(2)(
)(

 fff
tf


 . 

36. Θεσξνύκε κηα κε ζηαζεξή ζπλάξηεζε f,  
ζπλερή ζην δηάζηεκα [α,β] θαη ηηο ηηκέο x1, x2, 

…, xλ ηνπ [α,β].Να δείμεηε όηη ππάξρεη μ[α,β], 

ηέηνην ώζηε 


  )(...)()(
)( 21 xfxfxf

f


 , λΝ*. 

Λύζε: Αθνύ f ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα 
[α,β] εθαξκόδεηαη ην ζεώρεκα κεγίζηες – εια-
τίζηες ηηκής. 

Άξα ππάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί m θαη Μ 

ηέηνηνη ώζηε mf(x)Μ γηα θάζε x νπόηε 

 mf(x1)Μ 

 mf(x2)Μ 
 ………….. 

 mf(xλ)Μ 
 

 λm f(x1)+f(x2)+...+ f(xλ)λΜ 

      M
xfxfxf

m 





 )()()( ...21 ………..(1) 

Επεηδή f ζπλερήο ζην [α,β], παίξλεη όιεο ηηο 

ηηκέο κεηαμύ m θαη Μ (ζ. ελδηακέζωλ ηηκώλ), 

άξα θαη ηελ ηηκή 


 )()()( ...21 xfxfxf 
 ιόγσ 

ηεο (1). 

Άξα ππάξρεη μ[α,β], ηέηνην ώζηε 


  )(...)()(

)( 21 xfxfxf
f


 . 

37. i) Υπάξρεη ζπλερήο ζπλάξηεζε πνπ λα παίξ-
λεη κόλν αθέξαηεο ηηκέο; 
ii) εάλ f ζπλερήο ζην R, f(1)=2 θαη παίξλεη 

κόλν αθέξαηεο ηηκέο, λα δείμεηε όηη f(x)=2 γηα 

θάζε xR. 
Λύζε:  
i) Η κόλε ζπλάξηεζε πνπ παίξλεη κόλν αθέ-
ξαηεο ηηκέο είλαη ε ζηαζεξή ζπλάξηεζε f(x)=c, 

cZ, γηαηί αλ ππήξραλ x1,x2R, κε f(x1)=c1 θαη 

f(x2)=c2 κε c1, c2Z θαη  c1c2, ηόηε επεηδή ε f 
είλαη ζπλερήο ζα έπαηξλε θαη όιεο ηηο ηηκέο 
κεηαμύ c1 θαη c2 (ζ. ελδηακέζωλ ηηκώλ), άηνπν, 
γηαηί ε f παίξλεη κόλν αθέξαηεο ηηκέο. 
ii) Λόγσ ηνπ πξνεγνύκελνπ εξσηήκαηνο, ε 
ζπλάξηεζε f είλαη ζηαζεξή θαη επεηδή f(1)=2, ζα 

είλαη f(x)=2 γηα θάζε xR. 

38. Αλ f ζπλερήο ζην [0,1] θαη f(0)=f(1), λα δείμεηε 
όηη: 

i)  ππάξρεη x0[0,1], ηέηνην ώζηε  

)
2

1
()( 00  xfxf  , 

ii) ππάξρεη x1[0,1], ηέηνην ώζηε  

)
3

1
()( 11  xfxf . 

Λύζε: i) Θα απνδείμνπκε όηη ε ζπλάξηεζε 

)
2

1
()()(  xfxfxg   έρεη   κηα   ηνπιάρηζηνλ  

ξίδα ζην δηάζηεκα [0,1]. 
Εθαξκόδνπκε ην ζ. Bolzano γηα ηελ ζπ-

λάξηεζε g ζην δηάζηεκα [0,
1/2]. 

 g ζπλερήο ζην [0,
1/2] σο δηαθνξά ζπλερώλ 

ζπλαξηήζεσλ. 

      


















































)0(
2

1
)1(

2

1

2

1

2

1
)0()0(

ffffg

ffg

 

2

2

1
)0(

2

1
)0( 

























 ffgg 0. 

1ε πεξίπησζε: 0
2

1
)0( 








 gg  g(0)=0 ή 

0
2

1









g ……………………………………….(1) 

2ε πεξίπησζε: 0
2

1
)0( 








 gg . Τόηε εθαξκό-

δεηαη ην ζ. Bolzano γηα ηελ f ζην δηάζηεκα 

[0,
1/2]. 

Άξα ππάξρεη x0[0,
1/2][0,1], ηέηνην ώζηε  

)
2

1
()( 00  xfxf .……………………………(2) 

Από (1) θαη (2)  ππάξρεη x0[0,1], ηέηνην ώζηε  

)
2

1
()( 00  xfxf . 

ii) Αξθεί λα δείμνπκε όηη ε ζπλάξηεζε 

)
3

1
()()(  xfxfxh

 
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ 

ξίδα ζην [0,1]. 











3

1
)0()0( ffh  




























3

2

3

1

3

1
ffh

 

)1(
3

2

3

2
ffh 

















 

.0)1()0(
3

2

3

1
)0(

)1()0( ff

ffhhh





















 

Άξα δπν από ηα )0(h , 








3

1
h  ,

 









3

2
h  είλαη εηε-

ξόζεκα θαη επνκέλσο ζην αληίζηνηρν δηάζηεκα 
εθαξκόδεηαη ην ζ. Bolzano θαη άξα ππάξρεη 

x1[0,1] ηέηνην ώζηε h(x1)=0 

 0)
3

1
()( 11  xfxf  

 )
3

1
()( 11  xfxf . 

39. Εάλ αγ+βγ+γ2<0, λα δείμεηε όηη β2
4αγ. 

Λύζε: Εθαξκόδνπκε ην ζ. Bolzano γηα ηελ ζπ-

λάξηεζε f(x)=αx2+βx+γ ζην δηάζηεκα [0,1]. 

(+) 

+ 
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 Σπλερήο ζην [0,1] σο πνιπσλπκηθή, 

 0)1()0(
)1(

)0(
2 

















ff

af

f

Άξα ε εμίζσζε f(x)=0  

    αx2+βx+γ=0  
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (0,1). 

Άξα Δ0 

 β2-4αγ0 

 β2
4αγ. 

40. Εάλ f:[0,2]R, ζπλερήο κε f(0)=f(2), λα δείμεηε 

όηη ππάξρνπλ x0,y0[0,2], κεx0-y0=1 ηέηνηα 
ώζηε f(x

0
)=f(y

0
). 

Λύζε: |x0-y0|=1  y0-x0=1 ή y0-x0=-1 

        y0=x0+1 ή y0=x0-1 
1ε πεξίπησζε: y0=x0+1. 
Τόηε ε πξνο απόδεημε ζρέζε γίλεηαη  

f(x
0
)=f(y

0
)   f(x

0
)=f(x0+1) 

    f(x
0
)-f(x0+1)=0. 

Εθαξκόδνπκε ην ζ. Bolzano γηα ηελ ζπ-

λάξηεζε g(x)=f(x)-f(x+1) ζην δηάζηεκα [0,1]. 

 Σπλερήο ζην [0,1] σο δηαθνξά ζπλερώλ 
ζπλαξηήζεσλ, 

 




















)0()1()2()1()1(

)1()0()0(

)2()0(

ffffg

ffg

ff  

  .0)1()0()1()0(
2
 ffgg  

Άξα ή g(0)=0 ή g(1)=0 ή g(0)g(1)<0 νπόηε από 

ζ. Bνlzano ππάξρεη x0(0,1) κε g(x0)=0. 

Επνκέλσο ππάξρεη x0[0,1] κε g(x0)=0  

      f(x
0
)-f(x0+1)=0 

              f(x
0
)=f(x0+1) 

      f(x
0
)=f(y

0
). 

2ε πεξίπησζε: y0=x0-1. 
Τόηε ε πξνο απόδεημε ζρέζε γίλεηαη  

f(x
0
)=f(y

0
)   f(x

0
)=f(x0-1) 

    f(x
0
)-f(x0-1)=0. 

Εθαξκόδνπκε ην ζ. Bolzano γηα ηελ ζπ-

λάξηεζε g(x)=f(x)-f(x-1) ζην δηάζηεκα [1,2]. 

 Σπλερήο ζην [1,2] σο δηαθνξά ζπλερώλ 
ζπλαξηήζεσλ, 

 




















)1()0()1()2()2(

)0()1()1(

)2()0(

ffffg

ffg

ff  

  .0)1()0()2()1(
2
 ffgg  

Άξα ή g(1)=0 ή g(2)=0 ή g(1)g(2)<0 νπόηε από 

ζ. Bνlzano ππάξρεη x0(1,2) κε g(x0)=0. 

Επνκέλσο ππάξρεη x0[1,2] κε g(x0)=0  

      f(x
0
)-f(x0-1)=0 

              f(x
0
)=f(x0-1) 

      f(x
0
)=f(y

0
). 

41. Έζησ f ζπλερήο ζην 0 θαη γηα θάζε x,yR ηζρύεη 
f(x+y)=f(x)ζπλy+f(y)ζπλx. Να δείμεηε όηη ε f είλαη 
ζπλερήο ζην R. 

Λύζε: f(x+y)=f(x)ζπλy+f(y)ζπλx  
0


yx

f(0)=f(0)+f(0)  f(0)=0. 

)(lim)(lim 0
00

hxfxf
hxx




= 

 00
0

)()(lim xhfhxf
h

 


= 

)(limlim)(
0

0
0

0 hfxhxf
hh 

  = 

)0(0)( 00 fxxf    

)( 0xf . 

Άξα είλαη ζπλερήο ζην x0 θαη επεηδή x0 ηπραίν, 
είλαη ζπλερήο ζην R. 

42. Έζησ f:RR, θαη γηα θάζε x,yR ηζρύεη 
f(x+y)=f(x)+f(y). Να δείμεηε όηη 
i) αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην 0, ηόηε ε f είλαη 
ζπλερήο ζην R. 

ii) αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην αR, ηόηε ε f είλαη 
ζπλερήο ζην R. 
Λύζε:  
i) f(x+y)=f(x)+f(y)  

0


yx

f(0)=f(0)+f(0)  f(0)=0. 

)(lim)(lim 0
00

hxfxf
hxx




= 

 )()(lim 0
0

hfxf
h




= 

)(lim)(
0

0 hfxf
h

 = 

)0()( 0 fxf   

)( 0xf . 

Άξα είλαη ζπλερήο ζην x0 θαη επεηδή x0 ηπραίν, 
είλαη ζπλερήο ζην R. 

ii) Αθνύ f ζπλερήο ζην α  )()(lim afxf
ax




 

 )()(lim
0

afhaf
h




 

   )()()(lim
0

afhff
h




  

 )()(lim)(
0

afhfaf
h




 

 0)(lim
0




hf
h

 

 )0()(lim
0

fhf
h




………….γηαηί f(0)=0 

Άξα είλαη ζπλερήο ζην 0 θαη από ην (i) εξώηεκα 
ζα είλαη ζπλερήο ζην R. 

43. Έζησ f:R*R, θαη γηα θάζε x,yR* ηζρύεη 

f(xy)=f(x)+f(y). Να δείμεηε όηη αλ ε f είλαη 

ζπλερήο ζην 1, ηόηε ε f είλαη ζπλερήο ζην R*. 

Λύζε:  f(xy)=f(x)+f(y) 
1


x

f(y)=f(1)+f(y)  

           f(1)=0. 

)(lim)(lim 0
10

hxfxf
hxx 

 = 

 )()(lim 0
1

hfxf
h




= 

)(lim)(
1

0 hfxf
h

 = 

Θέτω x=x0+h 

Όταν xx0  ηόηε h0 

Γιατί f συνεχής 

στο x0=0 
  0 1 

Θέτω x=x0+h 

Όταν xx0  ηόηε h0 

Γιατί f συνεχής 

στο 0 
  0 

Θέτω x=α+h 

Όταν xα  ηόηε h0 

Θέτω x=x0h 

Όταν xx0  ηόηε h1 

Γιατί f συνεχής 

στο 1 
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)1()( 0 fxf   

)( 0xf . 

Άξα είλαη ζπλερήο ζην x0 θαη επεηδή x0 ηπραίν 
ζην R*, είλαη ζπλερήο ζην R*. 

44. ρςσρσ 

 

 

0 


