
ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ 
Λύζεις θεμάηων ζηην ζσνέτεια 

 
1. Σωζηό – Λάζνο ζηηο παλειιήληεο: 

i. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη νξηζκέλε ζην [α,β] 
θαη ζπλερήο ζην (α,β], ηόηε ε f παίξλεη 
πάληνηε ζην [α,β] κία κέγηζηε ηηκή.    Μνλάδα 1               

ii. Αλ ε f  είλαη ζπλερήο ζην [α,β] κε f(α)<0 θαη 

ππάξρεη μ(α,β) ώζηε f(μ)=0,ηόηε θαη’ αλάγθε 
f(β)>0.                         Μνλάδεο 2 

iii. Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα 
δηάζηεκα Γ θαη δελ κεδελίδεηαη ζε απηό, ηόηε 

απηή ή είλαη ζεηηθή γηα θάζε xΓ, ή είλαη 

αξλεηηθή γηα θάζε xΓ, δειαδή δηαηεξεί 
ζηαζεξό πξόζεκν ζην δηάζηεκα Γ.   Μνλάδεο 2  

iv. Η εηθόλα f(Γ) ελόο δηαζηήκαηνο Γ κέζω κηαο 
ζπλερνύο θαη κε ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f 
είλαη δηάζηεκα.               Μνλάδεο 2 

v. Μηα ζπλερήο ζπλάξηεζε f δηαηεξεί ζηαζεξό 
πξόζεκν ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα ζηα 
νπνία νη δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο f ρωξίδνπλ ην 
πεδίν νξηζκνύ ηεο.   Μνλάδεο 2 

vi. Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζί-
ωο θζίλνπζα ζε αλνηθηό δηάζηεκα (α,β), ηόηε 
ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζην δηάζηεκα απηό είλαη 
ην δηάζηεκα (Α,Β) όπνπ 

Α= )(lim xf
ax 

 θαη Β= )(lim xf
x 

.  Μνλάδεο 2 

vii. Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην [α,β], ηόηε ε f 
παίξλεη ζην [α,β] κηα κέγηζηε ηηκή Μ θαη κηα 
ειάρηζηε ηηκή m.   Μνλάδεο 2 

Απάνηηζη: 

i ii iii iv v vi vii 

Λ Λ Σ Σ Σ Λ Σ 

2. Παλειιήληεο ζεηηθή θαη. 1980: 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
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Nα εμεηαζηεί ωο πξνο ηελ ζπλέρεηα θαη λα 
γίλεη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

Λύζη:  
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 Σην (-,0), f(x)=-x+1 ζπλερήο ωο πνιπ-
ωλπκηθή. 

 Σην (0,+), f(x)=x-1 ζπλερήο ωο πνιπ-
ωλπκηθή. 

 Σην x0=0. 
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Δπνκέλωο δελ ππάξρεη ην )(lim
0
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.  

Άξα δελ είλαη ζπλερήο ζην x0=0. 

 

3. Θέκα 2νλ 1983 (Οηθνλνκηθό): 

Να εμεηάζεηε ωο πξνο ηελ ζπλέρεηα ηηο 
ζπλαξηήζεηο κε ηύπνπο: 

i)  
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Λύζη:  

i)  Σπλερήο ζηα δηαζηήκαηα (-,2) θαη 

(2,+) ωο ξεηή 
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  =f(2). 
Άξα είλαη ζπλερήο ζην x0=2. 
Δπνκέλωο είλαη ζπλερήο ζην R. 

ii)  Σπλερήο ζηα δηαζηήκαηα (-,0) θαη 

(0,+) ωο ξεηή 
x

xf
1

)(   θαη πνιπωλπκηθή 

f(x)=x αληίζηνηρα. 

  Σην x0=0. 
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 Άξα δελ είλαη ζπλερήο ζην x0=0. 
Δπνκέλωο είλαη ζπλερήο ζην R 

4. Μαζεκαηηθό Αζελώλ: 

i) Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f κε f(x)x γηα 

θάζε xR, είλαη ζπλερήο ζην xν=0. 
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ii) Aλ ε g είλαη ζπλερήο ζην xν=0 κε g(0)=0 θαη 

f(x)g(x) γηα θάζε xR, λα δείμεηε όηη θαη 
ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην xν=0. 

Λύζη:  

i) f(x)x 0)0(
0
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   f(0)=0. 

f(x)x   -|x|f(x)|x|. 
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…….ιόγω ηεο (1). 

Άξα ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην xν=0. 

ii) f(x)g(x) )0()0(
0
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   f(0)=0…………………(2) 

f(x)g(x)   -|g(x)|f(x)|g(x)|. 
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…….ιόγω ηεο (2). 

Άξα ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην xν=0. 

5. Φπζηθό Θεο/λίθεο: 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f, γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

ζπλx-1f(x)x γηα θάζε xR. 
i) Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο 

ζην xν=0. 
ii) Να εμεηάζεηε ην ίδην πξόβιεκα εάλ  

ex-1f(x)x γηα θάζε xR. 
Λύζη: 

i) ζπλx-1f(x) |x| 0)0(10
0
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…….ιόγω ηεο (1). 

Άξα ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην xν=0. 

ii) ex-1f(x)x 
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…….ιόγω ηεο (2). 

Άξα ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην xν=0. 
6. Μαζεκαηηθό Παηξώλ: Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 

f:RR, γηα ηελ νπνία ηζρύεη f(x+y)=f(x)+f(y)+ιxy 

γηα θάζε x,yR θαη ιR κηα ζηαζεξά. Αλ ε f είλαη 
ζπλερήο ζην x0=0, λα δεηρζεί όηη είλαη ζπλερήο 
ζην R. 

 

Λύζη: f(x+y)=f(x)+f(y)+ιxy  
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f(0)=f(0)+f(0)  f(0)=0. 
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Άξα είλαη ζπλερήο ζην x0 θαη επεηδή x0 ηπραίν, 
είλαη ζπλερήο ζην R. 

7. Πξνηεηλόκελν: 

Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε  

x4+(α2-2)x2+(α-1)x-α2=0, αR*, 

 έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα (0,2). 

Λύζη: Δθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano γηα ηελ 

ζπλάξηεζε  
f(x)=x4+(α2-2)x2+(α-1)x-α2 

ζην δηάζηεκα [0,2]. 

 ζπλερήο ζην [0,2] ωο πνιπωλπκηθή, 
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Άξα ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο εμίζωζεο 

f(x)=0  x4+(α2-2)x2+(α-1)x-α2=0 ζην δηάζηεκα 
(0,2). 
8. Πξνηεηλόκελν: 

Έζηω p,qR
*
  θαη ε ζπλάξηεζε f:[α,β]R, 

ζπλερήο ζην [α,β] κε f(α)f(β). Να δείμεηε όηη 

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ xo(α,β) ηέηνην ώζηε 
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Θέτω x=x0+h 

Όταν xx0  ηόηε 
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Γιατί f σσνετής 

στο 0 

  0 

Γιατί Δ= -68<0 άρα 3α
2
+2α+6>0 για κάθε 

αR*. 
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9. Πξνηεηλόκελν: 

Έζηω f:[0,1][0,1], g:[0,1][0,1] ζπλερείο ζπ-
λαξηήζεηο ζην [0,1], κε g(0)=0 θαη g(1)=1. Να 
δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο Cf θαη Cg ηωλ 
ζπλαξηήζεωλ f θαη g έρνπλ έλα ηνπιάρηζηνλ 
θνηλό ζεκείν κε ηεηκεκέλε ζην δηάζηεκα [0,1]. 

Λύζη: Βιέπε άζθεζε 17 πξνεγνύκελνπ 

θπιιαδίνπ, γηα α=0 θαη β=1. 

10. Πξνηεηλόκελν: Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(ρ)=       

=
16

3
-εκπρ+7. Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε 

παίξλεη ηελ ηηκή 
2

7 ζην δηάζηεκα [-4,4]. 

Λύζη: Η f είλαη ζπλερήο ζην [-4,4] ωο δηαθνξά 
ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 
f(-4)=-4-εκ(-4π)+7 
       =-4+εκ4π+7…………..γηαηί εκ4π=0 
       =3. 
f(4)=4-εκ4π+7 
       =4+7 
       =11. 

Δπεηδή 
2

7 (3,11), από ην θεώρημα ενδιαμέ-

ζων ηιμών, ε ζπλάξηεζε παίξλεη ηελ ηηκή 
2

7

ζην δηάζηεκα [-4,4]. 

11. Πξνηεηλόκελν: Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(ρ)=     

=
4

3
-εκπρ+3. Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε 

παίξλεη ηελ ηηκή 
3

8 ζην δηάζηεκα [-2,2]. 

Λύζη: Η f είλαη ζπλερήο ζην [-2,2] ωο δηαθνξά 

ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 
f(-2)=-2-εκ(-2π)+3 
       =-2+εκ2π+3…………..γηαηί εκ2π=0 
       =1. 
f(2)=2-εκ2π+3 
       =2+3 
       =5. 

Δπεηδή 
3

8 (1,5), από ην θεώρημα ενδιαμέ-

ζων ηιμών, ε ζπλάξηεζε παίξλεη ηελ ηηκή 
3

8

ζην δηάζηεκα [-2,2]. 

12. Πξνηεηλόκελν: 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f:[0,1]Q (όπνπ Q ην 
ζύλνιν ηωλ ξεηώλ αξηζκώλ), πνπ είλαη ζπλερήο 

ζην [0,1],κε f(
5/8)=

5/8. Να δείμεηε όηη ε ζπλάξ-

ηεζε f είλαη ζηαζεξή.  

Λύζη: Βιέπε άζθεζε 37 πξνεγνύκελνπ θπιια-

δίνπ, κε ηελ δηαθνξά όηη ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη 
νη ξεηνί αξηζκνί θαη όρη νη αθέξαηνη. 

13. Θέκαηα πνιιώλ εμεηάζεωλ: 

Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε
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Λύζη:  

 Σηα δηαζηήκαηα (-,0) θαη (0,+) είλαη 

f(x)=xεκ
x

1
, ζπλερήο ωο γηλόκελν ζπλερώλ ζπ-

λαξηήζεωλ. 

 Σην x0=0. 
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, δειαδή είλαη ζπλερήο 

ζην x0=0. 

14. Παλειιήληεο ζεηηθή θαη. 1979: 
α) Πόηε κηα ζπλάξηεζε ιέγεηαη ζπλερήο ζε 

έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο; Πόηε κηα 
ζπλάξηεζε ιέγεηαη ζπλερήο ζε έλα 
δηάζηεκα; 
β) Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε 
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ζην R. 

Λύζη:  
α) Θεωξία. 
β) Σηα δηαζηήκαηα (-,0) θαη (0,+) είλαη 

f(x)=x2εκ
x

1
, ζπλερήο ωο γηλόκελν ζπλερώλ ζπ-

λαξηήζεωλ. 

 Σην x0=0. 
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, δειαδή είλαη ζπλερήο 

ζην x0=0. 

15. Θέκαηα πνιιώλ εμεηάζεωλ: 
Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία 

ηζρύεηf(x)-f(y)x-y γηα θάζε x,yR, είλαη 
ζπλερήο ζην R. 

 
Λύζη: Αξθεί λα δείμνπκε όηη είλαη ζπλερήο ζε 

θάζε x0R, δειαδή )()(lim 0
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xfxf
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16. Πξνηεηλόκελν: 

Έζηω f:RR κηα πνιπωλπκηθή ζπλάξηεζε κε 
f(x)=αλx

λ+αλ-1x
λ-1+…+α1x+α0 θαη α0αλ<0. Να δεί-

μεηε όηη ε εμίζωζε f(x)=0 έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ 
ζεηηθή ξίδα. 

Λύζη:  

 αλ>0. 
Τόηε α0<0. 
f(0)=α0<0. 

 

 xaxf
xx 

 lim)(lim =+ ……γηαηί αλ>0 

Άξα f(x)>0 θνληά ζην +. 

Δπνκέλωο ππάξρεη μR, μ>0 κε f(μ)>0. 

Άξα f(0)f(μ)<0 θαη επεηδή είλαη ζπλερήο ζην 
[0,μ] ωο πνιπωλπκηθή, εθαξκόδεηαη ην ζ. 
Bolzano ζην [0,μ], επνκέλωο ε εμίζωζε f(x)=0 
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (0,μ) άξα ζεηηθή. 

 αλ<0. 
Τόηε α0>0. 
f(0)=α0>0. 

 

 xaxf
xx 

 lim)(lim =- ……γηαηί αλ<0 

Άξα f(x)<0 θνληά ζην +. 

Δπνκέλωο ππάξρεη μR, μ>0 κε f(μ)<0. 

Άξα f(0)f(μ)<0 θαη επεηδή είλαη ζπλερήο ζην 
[0,μ] ωο πνιπωλπκηθή, εθαξκόδεηαη ην ζ. 
Bolzano ζην [0,μ], επνκέλωο ε εμίζωζε f(x)=0 
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην (0,μ) άξα ζεηηθή. 

17. Πξνηεηλόκελν: 

Έζηω ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f: [0,2]R ηέηνηα 
ώζηε f(0)=f(2). Να δείμεηε όηη ππάξρνπλ 

x,y[0,2] ηέηνηνη ώζηε x-y=1 θαη f(x)=f(y). 

Λύζη: Βιέπε άζθεζε 40 πξνεγνύκελνπ θπιιαδίνπ. 

18. Μαζεκαηηθό Αζελώλ: 

Θεωξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο f,g:ΓR όπνπ Γ 

είλαη έλα δηάζηεκα θαη xνΓ. Αλ f(xν)g(xν) θαη 

f(x)=g(x) γηα θάζε xΓ-{xν},λα δείμεηε όηη δελ 
είλαη δπλαηόλ νη f,g λα είλαη ηαπηόρξνλα 
ζπλερείο ζην Γ. 

Λύζη: f(x)=g(x)  )(lim)(lim
00

xgxf
xxxx 

 …..(1) 

Δάλ f,g είλαη ηαπηόρξνλα ζπλερείο ζην Γ, ηόηε ε 

(1)  f(x0)=g(x0), άηνπν γηαηί f(xν)g(xν). 
Άξα νη f,g δελ είλαη ηαπηόρξνλα ζπλερείο ζην Γ. 

19. END  

? 


