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ȿɈɆȺȽɆ ɆɇȽɆ ȺɄȷɁȷȿȼɄɇȽȾȺɆ ȷɆȾȼɆȺȽɆ ɆɇȽɆ ȾɋɁȽȾȺɆ ɇɃɀȺɆ 

4ɞɜ ɈɄȺɅȸɃȿȼ 

1) ɁŬ ɞɟɑůŮŰŮ ɔɘŬ əŬɗŮɛɘɎ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɡˊŮɟɓɞɚɏɠ, Űɘɠ ůɡɜ/ɜŮɠ Űɤɜ əɞɟɡűɩɜ Űɞɡɠ, Űɘɠ ůɡɜ/ɜŮɠ Űɤɜ 
ŮůŰɘɩɜ Űɞɡɠ, Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰɎ Űɞɡɠ əŬɘ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŬůɨɛˊŰɤŰɩɜ Űɞɡɠ: 
i) 4x2-45y2=180, 
ii) 49y2-16x2=784, 
iii) x2-y2=25, 
iv) 9x2-64y2=1. 
ȿɨůɖ:  

i) 4x2-45y2=180 Ú .1
445

22

=-
yx

 

Ŭ=45= 53 . 

ɓ=4 =2. 

ɔ2=Ŭ2+ɓ2=45+4=49 Ú ɔ=49 .  

Ⱦɞɟɡűɏɠ: (° 53 ,0) 

ȺůŰɑŮɠ: (° 49 ,0) 

ȺəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ: Ů=
a

g
=

53

49
. 

ȷůɨɛˊŰɤŰŮɠ: y=°
a

b
x Ú y=°

53

2
x. 

ii) 49y2-16x2=784 Ú .1
4916

22

=-
xy

 

Ŭ=16=4. 

ɓ=49=7. 

ɔ2=Ŭ2+ɓ2=16+49=65 Ú ɔ=65. 

Ⱦɞɟɡűɏɠ: (0,°4) 

ȺůŰɑŮɠ: (0,° 65) 

ȺəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ: Ů=
a

g
=

4

65
. 

ȷůɨɛˊŰɤŰŮɠ: y=°
b

a
x Ú y=°

7

4
x. 

iii) x2-y2=25 Ú .1
2525

22

=-
yx

 

Ŭ=ɓ=25=5. 

ɔ2=Ŭ2+ɓ2=25+25=50 Ú ɔ=50=5 2 . 

Ⱦɞɟɡűɏɠ: (°5,0) 

ȺůŰɑŮɠ: (°5 2 ,0) 

ȺəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ: Ů=2,ɔɘŬŰɑ ŮɑɜŬɘ ɘůɞůəŮɚɐɠ 
ɡˊŮɟɓɞɚɐ. 

ȷůɨɛˊŰɤŰŮɠ: y=°x ɔɘŬ Űɞɜ ɑŭɘɞ ɚɧɔɞ. 

iv) 9x2-64y2=1 Ú .1

64

1

9

1

22

=-
yx

 

Ŭ=
9

1
=

3

1
. 

ɓ=
64

1
=

8

1
. 

ɔ2=Ŭ2+ɓ2=
64

1

9

1
+ =

576

73
 Ú ɔ=

24

73
. 

Ⱦɞɟɡűɏɠ: ö
÷

õ
æ
ç

å
° 0,

3

1
. 

ȺůŰɑŮɠ: 
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
° 0,

24

73
. 

ȺəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ: Ů=
a

g
=

8

73
. 

ȷůɨɛˊŰɤŰŮɠ: y=°
a

b
x Ú y=°

8

3
x. 

2) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ əŬɗŮɛɘɎɠ Ŭˊɧ Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɡˊŮɟɓɞɚɏɠ: 

i) ȯɝɞɜŬɠ (ȷȷȭ)=8, ŮůŰɑŮɠ (°5,0), 
ii) ȺůŰɑŬ (8,0) əɞɟɡűɐ (6,0), 
iii) ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ (3,1), (9,5), 

iv) ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ (3,-5) əŬɘ ɏɢŮɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ 2x°y=0, 
v) əɞɟɡűɐ (6,0) əŬɘ ɛɘŬ ŬůɨɛˊŰɤŰɖ       4x-3y=0, 

vi) ɏɢŮɘ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ ɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 1
1625

22

=+
yx

 əŬɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ (Ů): x-y+1=0, 

vii) ɏɢŮɘ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ ɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 1
1625

22

=+
yx

 əŬɘ ŮɑɜŬɘ ɘůɞůəŮɚɐɠ, 

viii) ȰɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ (°3,0) əŬɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ (Ů): 2x-y-4=0. 
ȿɨůɖ:  

i) Ŭ=4, ɔ=5. 
ɓ2=ɔ2-Ŭ2=25-16=9. ȯɟŬ 1

916

22

=-
yx

. 
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ii) Ŭ=6, ɔ=8. 
ɓ2=ɔ2-Ŭ2=64-36=28. 

1
2836

22

=-
yx

. 

iii) 1ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ: 

ȰůŰɤ (c): 1
2

2

2

2

=-
ba

yx
éééé..(1) 

(3,1)Í(c) Ú 1
19
22
=-

ba
ééé..(2)

 

(9,5)Í(c) Ú 1
2581

22
=-

ba
ééé..(3) 

ŪɏŰɤ 
2

1

a
=ɤ (4) əŬɘ 

2

1

b
=ű (5). 

ɞˊɧŰŮ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ (2) & (3) ɔɑɜɞɜŰŬɘ: 

)9(

12581

19 -Ö

ý
ü
û

í
ì
ë

=-

=-

fw

fw
Ú  

Ú
ý
ü
û

í
ì
ë

=-

-=+-

12581

9981

fw

fw
(+) 

16ű=8 Ú ű=
2

1 )5(

Ú
2

1

b
=

2

1
Ú ɓ2=2. 

ɤ=
9

1 f+
=é=

6

1
Ú 

2

1

a
=

6

1
 Ú Ŭ2=6. 

ȯɟŬ (1) Ú 1
26

22

=-
yx

. 

2ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ: 

ȰůŰɤ (c): 1
2

2

2

2

=-
ba

xy
éééé..(6) 

(3,1)Í(c) Ú 1
91
22
=-

ba
ééé..(7)

 

(9,5)Í(c) Ú 1
8125

22
=-

ba
ééé..(8) 

ŪɏŰɤ 
2

1

a
=ɤ (9) əŬɘ 

2

1

b
=ű (10). 

ɞˊɧŰŮ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ (7) & (8) ɔɑɜɞɜŰŬɘ: 

)9(

18125

19 -Ö

ý
ü
û

í
ì
ë

=-

=-

fw

fw
Ú  

Ú
ý
ü
û

í
ì
ë

=-

-=+-

18125

9819

fw

fw
(+) 

16ɤ=-8 Ú ɤ=
2

1
-

)9(

Ú
2

1

a
=

2

1
-  ŬŭɨɜŬŰɖ. 

iv) 1ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ: 

ȰůŰɤ (c): 1
2

2

2

2

=-
ba

yx
ééé..(1) 

y=°
a

b
x  

y=°2x 

(3,-5)Í(c) Ú 1
4

259
22
=-

aa
 

 

Ú 1
4

11
2
=

a
 

 

Ú 
4

112 =a éééé...(3) 

ȼ (2) ɚɧɔɤ Űɖɠ (3) Ú ɓ2=4Ŭ2=11. 

ȯɟŬ  (1) Ú 1
1111

4 22

=-
yx

Ú 4x2-y2=11. 

2ɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ: 

ȰůŰɤ (c): 1
2

2

2

2

=-
ba

xy
ééé...(4) 

y=°
b

a
x  

y=°2x 

(3,-5)Í(c) Ú 1
9

4

25
22
=-

bb
 

 

Ú 1
4

11
2
=-

b
 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ. 
v) ȷűɞɨ ɖ əɞɟɡűɐ (6,0) ŮɑɜŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xxȭ, 
ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

(c): 1
2

2

2

2

=-
ba

yx
ééééééé..(1) 

Ŭ=6. 

y=
a

b
x  

y=
3

4
x 

 Ú 
6

b
=

3

4
Ú ɓ=8 ééé.(2) 

ȯɟŬ 1
6436

22

=-
yx

.

 

vi) ũɘŬ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 1
1625

22

=+
yx

ɏɢɞɡɛŮ: 

Ŭ=5, ɓ=4 əŬɘ ɔ2=Ŭ2-ɓ2=25-16=9. 

ȯɟŬ ɔ=3 əŬɘ ŮůŰɑŮɠ (°3,0) ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xxȭ. 
ȷűɞɨ ɞɘ ŮůŰɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xxȭ, ɖ 
ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

(c): 1
2

2

2

2

=-
ba

yx
éééééééé...(1) 

Ŭ2=ɔ2-ɓ2=9-ɓ2, ɞˊɧŰŮ ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

1
9 2

2

2

2

=-
- bb

yx
éééééé.é..é(2) 

Ú ɓ=2Ŭééééé...(2) 

Ú Ŭ=2ɓéééé..é.(5) 

Ú 
a

b
=

3

4
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ȷűɞɨ ɖ ŮɡɗŮɑŬ (Ů):  x-y+1=0  

 Ú y=x+1éééé..é(3) 
ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, ɗŬ ˊɟɏˊŮɘ Űɞ 
ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ (2) əŬɘ (3) ɜŬ ɏɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɐ 
ɚɨůɖ. 

)3(

)2( Ý

 

1
)1(

9 2

2

2

2

=
+

-
- bb

xx
Ú é  

Ú (2ɓ2-9)x2+2(ɓ2-9)x+(ɓ4-8ɓ2-9)=0é.(4) 
ȼ Ůɝɑůɤůɖ (4) ŮɑɜŬɘ 2ɞɡ ɓŬɗɛɞɨ ɤɠ ˊɟɞɠ x 
əŬɘ ɔɘŬ ɜŬ ɏɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɐ ɚɨůɖ ˊɟɏˊŮɘ ȹ=0  

Ú 4(ɓ2-9)2-4(2ɓ2-9)(ɓ4-8ɓ2-9)=0  

Ú é Úɓ6-13ɓ4+36ɓ2=0 

Ú ɓ2(ɓ4-13ɓ2+36)=0é. əŬɘ ŮˊŮɘŭɐ ɓ0̧ 

Ú ɓ4-13ɓ2+36=0ééééééééé.(5) 
ȼ Ůɝɑůɤůɖ (5) ŮɑɜŬɘ ŭɘŰŮŰɟɎɔɤɜɖ ɤɠ ˊɟɞɠ 
ɓ əŬɘ ɏɢŮɘ ɚɨůŮɘɠ ɓ2=9 (Ŭˊɞɟɟ. ɔɘŬŰɑ 

ɓ<ɔ=3) əŬɘ ɓ2=4 Ú Ŭ2=ɔ2-ɓ2=9-4=5. 
ȯɟŬ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

1
45

22

=-
yx

. 

ŪŬ ɟ́ɏˊŮɘ ɧɛɤɠ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ 
ɖ ŮɡɗŮɑŬ (Ů) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 
ȼ Ůɝɑůɤůɖ (4) ɏɢŮɘ ŭɘˊɚɐ ɟɑɕŬ: 

x1=
)92(2

)9(2
2

2

-

-
-

b

b
=é=-5 əŬɘ ɖ 

51

)3(
-=

Ú
x

y1=-4.  

ȯɟŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ ŮɑɜŬɘ ɀ(-5,-4) əŬɘ ɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 1
45

11 =-
yyxx

 

Ú é Ú x-y+1=0. 

vii) ũɘŬ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 1
1625

22

=+
yx

ɏɢɞɡɛŮ: 

Ŭ=5, ɓ=4 əŬɘ ɔ2=Ŭ2-ɓ2=25-16=9. 

ȯɟŬ ɔ=3 əŬɘ ŮůŰɑŮɠ (°3,0) ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xxȭ. 

ȺˊŮɘŭɐ ŮɑɜŬɘ ɘůɞůəŮɚɐɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐ, ɏɢŮɘ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Ů=2əŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ůɢɏůɖ 

Ů=ɔ/Ŭ ɓɟɑůəɞɡɛŮ Ŭ=ɓ=
2

23
. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ x2-y2=9/2. 
viii) ɔ=3 əŬɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xxȭ. 
Ŭ2=ɔ2-ɓ2=9-ɓ2éééééééééé.(1) 

ȰůŰɤ (c): 1
2

2

2

2

=-
ba

yx
ééééé..(2)  

ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 
ȺɎɜ ɀ(x1,y1) Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ, ŰɧŰŮ ɖ 
Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɖɠ ŮɑɜŬɘ: 

1
2

1

2

1 =-
ba

yyxx
Ú 

Ú  ɓ2x1x-Ŭ2y1y-Ŭ2ɓ2=0éééééé.(3) 
ũɘŬ ɜŬ ŰŬɡŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ: 
        2x-1y-4=0,  
ˊɟɏˊŮɘ: 

412

22
1

2
1

2
bb ayax

== Ú 

î
î

í

î
î

ì

ë

=

=

)5.........(
4

)4(..........
2

2

1

2

1

b
y

a
x

 

Ⱥˊɑůɖɠ 1
2

2
1

2

2
1 =-

ba

yx
ɖ ɞˊɞɑŬ ɚɧɔɤ Űɤɜ 

(4) əŬɘ (5) ŭɑɜŮɘ 4Ŭ2-ɓ2=16 ɖ ɞˊɞɑŬ ɚɧɔɤ 
Űɖɠ (1) ŭɑɜŮɘ ɓ=2. 
ȼ (1) ɔɘŬ ɓ=2 ŭɑɜŮɘ Ŭ2=5 əŬɘ ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

1
45

22

=-
yx

. 

ũŮɜɘəɐ ˊŬɟŬŰɐɟɖůɖ: ȾɎˊɞɘŬ ŮɟɤŰɐɛŬŰŬ Űɖɠ 
Ɏůəɖůɖɠ ŮˊɘɚɨɗɖəŬɜ ï Ŭɜ əŬɘ ɐůŬɜ ˊŬɟɧɛɞɘŬ 
ï ɛŮ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ ɛɏɗɞŭɞ, ɔɘŬ ɜŬ ŭɘŭŬɢɗɞɨɜ 
ɧɚɞɘ ɞɘ ŭɡɜŬŰɞɑ Űɟɧˊɞɘ Ůˊɑɚɡůɖɠ. 
 

3) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ˊɞɡ 
ůɢɖɛŬŰɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

1
94

22

=-
yx

 əŬɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ (Ů): 9x+2y-24=0. 

ȿɨůɖ: Ŭ=2 əŬɘ ɓ=3. 

(Ů1): y=
a

b
x Ú y=

2

3
x Ú 2y=3x. 

(Ů2): y=
a

b
- x Ú y=

2

3
- x Ú 2y=-3x. 

ȷˊɧ Űɖɜ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ (Ů) əŬɘ (Ů1) ɓɟɑ-
ůəɞɡɛŮ ȷ(2,3) əŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 
Űɤɜ (Ů) əŬɘ (Ů2) ɓɟɑůəɞɡɛŮ ȸ(4,-6) (ůɢɐɛŬ 1). 


OA=(2,3) əŬɘ 


OB=(4,-6). 

(Ƀȷȸ)= |
64

32
|

2

1

-
= 

2

1
|-24|=12. 

 
 

σχήμα 1 
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4) ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɤɜ (Ů) Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 25x2-4y2=100 ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ůŰɖɜ 

ŮɡɗŮɑŬ (ɖ): 3x-y=0. 

ȿɨůɖ: ȰůŰɤ (Ů): 25xx1-4yy1=100 ɧˊɞɡ Ʌ(x1,y1) Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ (ůɢɐɛŬ 2). 

ȰɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɖɜ (Ů) ŮɑɜŬɘ Űɞ 


a=(4y1,25x1). 

ȰɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɖɜ (ɖ) ŮɑɜŬɘ Űɞ 


b=(1,3). 

Ů//ɖ Ú 


a//


b Ú 
31

254 11 xy
=0 Ú 12y1-25x1=0éééééééééé(1) 

Ⱥˊɑůɖɠ 25x1
2-4y1

2=100ééééééééééééééééééééé(2) 
 ȷˊɧ Űɖɜ ɚɨůɖ Űɤɜ (1) əŬɘ (2) ɓɟɑůəɞɡɛŮ: 
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ɃˊɧŰŮ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ 3x-y° 11=0. 

5) ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ x2-2y2=8 ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ɖ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɐ Űɖɠ (Ů) ɜŬ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ 

ŮɡɗŮɑŬ (ɖ): 4x+5y=2. 

ȿɨůɖ: ȰůŰɤ (Ů): xx1-2yy1=8 ɧˊɞɡ Ʌ(x1,y1) Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ. 

ȰɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɖɜ (Ů) ŮɑɜŬɘ Űɞ 


a=(2y1,x1).  

ȰɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɖɜ (ɖ) ŮɑɜŬɘ Űɞ 


b=(5,-4). 

Ů̂ɖ Ú 


a^


b Ú 


aÖ


b=0 Ú 10y1-4x1=0ééééééééééééééééééééééé..é(1) 

Ⱥˊɑůɖɠ x1
2-2y1

2=8ééééééééééééééééééééééééééééé..ééééé(2) 

 ȷˊɧ Űɖɜ ɚɨůɖ Űɤɜ (1) əŬɘ (2) ɓɟɑůəɞɡɛŮ 
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ɃˊɧŰŮ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ŭɡɞ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ (ɎɟŬ ŭɡɞ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ), ŰŬ  
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6) ūɤŰŮɘɜɐ ŬəŰɑɜŬ ɝŮəɘɜɎŮɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ ɡˊŮɟɓɞɚɘəɞɨ əŬŰɧˊŰɟɞɡ 1
45

22

=-
yx

 ˊɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞɜ 

ɗŮŰɘəɧ ɖɛɘɎɝɞɜŬ Ƀx , ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɔɤɜɑŬ Ŭ ɛŮ Űɞɜ Ƀx, ŰɏŰɞɘŬ ɩůŰŮ ˊ<Ŭ<3ˊ/2 əŬɘ ŮűŬ=2 əŬɘ ŬɜŬəɚɎŰŬɘ Ůˊɑ 
Űɞɡ əŬŰɧˊŰɟɞɡ. ɁŬ əŬŰŬůəŮɡɎůŮŰŮ Űɞ əɎŰɞˊŰɟɞ, Űɖɜ ˊɟɞůˊɑˊŰɞɡůŬ ŬəŰɑɜŬ, Űɖɜ ŬɜŬəɚɩɛŮɜɖ ŬəŰɑɜŬ 
əŬɘ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŰɟɞɢɘɎɠ Űɖɠ ŬɜŬəɚɩɛŮɜɖɠ ŬəŰɑɜŬɠ. 
ȿɨůɖ: Ŭ2=5, ɓ2=4. 

ɔ2=Ŭ2+ɓ2=5+4=9 Ú ɔ=3. ȯɟŬ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 
ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥ(3,0) əŬɘ Ⱥȭ(-3,0) (ůɢɐɛŬ 3). 
ȼ ŮɡɗŮɑŬ Ⱥȷ (ˊɟɞůˊɑˊŰɞɡůŬ ŬəŰɑɜŬ) 
ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ(3,0) əŬɘ ɏɢŮɘ 
ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ=ŮűŬ=2.  
ȯɟŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ y-yE=ɚ(x-xE)  

 Ú y=2(x-3)ééééé...(1) 
Ƀɘ ůɡɜ/ɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ ɗŬ ɓɟŮɗɞɨɜ 
ɚɨɜɞɜŰŬɠ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ: 
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ȺˊŮɘŭɐ xA<3 (ɓɚɏˊŮ ůɢɐɛŬ 3), Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ 
ɏɢŮɘ ůɡɜ/ɜŮɠ ȷ(5/2,-1). 
ȼ ŬɜŬəɚɩɛŮɜɖ ŬəŰɑɜŬ ɏɢŮɘ Űɖɜ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ Űɖɠ ȷȺȭ əŬɘ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 2x+11y+6=0 (?).  

σχήμα 2 

σχήμα 3 

σχήμα 3 
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7) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɓ2x2-Ŭ2y2=Ŭ2ɓ2 ˊɞɡ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭ/ɜůɖɠ m, ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

222 b-°= mamxy . 

ȿɨůɖ: ȰůŰɤ (Ů): y=mx+ə ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ. ȷűɞɨ ɖ (Ů) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, Űɞ ůɨůŰɖɛŬ 
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mxy

yx 222222

 

ɗŬ ɏɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɐ ɚɨůɖ.  

Ú ɓ2x2-Ŭ2(mx+ə)2=Ŭ2ɓ2 Ú é Ú (ɓ2-Ŭ2m2)x2-2Ŭ2məx-Ŭ2(k2+ɓ2)=0éééééééééééééé..(1) 
ȼ Ůɝɑůɤůɖ (2) ŮɑɜŬɘ 2ɞɡ ɓŬɗɛɞɨ ɤɠ ˊɟɞɠ x əŬɘ ɔɘŬ ɜŬ ɏɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɐ ɚɨůɖ ˊɟɏˊŮɘ ȹ=0  

 Ú 4Ŭ4m2ə2-4Ŭ2(ɓ2-Ŭ2m2)(k2+ɓ2)=0 

 Ú é Ú 222 bk -°= ma . 

ȯɟŬ (Ů): 222 b-°= mamxy . 

ȼ ɛɞɜŬŭɘəɧŰɖŰŬ Űɖɠ Űɞɛɐɠ ɧɛɤɠ, ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɘəŬɜɐ ůɢɏůɖ ɩůŰŮ ɖ (Ů) ɜŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 
ȷˊɞŭŮɘəɜɨɞɡɛŮ ɧŰɘ ˊɟɎɔɛŬŰɘ ɖ (Ů) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 
ȺɎɜ ɀ(x1,y1) Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ, ŰɧŰŮ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ (Ů) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ ɓ2xx1-Ŭ

2yy1=Ŭ
2ɓ2éééééé.(2) 

əŬɘ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ m=

1
2

1
2

ya

xb
Ú 

2

1
2

1
b

yma
x = ééééééééééééééééé..(3) 

ɓ2x1
2-Ŭ2y1

2=Ŭ2ɓ2 
)3(

Ú é Ú 
222

2

1

b

b

-
°=

ma
y ééééééééééééééééééééé..(4) 

)4(

)3( Ú
222

2

1

b-
°=

ma

ma
x éééééééééééééééééééééééééééééé.(5) 

H (2) ɚɧɔɤ Űɤɜ (4) əŬɘ (5) ɔɑɜŮŰŬɘ 
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8) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŬůɨɛˊŰɤŰɤɜ ŰɛɐɛŬ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ ɛɘŬɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŭɘɢɞŰɞɛŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ 
Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ. 

ȿɨůɖ: ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ (Ů) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤ-
ůɖ ɓ2xx1-Ŭ

2yy1=Ŭ
2ɓ2 (ůɢɐɛŬ 4). 

ȿɨɜɞɡɛŮ ŰŬ ůɡůŰɐɛŬŰŬ Űɤɜ (Ů), (Ů1) 
əŬɘ (Ů), (Ů2) ɔɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ ůɡɜ/ɜŮɠ 
Űɤɜ ɀ2 əŬɘ ɀ3 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 
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 Ƀɛɞɑɤɠ y2+y3=é=2
a

b
x1 1

)1(

2y= ééééééééééééééééééééééééééé.......(4) 

ȷˊɧ Űɘɠ (3) əŬɘ (4) ɏˊŮŰŬɘ Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ. 
9) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŬůɨɛˊŰɤŰɤɜ ɛɘŬɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɛŮ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Ů=2. 

ȿɨůɖ: 12-= e
a

b
=é= 3 . 

ȯɟŬ ɞɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ y=° 3 x. 

ȺɎɜ ɤ1 əŬɘ ɤ2 ɞɘ ɔɤɜɑŮɠ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ŬɡŰɏɠ ɛŮ Űɞɜ 
ɖɛɘɎɝɞɜŬ Ƀx, ŰɧŰŮ (ůɢɐɛŬ 5), ɤ1=600 əŬɘ ɤ2=1200, ɞˊɧŰŮ 

ɤ=ɤ2-ɤ1=1200-600=600. 

10) ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ əɞɘɜɏɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 
9x2+16y2=144 əŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ x2-64y2=64. 

ȿɨůɖ: ȺɎɜ y=Ŭx+ɓ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ, ŰɧŰŮ ɞɘ 
ŮɝɘůɩůŮɘɠ 2ɞɡ ɓŬɗɛɞɨ: 
9x2+16(Ŭx+ɓ)2=144 əŬɘ x2-64(Ŭx+ɓ)2=64 
ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ɏɢɞɡɜ ŭɘŬəɟɑɜɞɡůŮɠ ɑůŮɠ ɛŮ 0. 
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ɇɏůůŮɟɘɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ 
3

111

12

30
°°= xy  (ůɢɐɛŬ 5). 

11) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ əɎɗŮ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɓ2x2-Ŭ2y2=Ŭ2ɓ2 ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰɞɡɠ ŬˊɧůŰŬůɖ ɑůɖ ɛŮ ɓ. 

ȿɨůɖ: ȰůŰɤ (Ů): y=
a

b
x Ú ɓx-Ŭy=0 ɖ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ŭɡɞ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ əŬɘ Ⱥ(ɔ,0) ɖ ɛɘŬ ŮůŰɑŬ. 

d(E,Ů)=
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+Ö-
= 
g

bg
=ɓ. 

ȿɧɔɤ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ, Űɧůɖ ɗŬ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɖɠ ŮůŰɑŬɠ Ⱥ Ŭˊɧ Űɖɜ Ɏɚɚɖ Ŭůɨɛ-
ˊŰɤŰɖ, əŬɘ ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɖɠ ŮůŰɑŬɠ Ⱥȭ(-ɔ,0) Ŭˊɧ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ. 

12) ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 1
2

2

2

2

=-
b

y

a

x
 əŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 

g

a
d

2

: =x , 
g

a
d

2

 : -=¡x . ȰůŰɤ ɀ(x, y) ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ 

Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 
a) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ ɚɧɔɞɠ Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ Ŭˊɧ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ŭ əŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ(ɔ,0) 
ŮɑɜŬɘ ɑůɞɠ ɛŮ Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Ů. 

b) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ ɚɧɔɞɠ Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ Ŭˊɧ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ŭȭ əŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ŮůŰɑŬ           
Ⱥȭ(-ɔ,0) ŮɑɜŬɘ ɑůɞɠ ɛŮ Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Ů. 
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c) 
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1
|| ME   ɧˊɞɡ ɟ=ɓ2/Ŭ əŬɘ ű,ɗ ɞɘ ɔɤɜɑŮɠ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ Ⱥɀ 

əŬɘ Ⱥȭɀ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ɛŮ Űɞɜ ɖɛɘɎɝɞɜŬ Ƀx. 
ȿɨůɖ: ȰůŰɤ x>0. 

d=x-
g

a2

 əŬɘ dȭ=x+
g

a2

 (ůɢɐɛŬ 6)ééééééééééééééééééééééééééé(1) 

(Ⱥɀ)2=(x-ɔ)2+y2 
(Ⱥȭɀ)2=(x+ɔ)2+y2 

 Ý ((Ⱥȭɀ)+(Ⱥɀ))((Ⱥȭɀ)-(Ⱥɀ))=4xɔ 

 Ý ((Ⱥȭɀ)+(Ⱥɀ))2Ŭ=4xɔ 

 Ý (Ⱥȭɀ)+(Ⱥɀ)=2x
a

g
 

 Ý (Ⱥȭɀ)+(Ⱥɀ)=2xŮ.                  éééééééééééééééééé.(2) 
 Ⱥˊɑůɖɠ (Ⱥȭɀ)-(Ⱥɀ)=2Ŭ.                    éééééééééééééééééé.(3) 
 2(Ⱥȭɀ)=2xŮ+2Ŭ 

 
 Ý (Ⱥȭɀ)=xŮ+Ŭ 

 Ý (Ⱥȭɀ)= ö
÷

õ
æ
ç

å
+
e

e
a

x  

 Ý (Ⱥȭɀ)=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+
g

e
2a

x éééééé.. ɔɘŬŰɑ Ů=
a

g
. 

 Ý (Ⱥȭɀ)=Ůdȭ éééééé.. ɚɧɔɤ Űɖɠ (1)ééééééééééééé..(4) 

Ƀɛɞɑɤɠ (2)-(3) Ý é Ý (Ⱥɀ)=Ůdéééééééééééééééééééééééééé..(5) 

a) ȷˊɧ Űɖɜ ůɢɏůɖ (5) Ý e=
EM

d

)(
. 

b) ȷˊɧ Űɖɜ ůɢɏůɖ (4) Ý e=
¡

ME¡

d

)(
. 

c)  00<ű<900. 

ɇɧŰŮ (ůɢɐɛŬ 6) ůɡɜű=
)(

)(

EM

EZ

d

x

e

g-
=

)5(

éééééééééééééééééééééééé..(6) 

esunf

r

-1

d

x g
a

b

-
-

=

1

2

)6(

=
)(

2

ga

b

+-xd

d
 

Ý (Ⱥȭɀ)2-(Ⱥɀ)2=é =4xɔ 
н  h

(+) 

σχήμα 6 
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ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-

=

g

a
ga

b
2

2)1( d
 

 
( )22

2

aga

bg

-
=

d
 

 
2

2

ab

bgd
=  

 
a

gd
= =Ůd=(EM) éééééééééɚɧɔɤ Űɖɠ (5). 

 900<ű<1800. 

ɇɧŰŮ (ůɢɐɛŬ 7) ůɡɜű=-ůɡɜű1=
)(

)(

EM

EZ
-

d

x

e

g-
-=

)5(

d

x

e

g-
=  əŬɘ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ˊɎɚɘ ůŰɖɜ ůɢɏůɖ (6). 

 

Ƀɛɞɑɤɠ ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ əŬɘ ɖ ůɢɏůɖ 
esunq

r

+
=¡



1
|| ME . 

13) ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 9x2-16y2=144. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ A Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ȷȺȷ̂Ⱥȭ, ɧˊɞɡ 
Ⱥ, Ⱥȭ ɞɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ. 

ȿɨůɖ: 9x2-16y2=144 Ú 1
916

22

=-
yx

.  

Ŭ=4, ɓ=3 ɞˊɧŰŮ ɔ=
22 ba + =5. 

ȯɟŬ Ⱥ(5,0) əŬɘ Ⱥȭ(-5,0). 

ȺˊŮɘŭɐ ȷȺȷ̂Ⱥȭ, Űɞ ȷ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ əɨ-
əɚɞɡ ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ ȺȺȭ ˊɞɡ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
x2+y2=25 (ůɢɐɛŬ 8). 
ȿɨɜɞɡɛŮ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
9x2-16y2=144 əŬɘ Űɞɡ əɨəɚɞɡ x2+y2=25  

əŬɘ ɓɟɑůəɞɡɛŮ x=°
5

544
 əŬɘ y=°

5

9
. 

(ŰɏůůŮɟŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ əŬɘ ȹ ˊɞɡ 
űŬɑɜɞɜŰŬɘ ůŰɞ ůɢɐɛŬ 8). 

14) ȷɜ ȷ(x,y) ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɘůɞůəŮɚɞɨɠ 
ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɛŮ ŮůŰɑŮɠ Ⱥ əŬɘ Ⱥȭ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ 
ɧŰɘ (Ƀȷ)2=(ȷȺ).(ȷȺȭ). 
ȿɨůɖ: ȰůŰɤ x2-y2=Ŭ2 ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɘůɞůəŮɚɞɨɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ.  

ɇɧŰŮ Ŭ=ɓ əŬɘ ɔ2=Ŭ2+ɓ2=2Ŭ2 Ú ɔ=Ŭ2éééééééééééééééééééééééééé.(1) 

(Ƀȷ)2=x2+y2éééééééééééééééééééééééééééééééééééééé(2) 

σχήμα 7 
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(AE)=
22)( yx +-g  əŬɘ (ȷȺȭ)=

22)( yx ++g

(ůɢɐɛŬ 9). 

(AE)Ö(ȷȺȭ)=
22)( yx +-g Ö

22)( yx ++g  

= ( )( )2222 )()( yxyx +++- gg  

= ( )( )222222 22 yxxyxx +++++- gggg  

= ( ) ( )2
2222 2 gg xyx -++ é.(ŭɘŬűɞɟɎ ŰŮŰɟŬɔɩɜɤɜ) 

= ( ) 222222 4 gg xyx -++ é.. əŬɘ ɚɧɔɤ Űɖɠ (1) 

= ( ) 222222 82 xyx aa -++  

= ( ) 22222222 )(8)(2 xyxyyxx --+-+ é..ɔɘŬŰɑ x2-y2=Ŭ2 

=é= ( )222 yx + = x2+y2 = (Ƀȷ)2ééé.. ɚɧɔɤ Űɖɠ (2). 

15) ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ x2+y2=Ŭ2 əŬɘ ɖ ɘůɞůəŮɚɐɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐ x2-y2=Ŭ2. ȷˊɧ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 
űɏɟɜɞɡɛŮ Űɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ ˊɞɡ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭOx ůŰɞ Ɂ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ɛɐəɞɠ Űɞɡ Ůɡɗ. 
ŰɛɐɛŬŰɞɠ ɀɁ ŮɑɜŬɘ ɑůɞ ɛŮ Űɖɜ ŬˊɧɚɡŰɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ Ůɜɧɠ Ŭˊɧ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ˊɞɡ 
ɏɢŮɘ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ ɑůɖ ɛŮ (ɃɁ). 
ȿɨůɖ: ȰůŰɤ ɀ(x1,y1). 

H ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ xx1+yy1=Ŭ
2 ɖ ɞˊɞɑŬ 

ɔɘŬ y=0, ŭɑɜŮɘ x=
1

2

x

a
. 

ȯɟŬ Ɂ
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
0,

1

2

x

a
. 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ x2-y2=Ŭ2 ɔɘŬ x=
1

2

x

a
 ŭɑɜŮɘ |y|=

2

2
1

4

a
x

a
-  

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ ȷ  (ůɢɐɛŬ 10). 

(MN)= 
2
1

2

1

2

1 y
x

a
x +

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-  

 =
2
12

1

4
22

1 2 y
x

a
ax ++- ééé əŬɘ ŮˊŮɘŭɐ x1

2+y1
2=Ŭ2 

 =
2

1

4
22 2

x

a
a +-a  

 =
2

2
1

4

a
x

a
- =|y|=(Ɂȷ). 

16) ȰůŰɤ 1
2

2

2

2

=-
b

y

a

x
 əŬɘ  1

2

2

2

2

=-
a

xy

b
 ŮɑɜŬɘ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɡˊŮɟɓɞɚɏɠ ɛŮ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŮɠ Ů1 əŬɘ Ů2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Ů1
2+Ů2

2=Ů1
2Ů2

2. 
ȿɨůɖ: ɔ1=ɔ2=ɔ. 

Ů1
2+Ů2

2=

22

öö
÷

õ
ææ
ç

å
+ö

÷

õ
æ
ç

å

b

g

a

g
=

22

222 )(

ba

bag +
=

22

22

ba

gg Ö
=

2

2

2

2

b

g

a

g
Ö =Ů1

2Ů2
2. 

σχήμα 9 
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17) ȰůŰɤ ű ɖ ɗŮŰɘəɐ ɟɑɕŬ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ t2-t-1=0 əŬɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 1
2

2

2

2

=-
b

y

a

x
 ɛŮ f
b
=

a
. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

fe= . 

ȿɨůɖ: Ů=
a

g
=

a

ba 22+
=

2

1 ö
÷

õ
æ
ç

å
+
a

b
=

2
1

1
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+
f

=
f

1
1+ =

f

f 1+
=
f

f2

= f. 

18) ȷɜ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ (Ů) ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŮ ŰɡɢŬɑɞ Űɖɠ ůɖɛŮɑɞ ɀÎxxȭ əŬɘ ɖ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ (Ů) ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ 
Űɏɛɜɞɡɜ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭOy ůŰŬ ȷ əŬɘ ȸ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ əɨəɚɞɠ ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ ȷȸ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ 
ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 
ȿɨůɖ: ȰůŰɤ Ⱥ(ɔ,0). 

ȷɟəŮɑ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ȷȺ  ̂ȸȺ (ůɢɐɛŬ 11). 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ (Ů) ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x1,y1), y1 0̧ 
ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ ɓ2xx1-Ŭ

2yy1=Ŭ
2ɓ2 ˊɞɡ ɏɢŮɘ 

ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ1=

1
2

1
2

ya

xb
 əŬɘ ɔɘŬ x=0 

Ý y=
1

2

y

b
- ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yyȭ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ        

ȷ
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-

1

2

,0
y

b
. 

ȼ əɎɗŮŰɖ ŮɡɗŮɑŬ (ŭ) ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ (Ů) ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

ɀ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ2=

1
2

1
2

x

ya

b
-  əŬɘ 

Ůɝɑůɤůɖ y-y1=

1
2

1
2

x

ya

b
- (x-x1) ɖ ɞˊɞɑŬ ɔɘŬ x=0 

ŭɑɜŮɘ y=y1+
2

1
2

b

ya
=

2

1
22 )(

b

b ya +
=

2

1
2

b

g y
 əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ȸ

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

2

1
2

,0
b

g y
. 

 


AE=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

1

2

,
y

b
g  

 


BE=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-

2

2
1,
b

g
g

y
 

19) **ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 1
2

2

2

2

=-
b

y

a

x
. ɇɡɢŬɑŬ 

ŮɡɗŮɑŬ (Ů) ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ 
ɀ1(x1,y1) əŬɘ ɀ2(x2,y2) əŬɘ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰɏɠ Űɖɠ 
ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȸ əŬɘ ũ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ŰɛɐɛŬŰŬ 
Űɖɠ (Ů) ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ŬůɨɛˊŰɤŰɤɜ əŬɘ 

Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ ɑůŬ. 

ȿɨůɖ: ȷɟəŮɑ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛŬ 
ŰɛɐɛŬŰŬ ȸũ əŬɘ ɀ1ɀ2 ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɧ ɛɏůɞ (ůɢɐ-
ɛŬ 12). 

 ȺɎɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ (Ů) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ x=ə, ŰɧŰŮ 

ɚɧɔɤ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ ŮɑɜŬɘ (ɀ1ȸ)=(ɀ2ũ) (ůɢɐɛŬ 13). 

 ȺɎɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ (Ů) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ y=ə, ŰɧŰŮ 

ɚɧɔɤ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ ŮɑɜŬɘ (ɀ1ȸ)=(ɀ2ũ) (ůɢɐɛŬ 14). 

 ȰůŰɤ (Ů): y=əx+ɚ (ůɢɐɛŬ 12) ɛŮ ə°̧
a

b
, ɔɘŬŰɑ Ŭɜ ə=°

a

b
 ɖ ŮɡɗŮɑŬ (Ů) ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŮ ɛɘŬ Ŭˊɧ  

σχήμα 11 
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AEÖ


BE=γ2-γ2=0 Ý 


AE ^


BE. 

(ε) 
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Űɘɠ ŭɡɞ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ əŬɘ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɐ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ ɐ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ũ. 

 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ɀ1 əŬɘ ɀ2 ŮɑɜŬɘ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 
îý

î
ü
û

îí

î
ì
ë

+=

=-

lk

bb

xy

ayax 222222

Ú 

Ú ɓ2x2-Ŭ2(əx+ɚ)2=Ŭ2ɓ2 Ú é Ú (ɓ2-Ŭ2ə2)x2-2Ŭ2əɚx-Ŭ2(ɓ2-ɚ2)=0éééééééééééééééé(1) 

ȺˊŮɘŭɐ ə°̧
a

b
 Ú ɓ2-Ŭ2ə2 0̧ əŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ (1) ŮɑɜŬɘ 2ɞɡ ɓŬɗɛɞɨ ɤɠ ˊɟɞɠ x. 

ȺɎɜ ɀ Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ɀ1ɀ2, ŰɧŰŮ xM=
2

21 xx + Vieta

=
)(2

2
222

2

kab

kl

-

a
222

2

kab

kl

-
=

a
ééééé..(2) 

əŬɘ yM=
2

21 yy +
=

2

21 lklk +++ xx
 

  =
2

2)( 21 lk ++xx
 

  =
2

22 lk +Mx =əxɀ+ɚééééééééééééééééééééééééééé..(3) 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ȸ əŬɘ ũ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ɚɨůŮɘɠ Űɤɜ ůɡůŰɖɛɎŰɤɜ: 

î
ý

î
ü

û

î
í

î
ì

ë

+=

=

lk

a

b

xy

xy
Ú é Ú xȸ=

kab

al

-
. 

 

î
ý

î
ü

û

î
í

î
ì

ë

+=

-=

lk

a

b

xy

xy
Ú é Ú xũ=

kab

al

+
- . 

ɇɞ ɛɏůɞ Ɂ Űɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȸũ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ: 

 xɁ=
2

GB+xx
=

2

kab

al

kab

al

+
-

-
=é=

222

2

kab

kl

-

a
=xMééé. ɚɧɔɤ Űɖɠ (2). 

əŬɘ yɁ=
2

GB+yy
=

2

lklk +++ GxxB =
2

2)( lk ++ GB xx
=

2

22 lk +Nx =əxɁ+ɚ=əxɀ+ɚ=yMéɚɧɔɤ Űɤɜ (2) 

əŬɘ (3). 
20) ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ x2-2y2=4 əŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ (Ů): 3x+4y-1=0. ȷűɞɨ ŭɘŬˊɘůŰɩůŮŰŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ, ɜŬ 
ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ŬˊɏɢŮɘ Űɖɜ ŮɚɎɢɘůŰɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Ŭˊɧ Űɖɜ (Ů). 
ȿɨůɖ: To ɧŰɘ ŭŮɜ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ŮɨəɞɚŬ (?). 

ȰůŰɤ ɀ(x1,y1) Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ ůɖɛŮɑɞ. ɇɧŰŮ x1
2=2y1

2+4éééééééééééééééééééé(1) 

σχήμα 14 σχήμα 13 
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ȰůŰɤ d=d(M,Ů). ɇɧŰŮ d=
22

11

43

|143|

+

-+ yx
Ú 

5

|143| 11 -+ yx
=d Ú |3x1+4y1-1|=5d. 

 3x1+4y1-1=5d. 

îý

î
ü
û

îí

î
ì
ë

+=

=-+

42

5143

2
1

2
1

11

yx

dyx
Ú é Ú 2y1

2+8(1+5d)y1+36-(5d+1)2=0ééééééééééééééééé.(2) 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ (2) ŮɑɜŬɘ 2ɞɡ ɓŬɗɛɞɨ ɤɠ ˊɟɞɠ y1 əŬɘ ŮˊŮɘŭɐ y1ÍR, ˊɟɏˊŮɘ ȹ²0 Ú é  

Ú (5d+1)2-4²0 

Ú (5d+1)2
²4 

Ú 5d+1²2 

Ú d²1/5 

Ú dmin=
1/5ééééééééééééééééééééééééééééééééééééé....(3) 

 3x1+4y1-1=-5d. 

îý

î
ü
û

îí

î
ì
ë

+=

-=-+

42

5143

2
1

2
1

11

yx

dyx
Ú é Ú 2y1

2+8(1-5d)y1+36-(1-5d)2=0éééééééééééééééé.(4) 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ (4) ŮɑɜŬɘ 2ɞɡ ɓŬɗɛɞɨ ɤɠ ˊɟɞɠ y1 əŬɘ ŮˊŮɘŭɐ y1ÍR, ˊɟɏˊŮɘ ȹ²0 Ú é  

Ú (5d-1)2-4²0 

Ú (5d-1)2
²4 

Ú 5d-1²2 

Ú d²3/5 

Ú dmin=
3/5ééééééééééééééééééééééééééééééééééééé...(5) 

ȷˊɧ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ (3) əŬɘ (4) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ dmin=
1/5. 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ (2) ɔɘŬ d=1/5 ɔɑɜŮŰŬɘ 2y1
2+16y1+32=0 Ú y1

2+8y1+16=0 Ú (y1+4)2=0 Ú y1=-4 əŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ 
ůɢɏůɖ 3x1+4y1-1=5d ɔɘŬ y1=-4 əŬɘ d=1/5 ŭɑɜŮɘ x=6. ȯɟŬ ɀ(6,-4). 

21) **ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰŬ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ əŬɘ ɛɘŬɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɏɠ 

ŮůŰɑŮɠ, ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ. 

ȿɨůɖ: ȰůŰɤ (c1): 1
2
1

2

2
1

2

=-
b

y

a

x
 (1) ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ əŬɘ (c2): 1

2
2

2

2
2

2

=+
b

y

a

x
 (2) ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ɏɚɚŮɘɣɖɠ. ȺɎɜ 2ɔ1 əŬɘ 2ɔ2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ɞɘ ŮůŰɘŬəɏɠ Űɞɡɠ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ, ŮˊŮɘŭɐ ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ ɏɢɞɡɛŮ: 

ɔ1=ɔ2 Ú ɔ1
2=ɔ2

2 Ú Ŭ1
2+ɓ1

2=Ŭ2
2-ɓ2

2 Ú Ŭ2
2-Ŭ1

2=ɓ1
2+ɓ2

2ééééééééééééééééééé..(3) 
ȰůŰɤ ɀ(x1,y1) ɏɜŬ Ŭˊɧ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɞɛɐɠ Űɞɡɠ. 
ɇɧŰŮ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ (Ů1) əŬɘ (Ů2) Űɤɜ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɤɜ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ əŬɘ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 
ɀ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ (Ů1): ɓ1

2xx1-Ŭ1
2yy1=Ŭ1

2ɓ1
2. 

 əŬɘ  (Ů2): ɓ2
2xx1+Ŭ2

2yy1=ɓ2
2Ŭ2

2. 

2
1

2
2

2
2

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

a

a

ayax

ayax

Ö

Ö

îý
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ü
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îý
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bb

aayaaxa

aayaaxa
(+) 

        
2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
22

1

)(

bb

bb

aa

aa
x

+

+
=  Ú 

D

aa
x

)( 2
2

2
1

2
1

2
22

1

bb +
= ééééééééé..(5) 

ɧˊɞɡ D=
2
2

2
1

2
1

2
2 bb aa + . 

ȷˊɧ Űɖɜ (4) ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ 
D

y
)( 2

1
2
2

2
1

2
22

1

aabb -
=

D

)( 2
1

2
2

2
1

2
2

)3( bbbb +
= éééééééééééééé(6) 

ȰɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɖɜ (Ů1) ŮɑɜŬɘ Űɞ ),( 1
2
11

2
1 xyau b=



. 

ȰɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɖɜ (Ů2) ŮɑɜŬɘ Űɞ ),( 1
2
21

2
2 xyav b-=



. 



u Ö


v =
2
1

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1 xyaa bb+- =éééééééé. ɚɧɔɤ Űɤɜ (5) & (6) 

  =
D

aa

D
aa

)()( 2
2

2
1

2
1

2
22

2
2
1

2
1

2
2

2
1

2
22

2
2
1

bb
bb

bbbb +
+

+
- =0 Ú 



u ^


v Ú (Ů1) (̂Ů2). 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

22)  i) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔ.Ű. Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ö
÷

õ
æ
ç

å
M efq
sunq

4,
3

, Ŭɜ ɗÍ(-ˊ, ˊ) ɛŮ ɗ¸́ /2, 

ii) ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɤɜ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɔ.Ű. ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 
Ʌ(1,4), 

iii) ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɔ.Ű. ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ (Ů): 
5x-3y+3=0. 

ȿɨůɖ: 

i) ŪɏŰɤ 

î
ý

î
ü

û

î
í

î
ì

ë

=

=

y

x

efq

sunq

4

3

Ú

î
î
ý

îî
ü

û

î
î
í

îî
ì

ë

=

=

4

1

3

y

x

efq

sunq
 (1). 

1+Ůű2ɗ=
qsun2

1
  

916
1

22)1( xy
=+Ú  Ú 1

169

22

=-
yx

ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛŮ Ŭ=3, ɓ=4. 

ii) ɇɞ Ʌ(1,4) ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 
ȺɎɜ ɀ(x1,y1) Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ, ŰɧŰŮ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ (Ů): 16xx1-9yy1=144éééé.(2) 

ɅÍ(Ů) Ú 16x1-36y1=144 Ú 4x1-9y1=36. 
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)3(

1449)4(

)4(94
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1
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îý

î
ü
û
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=-

+=

yx

yx
Ú 81(y1+4)2-9y1

2=144 

     Ú é Ú y1
2+9y1+16=0. 

ȹ=17 əŬɘ y1=
2

179°-
. 

ȼ ůɢɏůɖ (3) Ú x1=
8

)171(9 °-
. 

(2) Ú (Ů): 4(-1+ 17 )x-(-9+ 17 )y-32=0 ɐ 4(-1- 17 )x+(9+ 17 )y-32=0 (ŭɡɞ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ). 

iii) H ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 5x-3y+ə=0éééééééééééééééééééééé.(4) 

ũɘŬ ɜŬ ŰŬɡŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 16xx1-9yy1-144=0 ˊɟɏˊŮɘ 
1449

3

16

5

11 -
=

-

-
=

k

yx
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)6(

)5(
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1

1
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ë

-=

-=

k

k

y

x

. 

ȼ ůɢɏůɖ 144916 2
1

2
1 =- yx  ɛŮ Űɖɜ ɓɞɐɗŮɘŬ Űɤɜ (5) əŬɘ (6) ŭɑɜŮɘ ə=°9. 

ȯɟŬ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 5x-3y°9=0. 

23)  ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞɜ ɔ.Ű. Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
ö
÷

õ
æ
ç

å
-ö

÷

õ
æ
ç

å
+M

l
l

l
l

1

2

2
,

1

2

3
, ɧŰŬɜ Űɞ ɚ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ůŰɞ R*. 

ȿɨůɖ: ŪɏŰɤ 
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4 y

x
-=  Ú 1
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=-
yx

 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɡˊŮɟɓɞɚɐ.  
24) ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ (Ů): 4y-9=0 əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ(0,4). ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔ.Ű. Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x,y) Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɔɘŬ 
ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɖ ŬˊɧůŰŬůɐ Űɞɡɠ Ŭˊɧ Űɞ Ⱥ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ ŰŬ 4/3 Űɖɠ ŬˊɧůŰŬůɐɠ Űɞɡɠ Ŭˊɧ Űɖɜ (Ů). 

ȿɨůɖ: (Ⱥɀ)=4/3d(M,Ů) Ú 3(Ⱥɀ)=4d(M,Ů) Ú 
4

|94|
4)4(3 22 -
=-+

y
yx  

 Ú |94|)4(3 22 -=-+ yyx  

 Ú ( ) 222 )94()4(9 -=-+ yyx  

 Ú é Ú  7y2-9x2=63, ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ɡˊŮɟɓɞɚɐ. 
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25) ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ (Ů): 3y-8=0 əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ(0,6). ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔ.Ű. Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x,y) Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɔɘŬ 
ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɖ ŬˊɧůŰŬůɐ Űɞɡɠ Ŭˊɧ Űɞ Ⱥ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ ŰŬ 3/2 Űɖɠ ŬˊɧůŰŬůɐɠ Űɞɡɠ Ŭˊɧ Űɖɜ (Ů). 

ȿɨůɖ: (Ⱥɀ)=3/2d(M,Ů) Ú 2(Ⱥɀ)=3d(M,Ů) Ú 
3

|83|
3)6(2 22 -
=-+

y
yx  

 Ú |83|)6(2 22 -=-+ yyx  

 Ú ( ) 222 )83()6(4 -=-+ yyx  

 Ú é Ú  5y2-4x2=80, ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ɡˊŮɟɓɞɚɐ. 

26)  i) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɀ(x,y) ɛŮ 
2

qq -+
=

ee
ax  əŬɘ 

2

qq

b
--

=
ee

y  ɧˊɞɡ Ŭ, ɓ, ůŰŬɗŮɟɞɑ ɗŮŰɘəɞɑ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɞɑ, ɧŰŬɜ Űɞ ɗ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ, ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɓ2x2-Ŭ2y2=Ŭ2ɓ2, 

ii) Ŭɜ ɀ(x,y), x>0 ,y>0 ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɓ2x2-Ŭ2y2=Ŭ2ɓ2, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɗÍR, ŰɏŰɞɘɞ 

ɩůŰŮ 
2

qq -+
=

ee
ax  əŬɘ 

2

qq

b
--

=
ee

y . 

ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ ɁŮˊɏɟŮɘɞɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ eº2,71. 

ȿɨůɖ:  
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27) ɆŰɞ ɑŭɘɞ ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ ɗŮɤɟɞɨɛŮ Űɘɠ ɔɟŬűɘəɏɠ ˊŬɟŬůŰɎůŮɘɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 12

2

2

=+y
x

f
 əŬɘ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 12
2

=-y
x

f
, ɧˊɞɡ ű ɖ ɗŮŰɘəɐ ɟɑɕŬ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ x2=x+1. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

a) ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ xy
f

1
°= , 

b) ɞɘ   ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ    Űɏɛɜɞɡɜ   Űɖɜ   ɏɚɚŮɘɣɖ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ  ũȭ(1,1/f),     ũȭȭ(1,-1/ f),     Ūȭ(-1,1/ f),           

Ūȭȭ(-1,-1/ f) əŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ũȭũȭȭ, ŪȭŪȭȭ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭOx ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ũ(1,0) əŬɘ Ū(-1,0) ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, 

c) ɞɘ ũũȭ, ŪŪȭ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, 
d) ɞɘ əɞɟɡűɏɠ ȹ əŬɘ Ƚ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, 
e) ɞɘ əɞɟɡűɏɠ ȷ əŬɘ Ⱦ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, 
f) Ŭˊɧ Űɞ ȹ űɏɟɜɞɡɛŮ əɎɗŮŰɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭOx ˊɞɡ ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ ůŰŬ ȹȭ, ȿȭ əŬɘ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ 
ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰŬ ȹȭȭ əŬɘ ȿȭȭ. ȷɜ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ Ŭˊɧ Űɞ ȹȭ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭOx ůŰɞ Ⱥ əŬɘ 
Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭOy ůŰɞ Ȼ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ Ⱥ, 

g) ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŰŮŰɛɖɛɏɜŮɠ Űɤɜ ũ, ȹ, ȷ əŬɘ Ⱥ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɐ ˊɟɧɞŭɞ ɛŮ ɚɧɔɞ ɚ=f, 

h) Űɞ Ƀȷ ŭɘŬɘɟŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ũ ůŮ ɢɟɡůɧ ɚɧɔɞ, 
i) Űɞ ɃȺ ŭɘŬɘɟŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ȹ ůŮ ɢɟɡůɧ ɚɧɔɞ, 

j) f¡-=G¡G


, f¡-=D¡D


 əŬɘ 1=D¡¡D


, ɧˊɞɡ űȭ ɖ Ɏɚɚɖ ɟɑɕŬ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ x2=x+1, 

k) Ŭɜ ɞɘ əɎɗŮŰŮɠ Ŭˊɧ ŰŬ ȷ əŬɘ Ⱥ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭOx Űɏɛɜɞɡɜ ŰŬ ŰɛɐɛŬŰŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ əŬɘ Űɖɠ 
ŬůɨɛˊŰɤŰɐɠ Űɖɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜɤ Ŭˊɧ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭOx ůŰŬ ȷȭ, ȷȭȭ əŬɘ Ⱥȭ, Ⱥȭȭ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ŰɧŰŮ 
(ȷȷȭ)=(ũũȭ) əŬɘ (ȷȷȭȭ)=(ȺȺȭȭ), 

l) Űɞ ũȭ ŮɑɜŬɘ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, Űɖɠ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬɠ əŬɘ Űɖɠ ŬůɨɛˊŰɤŰɞɡ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, 
m) ŰŬ ŰɛɐɛŬŰŬ ȹȹȭȭ, ȷȷȭȭ ŭɘŬɘɟɞɨɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŰŬ ȹȭ əŬɘ ȷȭ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ůŮ ɢɟɡůɧ ɚɧɔɞ, 
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n) əɎɗŮ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ Ƀ əŬɘ ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ ȺȺȭ, ŭɘŬɘɟŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ȹȹȭ ůŮ ɢɟɡůɧ ɚɧɔɞ, 
o) Űɞ ȹȭ ŭɘŬɘɟŮɑ Űɞ ȺȻ ůŮ ɢɟɡůɧ ɚɧɔɞ, 
p) ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰɞ ȷȭ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ũ əŬɘ 
q) ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ƀ, ȹȭ, ȷȭ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 
ȿɨůɖ:  

a) ũɘŬ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ Ŭ1= f, ɓ1=1 əŬɘ ɔ1=
2
1

2
1 ba + = 1+f =

2f =űéé ɔɘŬŰɑ ű2=ű+1 

Ƀɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ y=°
1

1

a

b
x Ú y=°

f

1
x.  

b) 
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Ú
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Ú
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Ú
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. 

ɇɏůůŮɟŬ ůɖɛŮɑŬ ũȭ(1,1/f), ũȭȭ(1,-1/ f), Ūȭ(-1,1/ f) əŬɘ Ūȭȭ(-1,-1/ f) (ůɢɐɛŬ 15). 

ɄɟɞűŬɜɩɠ ũ(1,0) əŬɘ Ū(-1,0). 

 

c) Ƀɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ x=°
1

2
1

g

a
Ú x=°

f

f
 

   Ú x=°1, ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ũũȭ əŬɘ ŪŪȭ. 

d) ũɘŬ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ Ŭ2=ű, ɓ2=1 əŬɘ ɔ2=
2
2

2
2 ba - = 12-f = f. 

ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ əɞɟɡűɏɠ ȹ(Ŭ1,0) əŬɘ Ƚ(-Ŭ1,0) ɐ ȹ(f,0) əŬɘ Ƚ(- f,0). 

ȼ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ (°ɔ2,0) ɐ (° f,0), ŭɖɚŬŭɐ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȹ əŬɘ Ƚ. 

e) ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ (°ɔ1,0) ɐ (°ű,0).  
ȼ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ əɞɟɡűɏɠ ȷ(Ŭ2,0) əŬɘ Ⱦ(-Ŭ2,0) ɐ ȷ(ű,0) əŬɘ Ⱦ(-ű,0) ŭɖɚŬŭɐ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

σχήμα 15 
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f) 12
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  Ú 1
1 2 =+y
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  Ú 
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f 2
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f
= . 

ȯɟŬ y=
f

1
əŬɘ ȹȭöö

÷

õ
ææ
ç

å

f
f

1
, . 

ȼ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ȹȭ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ (Ů): xxȹȭ+ű
2yyȹȭ=ű

2  

  Ú  (Ů): x f+űy=ű2 

ɖ ɞˊɞɑŬ ɔɘŬ y=0 ŭɑɜŮɘ x=űf. ȯɟŬ Ⱥ(űf,0). 

Ƀɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ x=°
2

2
2

g

a
Ú x=°

f

f2

 

      Ú x=°ű f, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɛɘŬ Ŭˊɧ ŬɡŰɏɠ ŭɘ-

ɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ. 

g) Ƀɘ ŰŮŰɛɖɛɏɜŮɠ xũ=1, xȹ= f, xȷ=ű əŬɘ xȺ=űf ˊɟɞűŬɜɩɠ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ɔ.ˊ. ɛŮ ɚɧɔɞ ɚ=f. 

h) (Ƀũ)=1, (Ƀȷ)=ű əŬɘ (ȷũ)=ű-1. 
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i) (Ƀȹ)=f, (ɃȺ)=űf əŬɘ (ȹȺ)=(ű-1) f. 
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j) ȼ Ůɝɑůɤůɖ x2=x+1 Ú x2-x-1=0 ɏɢŮɘ ɟɑɕŮɠ ű əŬɘ űȭ.  

Ʌ
a

gVieta

=====-1 Ú űűȭ=-1 Ú f
f

¡-=
1

. 

(ũũȭ)= f
f

¡-=
1

. 

(ȹȹȭ)=f
f

¡-=
1

. 

(Ů1): y=
f

1
x 

f=

Ý
x

y=1. ȯɟŬ ȹȭȭ(f,1) əŬɘ (ȹȹȭȭ)=1 

k) 12
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=-y
x

f

f=

Ý
x

ű-y2=1 

 Ú y2=ű-1 1
1
-
¡

-=
f f
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. 
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(Ů1): y=
f

1
x 

f=

Ý
x

y= f. ȯɟŬ ȷȭȭ(ű,f) əŬɘ (ȷȷȭȭ)=f. 

12
2

=-y
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f

ff=

Ý
x

ű2-y2=1 

    Ú y2=ű2-1=ű. 

ȯɟŬ y= f , Ⱥȭȭ( )fff ,  əŬɘ (ȺȺȭȭ)=f=(ȷȷȭȭ). 

l) ɄɟɞűŬɜɏɠ.  

m)  (ȹȹȭ)
f
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Ú f=
A¡¡A¡

A¡A
=

A¡A

A¡¡A

)(

)(

)(

)(
. 

n) ɇŬ ŰɛɐɛŬŰŬ (ɃɊ) əŬɘ (Ɋū) ŮɑɜŬɘ (ɗ. ŪŬɚɐ) ŬɜɎɚɞɔŬ Űɤɜ (Ƀȹ) əŬɘ (ȹȺ) ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ȷˊɧ Űɞ (i) 
ŮɟɩŰɖɛŬ Űɞ ȹ ŭɘŬɘɟŮɑ Űɞ (ɃȺ) ůŮ ɢɟɡůɧ ɚɧɔɞ. ȿɧɔɤ Űɖɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŬɜŬɚɞɔɑŬɠ, əŬɘ Űɞ Ɋ  ɗŬ ŭɘŬɘɟŮɑ 
Űɞ (Ƀū) ůŮ ɢɟɡůɧ ɚɧɔɞ. 

o) ɇŬ ŰɛɐɛŬŰŬ (Ȼȹȭ) əŬɘ (ȹȭȺ) ŮɑɜŬɘ (ɗ. ŪŬɚɐ) ŬɜɎɚɞɔŬ Űɤɜ (Ƀȹ) əŬɘ (ȹȺ) ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ȷˊɧ Űɞ (i) 
ŮɟɩŰɖɛŬ Űɞ ȹ ŭɘŬɘɟŮɑ Űɞ (ɃȺ) ůŮ ɢɟɡůɧ ɚɧɔɞ. ȿɧɔɤ Űɖɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ŬɜŬɚɞɔɑŬɠ, əŬɘ Űɞ ȹȭ  ɗŬ ŭɘŬɘɟŮɑ 
Űɞ (ȻȺ) ůŮ ɢɟɡůɧ ɚɧɔɞ. 

p) ȼ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ȷȭ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ (Ů3): xxȷȭ-űyyȷȭ=ű  

  Ú  (Ů3): űx-y=ű 
ɖ ɞˊɞɑŬ ɔɘŬ y=0 ŭɑɜŮɘ x=1. ȯɟŬ ɖ (Ů3) ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xxȭ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ũ. 

q) ɚɃȹȭ=
D¡

D¡

x

y
=
f

f

1

=
ff

1
 əŬɘ ɚɃȷȭ=

A¡

A¡

x

y
=
f

f

1

=
ff

1
. ȯɟŬ ɚɃȹȭ=ɚɃȷȭ Ú Ƀȹȭ// Ƀȷȭ əŬɘ ŮˊŮɘŭɐ ɏɢɞɡɜ 

əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ Űɞ Ƀ ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ. ȯɟŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ƀ, ȹȭ, ȷȭ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 
28) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ ŰɡɢŬɑɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɓ2x2-Ŭ2y2=Ŭ2ɓ2 Ŭˊɧ Űɘɠ 
ŬůɨɛˊŰɤŰɏɠ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ əŬɘ ɑůɞ ɛŮ (Ŭɓ/ɔ)2. 

ȿɨůɖ: ȰůŰɤ (Ů1): y=
a

b
x Ú Ŭx-ɓy=0 əŬɘ (Ů2): y=

a

b
- x Ú Ŭx+ɓy=0 ɞɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ əŬɘ ɀ(x1,y1) ŰɡɢŬɑɞ 

ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ. 
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29) ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ůŮ Űɡɢɧɜ ůɖɛŮɑɞ Ɇ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɓ2x2-Ŭ2y2=Ŭ2ɓ2 ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ ɛɘŬ Ŭˊɧ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰɏɠ 
Űɖɠ ůŰɞ ȷ. ȷɜ ɀ əŬɘ Ɂ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟɞɓɞɚɏɠ Űɞɡ ȷ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɀɁ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ 
Űɞ Ɇ. 
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ȿɨůɖ: ȰůŰɤ (Ů): ɓ2xx1-Ŭ

2yy1=Ŭ
2ɓ2 ɖ Ůɝɑ-

ůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ (Ů) ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 
Ɇ(x1,y1) (ůɢɐɛŬ 16). 
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ȯɟŬ ɀɁ // ɀɆ əŬɘ ŮˊŮɘŭɐ ɏɢɞɡɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ əɞɘɜɧ, ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ. ȯɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɀɁ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ Ɇ. 
30) ȰůŰɤ ɀ(x,y) ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ. ɃɟɑɕɞɡɛŮ ɟ=(Ƀɀ) əŬɘ ɗ Űɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɖ Ƀɀ ɛŮ Űɞɜ ɖɛɘɎɝɞɜŬ 

Ƀx. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ɟ2ůɡɜ2ɗ=Ŭ2 ɛŮ Ŭ>0 ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ɘůɞůəŮɚɐ ɡˊŮɟɓɞɚɐ. 

ȿɨůɖ: ɋɠ ɔɜɤůŰɧ x=ɟůɡɜɗ əŬɘ y=ɟɖɛɗ (ůɢɐɛŬ 16). 

ɟ2ůɡɜ2ɗ=Ŭ2 Ú ɟ2(ůɡɜ2ɗ-ɖɛ2ɗ)=Ŭ2  

  Ú ɟ2ůɡɜ2ɗ-ɟ2ɖɛ2ɗ=Ŭ2 

  Ú x2-y2=Ŭ2 

ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜŮɘ ɘůɞůəŮɚɐ ɡˊŮɟɓɞɚɐ. 
31) ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ (Ů1): y=əx əŬɘ (Ů2): y=-əx. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔ.Ű. 
Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x,y) Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ 
Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɩɜ Űɞɡɠ Ŭˊɧ Űɘɠ (Ů1) əŬɘ (Ů2) ɜŬ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ 

2

22

1 k

lk

+
, ɧˊɞɡ ə, ɚ ůŰŬɗŮɟɞɑ ɗŮŰɘəɞɑ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɞɑ ŭɘɎűɞɟɞɘ 

Űɞɡ ɛɖŭŮɜɧɠ. 

ȿɨůɖ: (Ů1): əx-y=0 əŬɘ (Ů2): əx+y=0. 
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 Ú |ə2x2-y2|=ə2ɚ2  

 Ú ə2x2-y2=ə2ɚ2 ɐ y2-ə2x2=ə2ɚ2 
ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɜ ɘůɞůəŮɚŮɑɠ ɡˊŮɟɓɞɚɏɠ.  

32) ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ (Ů1): y=əx əŬɘ (Ů2): y=-əx. ȷˊɧ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x,y) Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ űɏɟɜɞɡɛŮ ŮɡɗŮɑŬ 
ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ (Ů2) ˊɞɡ ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ (Ů1) ůŰɞ ȷ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔ.Ű. Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x,y) Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɔɘŬ 
ŰŬ ɞˊɞɑŬ 4(Ƀȷɀ)=əc2, ɧˊɞɡ ə, c ůŰŬɗŮɟɞɑ ɗŮŰɘəɞɑ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɞɑ ŭɘɎűɞɟɞɘ Űɞɡ ɛɖŭŮɜɧɠ. 
ȿɨůɖ: ȰůŰɤ ɀ(x0,y0). 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ (ŭ) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ y-y0=-ə(x-x0).
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