
ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

ΛΥΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ 

4ον ΥΠΕΡΒΟΛΗ 

1) Να νξίζεηε γηα θαζεκηά από ηηο παξαθάησ ππεξβνιέο, ηηο ζπλ/λεο ησλ θνξπθώλ ηνπο, ηηο ζπλ/λεο ησλ 
εζηηώλ ηνπο, ηελ εθθεληξόηεηά ηνπο θαη ηηο εμηζώζεηο ησλ αζύκπησηώλ ηνπο: 
i) 4x2-45y2=180, 
ii) 49y2-16x2=784, 
iii) x2-y2=25, 
iv) 9x2-64y2=1. 
Λύση:  

i) 4x2-45y2=180  .1
445

22


yx

 

α= 45 = 53 . 

β= 4 =2. 

γ2=α2+β2=45+4=49  γ= 49 .  

Κνξπθέο: ( 53 ,0) 

Δζηίεο: ( 49 ,0) 

Δθθεληξόηεηα: ε=



=

53

49
. 

Αζύκπησηεο: y=



x  y=

53

2
x. 

ii) 49y2-16x2=784  .1
4916

22


xy

 

α= 16 =4. 

β= 49 =7. 

γ2=α2+β2=16+49=65  γ= 65 . 

Κνξπθέο: (0,4) 

Δζηίεο: (0, 65 ) 

Δθθεληξόηεηα: ε=



=

4

65
. 

Αζύκπησηεο: y=


a
x  y=

7

4
x. 

iii) x2-y2=25  .1
2525

22


yx

 

α=β= 25 =5. 

γ2=α2+β2=25+25=50  γ= 50 =5 2 . 

Κνξπθέο: (5,0) 

Δζηίεο: (5 2 ,0) 

Δθθεληξόηεηα: ε= 2 ,γηαηί είλαη ηζνζθειήο 

ππεξβνιή. 

Αζύκπησηεο: y=x γηα ηνλ ίδην ιόγν. 

iv) 9x2-64y2=1  .1

64

1

9

1

22


yx

 

α=
9

1
=

3

1
. 

β=
64

1
=

8

1
. 

γ2=α2+β2=
64

1

9

1
 =

576

73
  γ=

24

73
. 

Κνξπθέο: 







 0,

3

1
. 

Δζηίεο: 













 0,

24

73
. 

Δθθεληξόηεηα: ε=



=

8

73
. 

Αζύκπησηεο: y=



x  y=

8

3
x. 

2) Να βξεζεί ε εμίζσζε θαζεκηάο από ηηο παξαθάησ ππεξβνιέο: 

i) Άμνλαο (ΑΑ΄)=8, εζηίεο (5,0), 
ii) Δζηία (8,0) θνξπθή (6,0), 
iii) δηέξρεηαη από ηα ζεκεία (3,1), (9,5), 

iv) δηέξρεηαη από ην ζεκείν (3,-5) θαη έρεη αζύκπησηεο 2xy=0, 
v) θνξπθή (6,0) θαη κηα αζύκπησηε       4x-3y=0, 

vi) έρεη ηηο ίδηεο εζηίεο κε ηελ έιιεηςε 1
1625

22


yx

 θαη εθάπηεηαη ηεο επζείαο (ε): x-y+1=0, 

vii) έρεη ηηο ίδηεο εζηίεο κε ηελ έιιεηςε 1
1625

22


yx

 θαη είλαη ηζνζθειήο, 

viii) Έρεη εζηίεο (3,0) θαη εθάπηεηαη ηεο επζείαο (ε): 2x-y-4=0. 
Λύση:  

i) α=4, γ=5. 
β2=γ2-α2=25-16=9. Άξα 1

916

22


yx

. 
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ii) α=6, γ=8. 
β2=γ2-α2=64-36=28. 

1
2836

22


yx

. 

iii) 1η περίπηωζη: 

Έζησ (c): 1
2

2

2

2




yx
…………..(1) 

(3,1)(c)  1
19

22



………..(2)

 

(9,5)(c)  1
2581

22



………..(3) 

Θέησ 
2

1


=σ (4) θαη 

2

1


=θ (5). 

νπόηε νη ζρέζεηο (2) & (3) γίλνληαη: 

)9(

12581

19 
















  














12581

9981




(+) 

16θ=8  θ=
2

1 )5(


2

1


=

2

1
 β2=2. 

σ=
9

1 
=…=

6

1
 

2

1


=

6

1
  α2=6. 

Άξα (1)  1
26

22


yx

. 

2η περίπηωζη: 

Έζησ (c): 1
2

2

2

2




xy
…………..(6) 

(3,1)(c)  1
91

22



………..(7)

 

(9,5)(c)  1
8125

22



………..(8) 

Θέησ 
2

1


=σ (9) θαη 

2

1


=θ (10). 

νπόηε νη ζρέζεηο (7) & (8) γίλνληαη: 

)9(

18125

19 
















  














18125

9819




(+) 

16σ=-8  σ=
2

1


)9(


2

1


=

2

1
  αδύλαηε. 

iv) 1η περίπηωζη: 

Έζησ (c): 1
2

2

2

2




yx
………..(1) 

y=



x  

y=2x 

(3,-5)(c)  1
4

259
22



 

 

 1
4

11
2



 

 

 
4

112  …………...(3) 

Ζ (2) ιόγσ ηεο (3)  β2=4α2=11. 

Άξα  (1)  1
1111

4 22


yx

 4x2-y2=11. 

2η περίπηωζη: 

Έζησ (c): 1
2

2

2

2




xy
………...(4) 

y=



x  

y=2x 

(3,-5)(c)  1
9

4

25
22



 

 

 1
4

11
2



 

πνπ είλαη αδύλαηε. 
v) Αθνύ ε θνξπθή (6,0) είλαη ζηνλ άμνλα xx΄, 

ε έιιεηςε έρεη εμίζσζε: 

(c): 1
2

2

2

2




yx
…………………..(1) 

α=6. 

y=



x  

y=
3

4
x 

  
6


=

3

4
 β=8 ……….(2) 

Άξα 1
6436

22


yx

.

 

vi) Γηα ηελ έιιεηςε 1
1625

22


yx

έρνπκε: 

α=5, β=4 θαη γ2=α2-β2=25-16=9. 

Άξα γ=3 θαη εζηίεο (3,0) ζηνλ άμνλα xx΄. 
Αθνύ νη εζηίεο είλαη ζηνλ άμνλα xx΄, ε 
ππεξβνιή ζα έρεη εμίζσζε: 

(c): 1
2

2

2

2




yx
……………………...(1) 

α2=γ2-β2=9-β2, νπόηε ε (1) γίλεηαη: 

1
9 2

2

2

2


 

yx
……………….…..…(2) 

 β=2α……………...(2) 

 α=2β…………..….(5) 

 



=

3

4
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Αθνύ ε επζεία (ε):  x-y+1=0  

  y=x+1…………..…(3) 
εθάπηεηαη ηεο έιιεηςεο, ζα πξέπεη ην 
ζύζηεκα ησλ (2) θαη (3) λα έρεη κνλαδηθή 
ιύζε. 

)3(

)2( 

 

1
)1(

9 2

2

2

2





 

xx
 …  

 (2β2-9)x2+2(β2-9)x+(β4-8β2-9)=0….(4) 
Ζ εμίζσζε (4) είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο x 
θαη γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε πξέπεη Γ=0  

 4(β2-9)2-4(2β2-9)(β4-8β2-9)=0  

 … β6-13β4+36β2=0 

 β2(β4-13β2+36)=0…. θαη επεηδή β0 

 β4-13β2+36=0……………………….(5) 
Ζ εμίζσζε (5) είλαη δηηεηξάγσλε σο πξνο 
β θαη έρεη ιύζεηο β2=9 (απνξξ. γηαηί 

β<γ=3) θαη β2=4  α2=γ2-β2=9-4=5. 
Άξα ε δεηνύκελε έιιεηςε έρεη εμίζσζε 

1
45

22


yx

. 

Θα πξέπεη όκσο λα δείμνπκε όηη πξάγκαηη 
ε επζεία (ε) εθάπηεηαη ηεο ππεξβνιήο. 
Ζ εμίζσζε (4) έρεη δηπιή ξίδα: 

x1=
)92(2

)9(2
2

2









=…=-5 θαη ε 

51

)3(



x

y1=-4.  

Άξα ην ζεκείν επαθήο είλαη Μ(-5,-4) θαη ε 

εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε 1
45

11 
yyxx

 

 …  x-y+1=0. 

vii) Γηα ηελ έιιεηςε 1
1625

22


yx

έρνπκε: 

α=5, β=4 θαη γ2=α2-β2=25-16=9. 

Άξα γ=3 θαη εζηίεο (3,0) ζηνλ άμνλα xx΄. 

Δπεηδή είλαη ηζνζθειήο ππεξβνιή, έρεη 

εθθεληξόηεηα ε= 2 θαη από ηελ ζρέζε 

ε=γ/α βξίζθνπκε α=β=
2

23
. 

Δπνκέλσο ε έιιεηςε έρεη εμίζσζε x2-y2=9/2. 
viii) γ=3 θαη εζηίεο ζηνλ άμνλα xx΄. 

α2=γ2-β2=9-β2………………………….(1) 

Έζησ (c): 1
2

2

2

2




yx
……………..(2)  

ε εμίζσζε ηεο έιιεηςεο. 
Δάλ Μ(x1,y1) ην ζεκείν επαθήο, ηόηε ε 
εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο είλαη: 

1
2

1

2

1 


yyxx
 

  β2x1x-α2y1y-α2β2=0……………….(3) 
Γηα λα ηαπηίδεηαη κε ηελ: 
        2x-1y-4=0,  
πξέπεη: 

412

22
1

2
1

2
 ayax

  

















)5.........(
4

)4(..........
2

2

1

2

1


y

a
x

 

Δπίζεο 1
2

2
1

2

2
1 



yx
ε νπνία ιόγσ ησλ 

(4) θαη (5) δίλεη 4α2-β2=16 ε νπνία ιόγσ 
ηεο (1) δίλεη β=2. 
Ζ (1) γηα β=2 δίλεη α2=5 θαη ε (2) γίλεηαη: 

1
45

22


yx

. 

Γενική παραηήρηζη: Κάποια ερωηήμαηα ηης 
άζκηζης επιλύθηκαν – αν και ήζαν παρόμοια 
– με διαθορεηική μέθοδο, για να διδατθούν 
όλοι οι δσναηοί ηρόποι επίλσζης. 
 

3) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ πνπ 
ζρεκαηίδεηαη από ηηο αζύκπησηεο ηεο ππεξβνιήο 

1
94

22


yx

 θαη ηελ επζεία (ε): 9x+2y-24=0. 

Λύση: α=2 θαη β=3. 

(ε1): y=



x  y=

2

3
x  2y=3x. 

(ε2): y=



 x  y=

2

3
 x  2y=-3x. 

Από ηελ ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ (ε) θαη (ε1) βξί-
ζθνπκε Α(2,3) θαη από ηελ ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 
ησλ (ε) θαη (ε2) βξίζθνπκε Β(4,-6) (ζρήκα 1). 


 =(2,3) θαη 


 =(4,-6). 

(ΟΑΒ)= |
64

32
|

2

1


= 

2

1
|-24|=12. 

 
 

σχήμα 1 
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4) Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ (ε) ηεο ππεξβνιήο 25x2-4y2=100 πνπ είλαη παξάιιειεο ζηελ 

επζεία (ε): 3x-y=0. 

Λύση: Έζησ (ε): 25xx1-4yy1=100 όπνπ Ρ(x1,y1) ην ζεκείν επαθήο (ζρήκα 2). 

Έλα δηάλπζκα παξάιιειν ζηελ (ε) είλαη ην 


 =(4y1,25x1). 

Έλα δηάλπζκα παξάιιειν ζηελ (ε) είλαη ην 


 =(1,3). 

ε//ε  


 //


   
31

254 11 xy
=0  12y1-25x1=0…………………………(1) 

Δπίζεο 25x1
2-4y1

2=100………………………………………………………(2) 
 Από ηελ ιύζε ησλ (1) θαη (2) βξίζθνπκε: 




































1004
25

12
25

25

12

2
1

2
1

1
1

y
y

y
x

 



























11

25

25

12

1

1
1

y

y
x

 





























11

25

11

12

1

1

y

x

ή





























11

25

11

12

1

1

y

x

. 

Οπόηε πξνθύπηνπλ εθαπηόκελεο 3x-y 11 =0. 

5) Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ηεο ππεξβνιήο x2-2y2=8 ζηα νπνία ε εθαπηόκελή ηεο (ε) λα είλαη θάζεηε ζηελ 

επζεία (ε): 4x+5y=2. 

Λύση: Έζησ (ε): xx1-2yy1=8 όπνπ Ρ(x1,y1) ην ζεκείν επαθήο. 

Έλα δηάλπζκα παξάιιειν ζηελ (ε) είλαη ην 


 =(2y1,x1).  

Έλα δηάλπζκα παξάιιειν ζηελ (ε) είλαη ην 


 =(5,-4). 

εε  


 


   


 


 =0  10y1-4x1=0……………………………………………………………..…(1) 

Δπίζεο x1
2-2y1

2=8……………………………………………………………………………..……………(2) 

 Από ηελ ιύζε ησλ (1) θαη (2) βξίζθνπκε 





























8

34

16

345

1

1

y

x

ή





























8

34

16

345

1

1

y

x

. 

Οπόηε πξνθύπηνπλ δπν ζεκεία επαθήο (άξα δπν εθαπηόκελεο), ηα  














8

34
,

16

345
θαη 
















8

34
,

16

345
. 

6) Φσηεηλή αθηίλα μεθηλάεη από ηελ εζηία Δ ππεξβνιηθνύ θαηόπηξνπ 1
45

22


yx

 πνπ βξίζθεηαη ζηνλ 

ζεηηθό εκηάμνλα Οx , ζρεκαηίδεη γσλία α κε ηνλ Οx, ηέηνηα ώζηε π<α<3π/2 θαη εθα=2 θαη αλαθιάηαη επί 
ηνπ θαηόπηξνπ. Να θαηαζθεπάζεηε ην θάηνπηξν, ηελ πξνζπίπηνπζα αθηίλα, ηελ αλαθιώκελε αθηίλα 
θαη λα βξεζεί ε εμίζσζε ηεο ηξνρηάο ηεο αλαθιώκελεο αθηίλαο. 
Λύση: α2=5, β2=4. 

γ2=α2+β2=5+4=9  γ=3. Άξα ε ππεξβνιή 
έρεη εζηίεο Δ(3,0) θαη Δ΄(-3,0) (ζρήκα 3). 
Ζ επζεία ΔΑ (πξνζπίπηνπζα αθηίλα) 
δηέξρεηαη από ην ζεκείν Δ(3,0) θαη έρεη 
ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ι=εθα=2.  
Άξα έρεη εμίζσζε y-yE=ι(x-xE)  

  y=2(x-3)……………...(1) 
Οη ζπλ/λεο ηνπ ζεκείνπ Α ζα βξεζνύλ 
ιύλνληαο ην ζύζηεκα: 

















)3(2

2054 22

xy

yx
… 

















1

2
5

y

x
 ή 













4

5

y

x
. 

Δπεηδή xA<3 (βιέπε ζρήκα 3), ην ζεκείν Α 
έρεη ζπλ/λεο Α(5/2,-1). 
Ζ αλαθιώκελε αθηίλα έρεη ηελ δηεύζπλζε ηεο ΑΔ΄ θαη έρεη εμίζσζε 2x+11y+6=0 (?).  

σχήμα 2 

σχήμα 3 

σχήμα 3 
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7) Να δείμεηε όηη ε εθαπηόκελε ηεο ππεξβνιήο β2x2-α2y2=α2β2 πνπ έρεη ζπληειεζηή δ/λζεο m, έρεη εμίζσζε 

222  mamxy . 

Λύση: Έζησ (ε): y=mx+θ ε δεηνύκελε επζεία. Αθνύ ε (ε) εθάπηεηαη ηεο ππεξβνιήο, ην ζύζηεκα 





















mxy

yx 222222

 

ζα έρεη κνλαδηθή ιύζε.  

 β2x2-α2(mx+θ)2=α2β2  …  (β2-α2m2)x2-2α2mκx-α2(k2+β2)=0……………………………………..(1) 
Ζ εμίζσζε (2) είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο x θαη γηα λα έρεη κνλαδηθή ιύζε πξέπεη Γ=0  

  4α4m2θ2-4α2(β2-α2m2)(k2+β2)=0 

  …  222   ma . 

Άξα (ε): 222  mamxy . 

Ζ κνλαδηθόηεηα ηεο ηνκήο όκσο, δελ είλαη ηθαλή ζρέζε ώζηε ε (ε) λα εθάπηεηαη ηεο ππεξβνιήο. 
Απνδεηθλύνπκε όηη πξάγκαηη ε (ε) εθάπηεηαη ηεο ππεξβνιήο. 
Δάλ Μ(x1,y1) ην ζεκείν ηνκήο, ηόηε ε εθαπηνκέλε (ε) έρεη εμίζσζε β2xx1-α

2yy1=α2β2……………….(2) 

θαη έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο m=

1
2

1
2

ya

x
 

2

1
2

1


yma
x  ……………………………………………..(3) 

β2x1
2-α2y1

2=α2β2 
)3(

 …  
222

2

1








ma
y ………………………………………………………..(4) 

)4(

)3( 
222

2

1




ma

ma
x ……………………………………………………………………………….(5) 

H (2) ιόγσ ησλ (4) θαη (5) γίλεηαη 
22

222

2
2

222

2
2 






 




ma
ya

ma

ma
x 

 

  
22

222222

22 1



 


















 ma
y

ma

m
x

 

  1
1

222222





  ma
y

ma

m
x

 

  
222  maymx

 

  
222  mamxy . 

8) Να δείμεηε όηη ην κεηαμύ ησλ αζύκπησησλ ηκήκα ηεο εθαπηνκέλεο κηαο ππεξβνιήο δηρνηνκείηαη από 
ην ζεκείν επαθήο. 

Λύση: Ζ εθαπηνκέλε (ε) έρεη εμίζσ-
ζε β2xx1-α

2yy1=α2β2 (ζρήκα 4). 
Λύλνπκε ηα ζπζηήκαηα ησλ (ε), (ε1) 
θαη (ε), (ε2) γηα λα βξνύκε ηηο ζπλ/λεο 
ησλ Μ2 θαη Μ3 αληίζηνηρα. 





















xy

yyxx





 22
1

2
1

2

……….(1) 


22

11
2   xyxx

   2
11  xyxx

 


11

2

yx
x






 ………………...(2) 

)2(

)1( 
11

2

yx
y






 . Άξα 


















11

2

11

2

2 ,
yxyx 






, κε 

11

2

2
yx

x





 θαη 

11

2

2
yx

y





 . 
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Οκνίσο 

















11

2

11

2

3 ,
yxyx 






, κε 

11

2

3
yx

x





 θαη 

11

2

3
yx

y





 . 

☛ 
11

2

11

2

32
yxyx

xx














))(( 1111

11112

yxyx

yxyx











 

  
2

1
22

1
2

12 2

yx

x









 

  
22

1
222



 xa
  

  =2x1……………………………………………………………….(3) 

☛ Οκνίσο y2+y3=…=2



x1 1

)1(

2y ……………………………………………………………………….......(4) 

Από ηηο (3) θαη (4) έπεηαη ην δεηνύκελν. 
9) Να βξεζεί ε γσλία ησλ αζύκπησησλ κηαο ππεξβνιήο κε εθθεληξόηεηα ε=2. 

Λύση: 12  



=…= 3 . 

Άξα νη αζύκπησηεο έρνπλ εμηζώζεηο y= 3 x. 

Δάλ σ1 θαη σ2 νη γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ απηέο κε ηνλ 
εκηάμνλα Οx, ηόηε (ζρήκα 5), σ1=600 θαη σ2=1200, νπόηε 

σ=σ2-σ1=1200-600=600. 

10) Να βξείηε ηηο θνηλέο εθαπηόκελεο ηεο έιιεηςεο 
9x2+16y2=144 θαη ηεο ππεξβνιήο x2-64y2=64. 

Λύση: Δάλ y=αx+β ε δεηνύκελε εθαπηνκέλε, ηόηε νη 
εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ: 
9x2+16(αx+β)2=144 θαη x2-64(αx+β)2=64 
πξέπεη λα έρνπλ δηαθξίλνπζεο ίζεο κε 0. 













0

0

2

1
 …  

















164

916

22

22




  

  …  





























12

30

3

111





. 

Σέζζεξηο εθαπηόκελεο 
3

111

12

30
 xy  (ζρήκα 5). 

11) Να δείμεηε όηη θάζε εζηία ηεο ππεξβνιήο β2x2-α2y2=α2β2 απέρεη από ηηο αζύκπησηνπο απόζηαζε ίζε κε β. 

Λύση: Έζησ (ε): y=



x  βx-αy=0 ε κηα από ηηο δπν αζύκπησηεο θαη Δ(γ,0) ε κηα εζηία. 

d(E,ε)=
22

|00|








= 




=β. 

Λόγσ ζπκκεηξίαο σο πξνο ηνπο άμνλεο, ηόζε ζα είλαη θαη ε απόζηαζε ηεο εζηίαο Δ από ηελ άιιε αζύκ-
πησηε, θαη ε απόζηαζε ηεο εζηίαο Δ΄(-γ,0) από ηηο αζύκπησηεο. 

12) Γίλεηαη ε ππεξβνιή 1
2

2

2

2




y

a

x
 θαη νη επζείεο 






2

: x , 





2

 :  x . Έζησ Μ(x, y) ηπραίν ζεκείν 

ηεο έιιεηςεο. 
a) Να δείμεηε όηη ν ιόγνο ησλ απνζηάζεσλ ηνπ ζεκείνπ Μ από ηελ επζεία δ θαη από ηελ εζηία Δ(γ,0) 

είλαη ίζνο κε ηελ εθθεληξόηεηα ε. 
b) Να δείμεηε όηη ν ιόγνο ησλ απνζηάζεσλ ηνπ ζεκείνπ Μ από ηελ επζεία δ΄ θαη από ηελ εζηία           

Δ΄(-γ,0) είλαη ίζνο κε ηελ εθθεληξόηεηα ε. 

σχήμα 4 
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c) 









1
|| EM  θαη 










1
|| ME   όπνπ ξ=β2/α θαη θ,ζ νη γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ νη ΔΜ 

θαη Δ΄Μ αληίζηνηρα κε ηνλ εκηάμνλα Οx. 
Λύση: Έζησ x>0. 

d=x-


 2

 θαη d΄=x+


 2

 (ζρήκα 6)………………………………………………………………………(1) 

(ΔΜ)2=(x-γ)2+y2 
(Δ΄Μ)2=(x+γ)2+y2 

  ((Δ΄Μ)+(ΔΜ))((Δ΄Μ)-(ΔΜ))=4xγ 

  ((Δ΄Μ)+(ΔΜ))2α=4xγ 

  (Δ΄Μ)+(ΔΜ)=2x



 

  (Δ΄Μ)+(ΔΜ)=2xε.                  ……………………………………………….(2) 
 Δπίζεο (Δ΄Μ)-(ΔΜ)=2α.                    ……………………………………………….(3) 
 2(Δ΄Μ)=2xε+2α 

 
  (Δ΄Μ)=xε+α 

  (Δ΄Μ)= 











a

x  

  (Δ΄Μ)=

















2a

x ……………….. γηαηί ε=



. 

  (Δ΄Μ)=εd΄ ……………….. ιόγσ ηεο (1)…………………………………..(4) 

Οκνίσο (2)-(3)  …  (ΔΜ)=εd……………………………………………………………………..(5) 

a) Από ηελ ζρέζε (5)  


d

)(
. 

b) Από ηελ ζρέζε (4)  




d

)(
. 

c) ☛ 00<θ<900. 

Σόηε (ζρήκα 6) ζπλθ=
)(

)(





d

x






)5(

………………………………………………………………..(6) 





1

d

x 









1

2

)6(

=
)(

2





 xd

d
 

 (Δ΄Μ)2-(ΔΜ)2=… =4xγ 
2α 

(+) 
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






















2

2)1( d
 

 
 22

2








d
 

 
2

2



d
  

 


d
 =εd=(EM) ………………………ιόγσ ηεο (5). 

☛ 900<θ<1800. 

Σόηε (ζρήκα 7) ζπλθ=-ζπλθ1=
)(

)(






d

x



 


)5(

d

x




  θαη θαηαιήγνπκε πάιη ζηελ ζρέζε (6). 

 

Οκνίσο απνδεηθλύεηαη θαη ε ζρέζε 









1
|| ME . 

13) Γίλεηαη ε ππεξβνιή 9x2-16y2=144. Να βξείηε ηα ζεκεία A ηεο ππεξβνιήο γηα ηα νπνία ΑΔΑΔ΄, όπνπ 
Δ, Δ΄ νη εζηίεο ηεο. 

Λύση: 9x2-16y2=144  1
916

22


yx

.  

α=4, β=3 νπόηε γ=
22   =5. 

Άξα Δ(5,0) θαη Δ΄(-5,0). 

Δπεηδή ΑΔΑΔ΄, ην Α είλαη ζεκείν θύ-
θινπ δηακέηξνπ ΔΔ΄ πνπ έρεη εμίζσζε 
x2+y2=25 (ζρήκα 8). 
Λύλνπκε ην ζύζηεκα ηεο παξαβνιήο 
9x2-16y2=144 θαη ηνπ θύθινπ x2+y2=25  

θαη βξίζθνπκε x=
5

544
 θαη y=

5

9
. 

(ηέζζεξα ζεκεία Α, Β, Γ θαη Γ πνπ 
θαίλνληαη ζην ζρήκα 8). 

14) Αλ Α(x,y) ηπραίν ζεκείν ηζνζθεινύο 
ππεξβνιήο κε εζηίεο Δ θαη Δ΄, λα δείμεηε 
όηη (ΟΑ)2=(ΑΔ).(ΑΔ΄). 
Λύση: Έζησ x2-y2=α2 ε εμίζσζε ηεο ηζνζθεινύο ππεξβνιήο.  

Σόηε α=β θαη γ2=α2+β2=2α2  γ=α 2 …………………………………………………………………….(1) 

(ΟΑ)2=x2+y2……………………………………………………………………………………………………(2) 

σχήμα 7 
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(AE)=
22)( yx    θαη (ΑΔ΄)=

22)( yx  

(ζρήκα 9). 

(AE)(ΑΔ΄)=
22)( yx   

22)( yx    

=   2222 )()( yxyx    

=   222222 22 yxxyxx    

=    2
2222 2  xyx  ….(δηαθνξά ηεηξαγώλσλ) 

=   222222 4  xyx  ….. θαη ιόγσ ηεο (1) 

=   222222 82 xyx    

=   22222222 )(8)(2 xyxyyxx  …..γηαηί x2-y2=α2 

=…=  222 yx  = x2+y2 = (ΟΑ)2……….. ιόγσ ηεο (2). 

15) Γίλεηαη ν θύθινο x2+y2=α2 θαη ε ηζνζθειήο ππεξβνιή x2-y2=α2. Από ηπραίν ζεκείν Μ ηνπ θύθινπ 
θέξλνπκε ηελ εθαπηνκέλε ηνπ πνπ ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄Ox ζην Ν. Να δείμεηε όηη ην κήθνο ηνπ επζ. 
ηκήκαηνο ΜΝ είλαη ίζν κε ηελ απόιπηε ηηκή ηεο ηεηαγκέλεο ελόο από ηα ζεκεία ηεο ππεξβνιήο πνπ 
έρεη ηεηκεκέλε ίζε κε (ΟΝ). 
Λύση: Έζησ Μ(x1,y1). 

H εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε xx1+yy1=α2 ε νπνία 

γηα y=0, δίλεη x=
1

2

x

a
. 

Άξα Ν













0,

1

2

x

a
. 

Ζ εμίζσζε x2-y2=α2 γηα x=
1

2

x

a
 δίλεη |y|=

2

2
1

4

a
x

a
  

πνπ είλαη ε ηεηαγκέλε ηνπ Α  (ζρήκα 10). 

(MN)= 
2
1

2

1

2

1 y
x

a
x 














  

 =
2
12

1

4
22

1 2 y
x

a
ax  ……… θαη επεηδή x1

2+y1
2=α2 

 =
2

1

4
22 2

x

a
a   

 =
2

2
1

4

a
x

a
 =|y|=(ΝΑ). 

16) Έζησ 1
2

2

2

2




y

a

x
 θαη  1

2

2

2

2


a

xy


 είλαη ζπδπγείο ππεξβνιέο κε εθθεληξόηεηεο ε1 θαη ε2 αληίζηνηρα. 

Να δείμεηε όηη ε1
2+ε2

2=ε1
2ε2

2. 
Λύση: γ1=γ2=γ. 

ε1
2+ε2

2=

22


























=

22

222 )(



 
=

22

22



 
=

2

2

2

2








 =ε1

2ε2
2. 
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17) Έζησ θ ε ζεηηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο t2-t-1=0 θαη ε ππεξβνιή 1
2

2

2

2




y

a

x
 κε 




a
. Να δείμεηε όηη 

  . 

Λύση: ε=



=



 22 
=

2

1 












=

2
1

1
















=



1
1 =



 1
=



 2

=  . 

18) Αλ ε εθαπηνκέλε (ε) ππεξβνιήο ζε ηπραίν ηεο ζεκείν Μxx΄ θαη ε θάζεηε ζηελ (ε) ζην ζεκείν Μ 
ηέκλνπλ ηνλ άμνλα y΄Oy ζηα Α θαη Β, λα δείμεηε όηη ν θύθινο δηακέηξνπ ΑΒ δηέξρεηαη από ηηο εζηίεο ηεο 
ππεξβνιήο. 
Λύση: Έζησ Δ(γ,0). 

Αξθεί λα δείμνπκε όηη ΑΔ  ΒΔ (ζρήκα 11). 

Ζ εθαπηνκέλε (ε) ζην ζεκείν Μ(x1,y1), y10 
έρεη εμίζσζε β2xx1-α

2yy1=α2β2 πνπ έρεη 

ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ι1=

1
2

1
2

ya

x
 θαη γηα x=0 

 y=
1

2

y


 ηέκλεη ηνλ άμνλα yy΄ ζην ζεκείν        

Α















1

2

,0
y


. 

Ζ θάζεηε επζεία (δ) ζηελ επζεία (ε) ζην ζεκείν 

Μ έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ι2=

1
2

1
2

x

ya


  θαη 

εμίζσζε y-y1=

1
2

1
2

x

ya


 (x-x1) ε νπνία γηα x=0 

δίλεη y=y1+
2

1
2



ya
=

2

1
22 )(



 ya 
=

2

1
2



 y
 θαη επνκέλσο Β















2

1
2

,0


 y
. 

☛ 


 =














1

2

,
y


  

☛ 


=















2

2
1,





y
 

19) **Γίλεηαη ε ππεξβνιή 1
2

2

2

2




y

a

x
. Σπραία 

επζεία (ε) ηέκλεη ηελ ππεξβνιή ζηα ζεκεία 
Μ1(x1,y1) θαη Μ2(x2,y2) θαη ηηο αζύκπησηέο ηεο 
ζηα ζεκεία Β θαη Γ. Να δείμεηε όηη ηα ηκήκαηα 
ηεο (ε) πνπ είλαη κεηαμύ ησλ αζύκπησησλ θαη 

ηεο ππεξβνιήο είλαη ίζα. 

Λύση: Αξθεί λα δείμνπκε όηη ηα επζύγξακκα 
ηκήκαηα ΒΓ θαη Μ1Μ2 έρνπλ θνηλό κέζν (ζρή-
κα 12). 

☛ Δάλ ε επζεία (ε) έρεη εμίζσζε x=θ, ηόηε 

ιόγσ ζπκκεηξίαο είλαη (Μ1Β)=(Μ2Γ) (ζρήκα 13). 

☛ Δάλ ε επζεία (ε) έρεη εμίζσζε y=θ, ηόηε 

ιόγσ ζπκκεηξίαο είλαη (Μ1Β)=(Μ2Γ) (ζρήκα 14). 

☛ Έζησ (ε): y=θx+ι (ζρήκα 12) κε θ



, γηαηί αλ θ=




 ε επζεία (ε) είλαη παξάιιειε ζε κηα από  

σχήμα 11 

 


 


=γ2-γ2=0  


  


 . 

(ε) 

σχήμα 12 
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ηηο δπν αζύκπησηεο θαη δελ ππάξρεη ή ην ζεκείν Β ή ην ζεκείν Γ. 

 

Οη ζπληεηαγκέλεο ησλ Μ1 θαη Μ2 είλαη ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 




















xy

ayax 222222

 

 β2x2-α2(θx+ι)2=α2β2  …  (β2-α2κ2)x2-2α2κλx-α2(β2-λ2)=0…………………………………………(1) 

Δπεηδή θ



  β2-α2θ2

0 θαη ε εμίζσζε (1) είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο x. 

Δάλ Μ ην κέζν ηνπ ηκήκαηνο Μ1Μ2, ηόηε xM=
2

21 xx  Vieta


)(2

2
222

2







a
222

2








a
……………..(2) 

θαη yM=
2

21 yy 
=

2

21   xx
 

  =
2

2)( 21   xx
 

  =
2

22  x
=θxΜ+ι………………………………………………………………………..(3) 

Οη ζπληεηαγκέλεο ησλ Β θαη Γ είλαη νη ιύζεηο ησλ ζπζηεκάησλ: 



























xy

xy
 …  xΒ=






. 

 



























xy

xy
 …  xΓ=






 . 

Σν κέζν Ν ηνπ ηκήκαηνο ΒΓ έρεη ζπληεηαγκέλεο: 

 xΝ=
2

  xx
=

2













=…=

222

2







a
=xM………. ιόγσ ηεο (2). 

θαη yΝ=
2

  yy
=

2

  xxB =
2

2)(    xx
=

2

22  x
=θxΝ+ι=θxΜ+ι=yM…ιόγσ ησλ (2) 

θαη (3). 
20) Γίλεηαη ε ππεξβνιή x2-2y2=4 θαη ε επζεία (ε): 3x+4y-1=0. Αθνύ δηαπηζηώζεηε όηη δελ ηέκλνληαη, λα 

βξείηε ην ζεκείν ηεο ππεξβνιήο πνπ απέρεη ηελ ειάρηζηε απόζηαζε από ηελ (ε). 
Λύση: To όηη δελ ηέκλνληαη απνδεηθλύεηαη εύθνια (?). 

Έζησ Μ(x1,y1) ην δεηνύκελν ζεκείν. Σόηε x1
2=2y1

2+4……………………………………………………(1) 

σχήμα 14 σχήμα 13 
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Έζησ d=d(M,ε). Σόηε d=
22

11

43

|143|



 yx
 

5

|143| 11  yx
=d  |3x1+4y1-1|=5d. 

☛ 3x1+4y1-1=5d. 

















42

5143

2
1

2
1

11

yx

dyx
 …  2y1

2+8(1+5d)y1+36-(5d+1)2=0…………………………………………….(2) 

Ζ εμίζσζε (2) είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο y1 θαη επεηδή y1R, πξέπεη Γ0  …  

 (5d+1)2-40 

 (5d+1)2
4 

 5d+12 

 d1/5 

 dmin=
1/5…………………………………………………………………………………………………....(3) 

☛ 3x1+4y1-1=-5d. 

















42

5143

2
1

2
1

11

yx

dyx
 …  2y1

2+8(1-5d)y1+36-(1-5d)2=0………………………………………….(4) 

Ζ εμίζσζε (4) είλαη 2νπ βαζκνύ σο πξνο y1 θαη επεηδή y1R, πξέπεη Γ0  …  

 (5d-1)2-40 

 (5d-1)2
4 

 5d-12 

 d3/5 

 dmin=
3/5…………………………………………………………………………………………………...(5) 

Από ηηο ζρέζεηο (3) θαη (4) πξνθύπηεη όηη dmin=
1/5. 

Ζ εμίζσζε (2) γηα d=1/5 γίλεηαη 2y1
2+16y1+32=0  y1

2+8y1+16=0  (y1+4)2=0  y1=-4 θαη από ηελ 
ζρέζε 3x1+4y1-1=5d γηα y1=-4 θαη d=1/5 δίλεη x=6. Άξα Μ(6,-4). 

21) **Να δείμεηε όηη νη εθαπηόκελεο ζηα θνηλά ζεκεία κηαο έιιεηςεο θαη κηαο ππεξβνιήο πνπ έρνπλ θνηλέο 

εζηίεο, είλαη θάζεηεο. 

Λύση: Έζησ (c1): 1
2

1

2

2
1

2




y

a

x
 (1) ε εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο θαη (c2): 1

2
2

2

2
2

2




y

a

x
 (2) ε εμίζσζε ηεο 

έιιεηςεο. Δάλ 2γ1 θαη 2γ2 αληίζηνηρα νη εζηηαθέο ηνπο απνζηάζεηο, επεηδή έρνπλ ηηο ίδηεο εζηίεο έρνπκε: 

γ1=γ2  γ1
2=γ2

2  α1
2+β1

2=α2
2-β2

2  α2
2-α1

2=β1
2+β2

2…………………………………………………..(3) 
Έζησ Μ(x1,y1) έλα από ηα ζεκεία ηνκήο ηνπο. 
Σόηε νη εμηζώζεηο (ε1) θαη (ε2) ησλ εθαπηόκελσλ ηεο ππεξβνιήο θαη ηεο έιιεηςεο αληίζηνηρα ζην ζεκείν 
Μ έρνπλ εμηζώζεηο (ε1): β1

2xx1-α1
2yy1=α1

2β1
2. 

 θαη  (ε2): β2
2xx1+α2

2yy1=β2
2α2

2. 

2
1

2
2

2
2

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

a

a

ayax

ayax
























 

)4(

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

2
1

2
1

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

2
1

2
2





















aayaaxa

aayaaxa
(+) 

        
2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
22

1

)(





aa

aa
x




   

D

aa
x

)( 2
2

2
1

2
1

2
22

1

 
 ………………………..(5) 

όπνπ D=
2
2

2
1

2
1

2
2  aa  . 

Από ηελ (4) παίξλνπκε 
D

y
)( 2

1
2
2

2
1

2
22

1

 


D

)( 2
1

2
2

2
1

2
2

)3(  
 ……………………………………(6) 

Έλα δηάλπζκα παξάιιειν ζηελ (ε1) είλαη ην ),( 1
2

11
2
1 xyau 



. 

Έλα δηάλπζκα παξάιιειν ζηελ (ε2) είλαη ην ),( 1
2
21

2
2 xyav 



. 



u 


v =
2
1

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1 xyaa  =……………………. ιόγσ ησλ (5) & (6) 

  =
D

aa

D
aa

)()( 2
2

2
1

2
1

2
22

2
2

1

2
1

2
2

2
1

2
22

2
2
1




 



 =0  



u 


v  (ε1)(ε2). 
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22)  i) Να βξεζεί ν γ.η. ησλ ζεκείσλ 







 


4,

3
, αλ ζ(-π, π) κε ζπ/2, 

ii) Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηνπ παξαπάλσ γ.η. πνπ δηέξρνληαη από ην ζεκείν 
Ρ(1,4), 

iii) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ παξαπάλσ γ.η. πνπ είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία (ε): 
5x-3y+3=0. 

Λύση: 

i) Θέησ 





















y

x





4

3

























4

1

3

y

x




 (1). 

1+εθ2ζ=
 2

1
  

916
1

22)1( xy
   1

169

22


yx

ππεξβνιή κε α=3, β=4. 

ii) Σν Ρ(1,4) δελ είλαη ζεκείν ηεο ππεξβνιήο. 
Δάλ Μ(x1,y1) ην ζεκείν επαθήο, ηόηε ε εθαπηνκέλε έρεη εμίζσζε (ε): 16xx1-9yy1=144………….(2) 

Ρ(ε)  16x1-36y1=144  4x1-9y1=36. 

















144916

3694

2
1

2
1

11

yx

yx


)3(

1449)4(

)4(94

2
1

2
1

11

















yx

yx
 81(y1+4)2-9y1

2=144 

      …  y1
2+9y1+16=0. 

Γ=17 θαη y1=
2

179 
. 

Ζ ζρέζε (3)  x1=
8

)171(9 
. 

(2)  (ε): 4(-1+ 17 )x-(-9+ 17 )y-32=0 ή 4(-1- 17 )x+(9+ 17 )y-32=0 (δπν εθαπηόκελεο). 

iii) H δεηνύκελε επζεία έρεη εμίζσζε 5x-3y+θ=0………………………………………………………….(4) 

Γηα λα ηαπηίδεηαη κε ηελ επζεία 16xx1-9yy1-144=0 πξέπεη 
1449

3

16

5

11 









yx
 

)6(

)5(

48

45

1

1



























y

x

. 

Ζ ζρέζε 144916 2
1

2
1  yx  κε ηελ βνήζεηα ησλ (5) θαη (6) δίλεη θ=9. 

Άξα ε δεηνύκελε επζεία έρεη εμίζσζε 5x-3y9=0. 

23)  Να βξείηε ηνλ γ.η. ησλ ζεκείσλ 





































1

2

2
,

1

2

3
, όηαλ ην ι κεηαβάιιεηαη ζην R*. 

Λύση: Θέησ 













































y

x







1

2

2

1

2

3















































2

21

3

21

y

x





















































2
2

22

2
1

3

41

y

x







(-) 

 
2

2

2
3

4
4 y

x
   1

23

22


yx

 

πνπ είλαη ππεξβνιή.  
24) Γίλεηαη ε επζεία (ε): 4y-9=0 θαη ην ζεκείν Δ(0,4). Να βξεζεί ν γ.η. ησλ ζεκείσλ Μ(x,y) ηνπ επηπέδνπ γηα 

ηα νπνία ε απόζηαζή ηνπο από ην Δ είλαη ίζε κε ηα 4/3 ηεο απόζηαζήο ηνπο από ηελ (ε). 

Λύση: (ΔΜ)=4/3d(M,ε)  3(ΔΜ)=4d(M,ε)  
4

|94|
4)4(3 22 


y

yx  

  |94|)4(3 22  yyx  

    222 )94()4(9  yyx  

  …   7y2-9x2=63, πνπ παξηζηάλεη ππεξβνιή. 
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25) Γίλεηαη ε επζεία (ε): 3y-8=0 θαη ην ζεκείν Δ(0,6). Να βξεζεί ν γ.η. ησλ ζεκείσλ Μ(x,y) ηνπ επηπέδνπ γηα 

ηα νπνία ε απόζηαζή ηνπο από ην Δ είλαη ίζε κε ηα 3/2 ηεο απόζηαζήο ηνπο από ηελ (ε). 

Λύση: (ΔΜ)=3/2d(M,ε)  2(ΔΜ)=3d(M,ε)  
3

|83|
3)6(2 22 


y

yx  

  |83|)6(2 22  yyx  

    222 )83()6(4  yyx  

  …   5y2-4x2=80, πνπ παξηζηάλεη ππεξβνιή. 

26)  i) Να δείμεηε όηη ηα ζεκεία Μ(x,y) κε 
2

 


ee
ax  θαη 

2







ee

y  όπνπ α, β, ζηαζεξνί ζεηηθνί 

πξαγκαηηθνί, όηαλ ην ζ κεηαβάιιεηαη, αλήθεη ζηελ ππεξβνιή β2x2-α2y2=α2β2, 

ii) αλ Μ(x,y), x>0 ,y>0 ηπραίν ζεκείν ηεο ππεξβνιήο β2x2-α2y2=α2β2, λα δείμεηε όηη ππάξρεη ζR, ηέηνην 

ώζηε 
2

 


ee
ax  θαη 

2







ee

y . 

Γίλεηαη ν Νεπέξεηνο αξηζκόο e2,71. 

Λύση:  

i) 



































2

2






eey

ee

a

x



 

 


































4

4

2

2

2

2

2

2







eey

ee

a

x

 1  
2

2

2

2)(






y

a

x
. 



































2

2






eey

ee

a

x

 



e

y

a

x




  
)(

 











y

a

x
ln . 

27) ΢ην ίδην ζύζηεκα αμόλσλ ζεσξνύκε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο έιιεηςεο 12

2

2

 y
x


 θαη ηεο 

ππεξβνιήο 12
2

 y
x


, όπνπ θ ε ζεηηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο x2=x+1. Να δείμεηε όηη: 

a) Ζ ππεξβνιή έρεη αζύκπησηεο xy


1
 , 

b) νη   αζύκπησηεο    ηέκλνπλ   ηελ   έιιεηςε ζηα ζεκεία  Γ΄(1,1/  ),     Γ΄΄(1,-1/  ),     Θ΄(-1,1/  ),           

Θ΄΄(-1,-1/  ) θαη νη επζείεο Γ΄Γ΄΄, Θ΄Θ΄΄ ηνλ άμνλα x΄Ox ζηα ζεκεία Γ(1,0) θαη Θ(-1,0) αληίζηνηρα, 

c) νη ΓΓ΄, ΘΘ΄ είλαη νη δηεπζεηνύζεο ηεο ππεξβνιήο, 
d) νη θνξπθέο Γ θαη Η ηεο ππεξβνιήο είλαη νη εζηίεο ηεο έιιεηςεο, 
e) νη θνξπθέο Α θαη Κ ηεο έιιεηςεο είλαη νη εζηίεο ηεο ππεξβνιήο, 
f) από ην Γ θέξλνπκε θάζεηε ζηνλ άμνλα x΄Ox πνπ ηέκλεη ηελ έιιεηςε ζηα Γ΄, Λ΄ θαη ηηο αζύκπησηεο ηεο 

ππεξβνιήο ζηα Γ΄΄ θαη Λ΄΄. Αλ ε εθαπηνκέλε ηεο έιιεηςεο από ην Γ΄ ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄Ox ζην Δ θαη 
ηνλ άμνλα y΄Oy ζην Ε, λα δείμεηε όηη ε δηεπζεηνύζα ηεο έιιεηςεο δηέξρεηαη από ην Δ, 

g) λα δείμεηε όηη νη ηεηκεκέλεο ησλ Γ, Γ, Α θαη Δ ζρεκαηίδνπλ γεσκεηξηθή πξόνδν κε ιόγν ι=  , 

h) ην ΟΑ δηαηξείηαη από ην Γ ζε ρξπζό ιόγν, 
i) ην ΟΔ δηαηξείηαη από ην Γ ζε ρξπζό ιόγν, 

j) 


,  


 θαη 1 


, όπνπ θ΄ ε άιιε ξίδα ηεο εμίζσζεο x2=x+1, 

k) αλ νη θάζεηεο από ηα Α θαη Δ ζηνλ άμνλα x΄Ox ηέκλνπλ ηα ηκήκαηα ηεο ππεξβνιήο θαη ηεο 
αζύκπησηήο ηεο πνπ είλαη πάλσ από ηνλ άμνλα x΄Ox ζηα Α΄, Α΄΄ θαη Δ΄, Δ΄΄ αληίζηνηρα, ηόηε 
(ΑΑ΄)=(ΓΓ΄) θαη (ΑΑ΄΄)=(ΔΔ΄΄), 

l) ην Γ΄ είλαη θνηλό ζεκείν ηεο έιιεηςεο, ηεο δηεπζεηνύζαο θαη ηεο αζύκπησηνπ ηεο ππεξβνιήο, 
m) ηα ηκήκαηα ΓΓ΄΄, ΑΑ΄΄ δηαηξνύληαη από ηα Γ΄ θαη Α΄ αληίζηνηρα ζε ρξπζό ιόγν, 
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n) θάζε επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην Ο θαη ηέκλεη ηελ ΔΔ΄, δηαηξείηαη από ηελ ΓΓ΄ ζε ρξπζό ιόγν, 
o) ην Γ΄ δηαηξεί ην ΔΕ ζε ρξπζό ιόγν, 
p) ε εθαπηνκέλε ηεο ππεξβνιήο ζην Α΄ δηέξρεηαη από ην Γ θαη 
q) ηα ζεκεία Ο, Γ΄, Α΄ είλαη ζπλεπζεηαθά. 
Λύση:  

a) Γηα ηελ ππεξβνιή α1=  , β1=1 θαη γ1=
2

1
2
1   = 1 =

2 =θ…… γηαηί θ2=θ+1 

Οη αζύκπησηεο έρνπλ εμηζώζεηο y=
1

1




x  y=



1
x.  

b) 





















xy

yx





1

2222

 





















xy

xx





1

 222

 





















xy

x





1

)1( 22

  

 
























xy

x






1

222

1 2























xy

x



1

12

























1

1

y

x

. 

Σέζζεξα ζεκεία Γ΄(1,1/  ), Γ΄΄(1,-1/  ), Θ΄(-1,1/  ) θαη Θ΄΄(-1,-1/  ) (ζρήκα 15). 

Πξνθαλώο Γ(1,0) θαη Θ(-1,0). 

 

c) Οη δηεπζεηνύζεο ηεο ππεξβνιήο έρνπλ εμηζώζεηο x=
1

2
1



a
 x=




 

    x=1, δειαδή νη επζείεο ΓΓ΄ θαη ΘΘ΄. 

d) Γηα ηελ έιιεηςε α2=θ, β2=1 θαη γ2=
2
2

2
2   = 12  =  . 

Ζ ππεξβνιή έρεη θνξπθέο Γ(α1,0) θαη Η(-α1,0) ή Γ(  ,0) θαη Η(-  ,0). 

Ζ έιιεηςε έρεη εζηίεο (γ2,0) ή (  ,0), δειαδή ηα ζεκεία Γ θαη Η. 

e) Ζ ππεξβνιή έρεη εζηίεο (γ1,0) ή (θ,0).  
Ζ έιιεηςε έρεη θνξπθέο Α(α2,0) θαη Κ(-α2,0) ή Α(θ,0) θαη Κ(-θ,0) δειαδή ηηο εζηίεο ηεο ππεξβνιήο. 

σχήμα 15 
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f) 12

2

2

 y
x


12

2




y
x





 

   1
1 2  y


 

   


 12 
y

1

1
2 







)1)(1(

1










1

1



 2

1


 . 

Άξα y=


1
θαη Γ΄ 












1
, . 

Ζ εθαπηόκελε ηεο έιιεηςεο ζην ζεκείν ηεο Γ΄ έρεη εμίζσζε (ε): xxΓ΄+θ2yyΓ΄=θ2  

    (ε): x  +θy=θ2 

ε νπνία γηα y=0 δίλεη x=θ  . Άξα Δ(θ  ,0). 

Οη δηεπζεηνύζεο ηεο έιιεηςεο έρνπλ εμηζώζεηο x=
2

2
2



a
 x=



 2

 

       x=θ  , δειαδή ε κηα από απηέο δη-

έξρεηαη από ην ζεκείν Δ. 

g) Οη ηεηκεκέλεο xΓ=1, xΓ=  , xΑ=θ θαη xΔ=θ   πξνθαλώο απνηεινύλ γ.π. κε ιόγν ι=  . 

h) (ΟΓ)=1, (ΟΑ)=θ θαη (ΑΓ)=θ-1. 


















































1

)1(

11

1

)(

)(

1)(

)(

2
 










)(

)(

)(

)(
. 

i) (ΟΓ)=  , (ΟΔ)=θ   θαη (ΓΔ)=(θ-1)  . 

























































1

)1(

11

1

)1()(

)(

)(

)(

2
 










)(

)(

)(

)(
. 

j) Ζ εμίζσζε x2=x+1  x2-x-1=0 έρεη ξίδεο θ θαη θ΄.  

Ρ


Vieta

 =-1  θθ΄=-1  



1

. 

(ΓΓ΄)= 



1

. 

(ΓΓ΄)= 



1

. 

(ε1): y=


1
x 




x

y=1. Άξα Γ΄΄(  ,1) θαη (ΓΓ΄΄)=1 

k) 12
2

 y
x






x

θ-y2=1 

  y2=θ-1 1
1




 








1










2

=-θ΄


1
 . 

Άξα y=


1
 , Α΄


















1
,  θαη (ΑΑ΄)=(ΓΓ΄)= 




1
. 
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(ε1): y=


1
x 




x

y=  . Άξα Α΄΄(θ,  ) θαη (ΑΑ΄΄)=  . 

12
2

 y
x






x

θ2-y2=1 

     y2=θ2-1=θ. 

Άξα y=   , Δ΄΄   ,  θαη (ΔΔ΄΄)=  =(ΑΑ΄΄). 

l) Πξνθαλέο.  

m) ☛ (ΓΓ΄)


1
 , (ΓΓ΄΄)=1 θαη (Γ΄Γ΄΄)=1-



1
. 





















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
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




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

 




















1

)1(

11

1

1
1

1

)(

)(

1

1

)(

)(

2

 
 






 

)(

)(

)(

)(
. 

☛ (ΑΑ΄)


1
 , (ΑΑ΄΄)=   θαη (Α΄Α΄΄)=



 1
. 










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







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

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
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













1

)1(

11

1

1

1
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1)(
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2

 
 






 

)(

)(

)(

)(
. 

n) Σα ηκήκαηα (ΟΨ) θαη (ΨΦ) είλαη (ζ. Θαιή) αλάινγα ησλ (ΟΓ) θαη (ΓΔ) αληίζηνηρα. Από ην (i) 
εξώηεκα ην Γ δηαηξεί ην (ΟΔ) ζε ρξπζό ιόγν. Λόγσ ηεο παξαπάλσ αλαινγίαο, θαη ην Ψ  ζα δηαηξεί 
ην (ΟΦ) ζε ρξπζό ιόγν. 

o) Σα ηκήκαηα (ΕΓ΄) θαη (Γ΄Δ) είλαη (ζ. Θαιή) αλάινγα ησλ (ΟΓ) θαη (ΓΔ) αληίζηνηρα. Από ην (i) 
εξώηεκα ην Γ δηαηξεί ην (ΟΔ) ζε ρξπζό ιόγν. Λόγσ ηεο παξαπάλσ αλαινγίαο, θαη ην Γ΄  ζα δηαηξεί 
ην (ΕΔ) ζε ρξπζό ιόγν. 

p) Ζ εθαπηόκελε ηεο ππεξβνιήο ζην ζεκείν ηεο Α΄ έρεη εμίζσζε (ε3): xxΑ΄-θyyΑ΄=θ  

    (ε3): θx-y=θ 
ε νπνία γηα y=0 δίλεη x=1. Άξα ε (ε3) ηέκλεη ηνλ άμνλα xx΄ ζην ζεκείν Γ. 
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1
. Άξα ιΟΓ΄=ιΟΑ΄  ΟΓ΄// ΟΑ΄ θαη επεηδή έρνπλ 

θνηλό ζεκείν ην Ο ηαπηίδνληαη. Άξα ηα ζεκεία Ο, Γ΄, Α΄ είλαη ζπλεπζεηαθά. 
28) Να δείμεηε όηη ην γηλόκελν ησλ απνζηάζεσλ ηπραίνπ ζεκείνπ ηεο ππεξβνιήο β2x2-α2y2=α2β2 από ηηο 

αζύκπησηέο ηεο είλαη ζηαζεξό θαη ίζν κε (αβ/γ)2. 

Λύση: Έζησ (ε1): y=



x  αx-βy=0 θαη (ε2): y=




 x  αx+βy=0 νη αζύκπησηεο θαη Μ(x1,y1) ηπραίν 

ζεκείν ηεο. 
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29) Ζ εθαπηνκέλε ζε ηπρόλ ζεκείν ΢ ηεο ππεξβνιήο β2x2-α2y2=α2β2 ηέκλεη ηελ κηα από ηηο αζύκπησηέο 
ηεο ζην Α. Αλ Μ θαη Ν είλαη νη πξνβνιέο ηνπ Α ζηνπο άμνλεο, λα δείμεηε όηη ε επζεία ΜΝ δηέξρεηαη από 
ην ΢. 
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Λύση: Έζησ (ε): β2xx1-α
2yy1=α2β2 ε εμί-

ζσζε ηεο εθαπηνκέλεο (ε) ζην ζεκείν ηεο 
΢(x1,y1) (ζρήκα 16). 
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Άξα ΜΝ // Μ΢ θαη επεηδή έρνπλ ην ζεκείν Μ θνηλό, ηαπηίδνληαη. Άξα ε επζεία ΜΝ δηέξρεηαη από ην ΢. 
30) Έζησ Μ(x,y) ηπραίν ζεκείν. Οξίδνπκε ξ=(ΟΜ) θαη ζ ηε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε ΟΜ κε ηνλ εκηάμνλα 

Οx. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε ξ2ζπλ2ζ=α2 κε α>0 παξηζηάλεη ηζνζθειή ππεξβνιή. 

Λύση: Ωο γλσζηό x=ξζπλζ θαη y=ξεκζ (ζρήκα 16). 

ξ2ζπλ2ζ=α2  ξ2(ζπλ2ζ-εκ2ζ)=α2  

   ξ2ζπλ2ζ-ξ2εκ2ζ=α2 

   x2-y2=α2 

πνπ παξηζηάλεη ηζνζθειή ππεξβνιή. 
31) Γίλνληαη νη επζείεο (ε1): y=θx θαη (ε2): y=-θx. Να βξεζεί ν γ.η. 

ησλ ζεκείσλ Μ(x,y) ηνπ επηπέδνπ γηα ηα νπνία ην γηλόκελν 
ησλ απνζηάζεώλ ηνπο από ηηο (ε1) θαη (ε2) λα ηζνύηαη κε 

2

22

1 




, όπνπ θ, ι ζηαζεξνί ζεηηθνί πξαγκαηηθνί δηάθνξνη 

ηνπ κεδελόο. 

Λύση: (ε1): θx-y=0 θαη (ε2): θx+y=0. 

σχήμα 16 

σχήμα 16 
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 d(M,ε1)d(M,ε2)= 2
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  |θ2x2-y2|=θ2ι2  

  θ2x2-y2=θ2ι2 ή y2-θ2x2=θ2ι2 
πνπ παξηζηάλνπλ ηζνζθειείο ππεξβνιέο.  

32) Γίλνληαη νη επζείεο (ε1): y=θx θαη (ε2): y=-θx. Από ηπραίν ζεκείν Μ(x,y) ηνπ επηπέδνπ θέξλνπκε επζεία 
παξάιιειε ζηελ (ε2) πνπ ηέκλεη ηελ (ε1) ζην Α. Να βξεζεί ν γ.η. ησλ ζεκείσλ Μ(x,y) ηνπ επηπέδνπ γηα 
ηα νπνία 4(ΟΑΜ)=θc2, όπνπ θ, c ζηαζεξνί ζεηηθνί πξαγκαηηθνί δηάθνξνη ηνπ κεδελόο. 
Λύση: Έζησ Μ(x0,y0). 

Ζ επζεία (δ) έρεη εμίζσζε y-y0=-θ(x-x0).
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33) αζθαδ 


