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ΜΕΛΕΣΗ ΚΑΙ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢Η ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

1. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
x

xxf
1

)(  , κε x0. 

i. Να βξείηε ηελ παξάγωγό ηεο θαη λα κειεηήζεηε ηελ 

ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξό-

ηαηα. 

ii. Να βξείηε ηελ δεύηεξε παξάγωγν θαη λα κειεηή-

ζεηε ηελ θπξηόηεηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη εάλ έρεη 

ζεκείν θακπήο. 

iii. Να βξείηε ηηο αζύκπηωηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηα-

ζεο. 

iv. Με βάζε ηα πξνεγνύκελα εξωηήκαηα, λα ζρεδηά-

ζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζή ηεο. 

Λύση:  

i. 
2

1
1)(

x
xf  . 

Επεηδή f΄(x)>0 γηα θάζε x0, ε ζπλάξηεζε είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα ζηα δηαζηήκαηα (-,ν) θαη 

(0,+). 

Αθξόηαηα δελ έρεη. 

ii. 
34

22
)(

xx

x
xf  . 

f΄΄(x)>0  0
2
3


x
 x3<0  x<0 θαη  

f΄΄(x)<0  …
 
  x>0.  

Άξα ε ζπλάξηεζε ζηξέθεη ηα θνίια άλω ζην 

δηάζηεκα (-,0) θαη ηα θνίια θάηω ζην δηάζηεκα 

(0,+). Σεκείν θακπήο δελ έρεη. 
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iii. ☛ )(lim
0

xf
x 

= 





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1
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=+ θαη  
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= 




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 x
x

x

1
lim

0
=-.  

Επνκέλωο ε επζεία x=0 είλαη θαηαθόξπθε 

αζύκπηωηνο. 

=0. 

☛ Επεηδή )(lim xf
x 
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 x
x

x

1
lim =--0=-, 

δελ έρεη νξηδόληηεο αζύκπηωηεο. 

☛ ι=
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
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
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θαη β=  xxf
x
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)(lim = 









 xx

1
lim =0, ε 

επζεία y=x (δηρνηόκνο 1νπ - 3νπ ηεηαξηεκνξίνπ) 

είλαη πιάγηα αζύκπηωηνο ζην + θαη ζην -. 

iv. Η γξαθηθή παξάζηαζε δελ ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄Οy 

θαζόηη 0Αf.  

f(x)=0  0
1


x
x  x2-1=0  x=1. Άξα 

ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄Οx ζηα ζεκεία (1,0) θαη (-1,0). 

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 

x -                       0                       + 

f΄(x) + + 

f΄΄(x) + - 

f(x) 
 
 

 

 

 

2. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
x

x
xf

ln
)(

2

 . 

i. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

ii. Να ππνινγίζεηε ηελ παξάγωγό ηεο, λα κειεηήζεηε 

ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα 

αθξόηαηα θαη λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

iii. Να δείμεηε όηη ε δεύηεξε παξάγωγνο είλαη 

x

xx
xf

3

2

ln

2ln3ln2
)(




 

θαη λα κειεηήζεηε 

ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ θπξηόηεηα θαη ηα 

ζεκεία θακπήο. 

iv. Να εμεηάζεηε εάλ έρεη αζύκπηωηεο θαη λα ζρεδηά-

ζεηε ηελ γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

Λύση:  

i. 


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
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x
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
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 Af=(0,1)U(1,+). 

ii. 
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  2xlnx-x=0 

  x(2lnx-1)=0 
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0


x

2lnx-1=0 

  lnx=1/2 

  x= e . 

 0)(  xf  0
ln

ln2
2




x

xxx
 

  2xlnx-x>0… γιατί ln2x>0 

  x(2lnx-1)>0 

 
0


x

2lnx-1>0 

  lnx>1/2 

  x> e . 

 Οκνίωο 0)(  xf  …  x< e . 

x 0                    1                        e           + 

f΄(x) - - + 

f(x) ➴ ➴ ➶ 

Μονοτονία: Σηα δηαζηήκαηα (0,1) θαη (1, e ) ε 

ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη ζην δηά-

ζηεκα  ( e ,+) είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

Ακρότατα: Σην x= e  παξνπζηάδεη ηνπηθό ειά-

ρηζην ην f( e )=2e. 

Σύνολο τιμών:  
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f )1,0( 
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
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)(lim),(lim
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 =(-,0) ………………………...….(1) 
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f

ef ],1( 






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)(lim),(
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xfef
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 =[2e,+) ………………………….(2) 
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ef ),( 
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)(lim),( xfef
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 =[2e,+) ………………………….(3) 

Από (1), (2) θαη (3) έρνπκε:  

f(Af)=(-,0)U[2e,+)U[2e,+) 

  =(-,0)U[2e,+). 
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O αξηζκεηήο 2ln2x-3lnx+2 είλαη ηξηώλπκν ωο πξνο  

lnx θαη έρεη δηαθξίλνπζα Δ=-7<0. 

Άξα 2ln2x-3lnx+2>0 γηα θάζε x(0,1)U(1,+). 

Επνκέλωο ε f΄΄ δελ κεδελίδεηαη θαη 

f΄΄(x)>0  ln3x>0 

   lnx>0 

   x>1 θαη 

f΄΄(x)<0  …   x<1. 

x 0                    1                     + 

f΄΄(x) - + 

f(x) 
  

1 

1 
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Σην δηάζηεκα (0,1) ζηξέθεη ηα θνίια θάηω θαη ζην 

δηάζηεκα (1,+) ζηξέθεη ηα θνίια άλω. 

Σεκεία θακπήο δελ έρεη. 

iv. Καηαζθεπάδνπκε ηνλ ζπλνιηθό πίλαθα κεηαβνιώλ: 

x 0                    1                    e              + 

f΄(x) - - + 

f΄΄(x) - + + 

f(x) 
 
 

  

Από ην (ii) εξώηεκα πξνθύπηεη όηη έρεη θαηαθόξπθε 

αζύκπηωην ηελ επζεία x=1, γηαηί )(lim
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xf
x 

=- 

θαη )(lim
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xf
x 

=+. 

Επεηδή )(lim xf
x 

=+, δελ έρεη νξηδόληηεο αζύ-

κπηωηεο θαη επεηδή  
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 = )(lim x
x 

=+ 

δελ έρεη πιάγηα αζύκπηωην ζην +. 

Σηελ γεηηνληά ηνπ - δελ νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε. 

Η γξαθηθή παξάζηαζε δελ ηέκλεη ηνπο άμνλεο 

θαζόηη 0Αf θαη ε εμίζωζε f(x)=0 είλαη αδύλαηε. 

Η γξαθηθή παξάζηαζε θαίλεηαη ζην παξαθάηω 

ζρήκα. 

 

3. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
1

1
)(

3 


x
xf , x1. 

i. Να βξείηε ηελ παξάγωγό ηεο θαη λα κειεηήζεηε ηελ 

ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα 

αθξόηαηα. 

ii. Να δείμεηε όηη ε δεύηεξε παξάγωγνο είλαη 

33
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)12(6
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

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θαη λα κειεηήζεηε ηελ 

ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ θπξηόηεηα θαη ηα ζεκεία 

θακπήο. 

iii. Να βξείηε ηηο αζύκπηωηεο. 

iv. Με βάζε ηα πξνεγνύκελα εξωηήκαηα θαη όηη άιιν 

ρξεηάδεηαη, λα ζρεδηάζεηε ηελ γξαθηθή ηεο παξά-

ζηαζε. 

Λύση:  
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x1. Επνκέλωο ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο θζί-

λνπζα ζηα δηαζηήκαηα (-,1) θαη (1,+). 
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f΄΄(x)=0  
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   x=0 ή 
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Τν πξόζεκν ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ θαη ε 

θπξηόηεηα ηεο ζπλάξηεζεο θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω 

πίλαθα κεηαβνιώλ: 

x -       
3 2

1
         0             1             + 

6x - - + + 

2x3+1 - + + + 

(x3-1)3 - - - + 

f΄΄(x) - + - + 

f(x) 
    

     Σ.Κ.        Σ.Κ. 

Σηα ζεκεία κε ηεηκεκέλεο  x=0 θαη 
3 2

1
x έρεη 

ζεκεία θακπήο κε f(0)=-1 θαη 
3
2

3 2

1









f . 

ukgkgs. 
 

iii. ☛ )(lim
1

xf
x 

=
1

1
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31 
 xx

= - θαη  

 )(lim
1

xf
x 

=
1

1
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31 
 xx

=+ γηαηί x3-1<0 εάλ  

x<1  θαη x3-1>0 εάλ x>1.  

Επνκέλωο ε επζεία x=1 είλαη θαηαθόξπθε 

αζύκπηωηνο. 

☛ Επεηδή )(lim xf
x 

=
1

1
lim

3  xx
=0, έρεη 

νξηδόληηα αζύκπηωην ηελ επζεία y=0 (άμνλαο y΄Οy). 

Αθνύ έρεη νξηδόληηα αζύκπηωην ζην , δελ έρεη 

πιάγηα αζύκπηωην ζην + θαη ζην -. 

iv. f(0)=-1 άξα ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y ζην ζεκείν (0,-1) 

θαη επεηδή ε εμίζωζε f(x)=0 είλαη αδύλαηε, δελ 

ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x. 

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 

x -     
3 2

1
              0                1          + 

f΄(x) - - - - 

f΄΄(x) - + - + 

f(x) 
 
 

   

 

 

4. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 1ln)( 1   xexf x , x>0. 

i. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ κνλν-

ηνλία θαη λα απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 

e
x
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e
e 
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




 ln

 
έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην R+. 

ii. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ 

θπξηόηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο. 

iii. Να βξείηε ηηο αζύκπηωηεο. 

iv. Με βάζε ηα πξνεγνύκελα εξωηήκαηα θαη όηη άιιν 

ρξεηάδεηαη, λα ζρεδηάζεηε ηελ γξαθηθή ηεο παξά-

ζηαζε. 

Λύση:  
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>0 γηα θάζε x>0. Άξα ε 

ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην (0,+). 

Η δνζείζα εμίζωζε γξάθεηαη: 
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  xeex lnln1 

 
  xe x ln11 

 
  01ln1  xex

   0)( xf .
 Η εμίζωζε έρεη πξνθαλή ξίδα ην 1 θαη επεηδή είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα είλαη κνλαδηθή. 

ii. 
2

1 1
)(

x
exf x  

. 

3

1)3( 2
)(

x
exf x  

>0 επνκέλωο ε f΄΄(x) είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα ζην (0,+). 

 x<1 



f

 f΄΄(x)< f΄΄(1)  f΄΄(x)<0. 

Επνκέλωο ε ζπλάξηεζε ζηξέθεη ηα θνίια θάηω 

ζην δηάζηεκα (0,1). 

 x>1 



f

 f΄΄(x)> f΄΄(1)  f΄΄(x)>0. 

Επνκέλωο ε ζπλάξηεζε ζηξέθεη ηα θνίια πάλω 

ζην δηάζηεκα (1,+). 

Σην x=1 παξνπζηάδεη ζεκείν θακπήο κε f(1)=0. 

iii. ☛ )(lim
0

xf
x 

= )1ln(lim 1

0


 
xex

x
= -. 

Επνκέλωο ε επζεία x=0 (άμνλαο y΄Οy) είλαη 

θαηαθόξπθε αζύκπηωηνο. 
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☛ Επεηδή )(lim xf
x 

= )1ln(lim 1 


xex

x

=+, δελ έρεη νξηδόληηα αζύκπηωην. 

☛ ι=
x

xf

x

)(
lim


=
x

xe x

x

1ln
lim

1 


 

 
 

 






















x

xe x

xDLH

1ln
lim

1

 







 

 x
e x

x

1
lim 1

 

 =+. 

Άξα δελ έρεη πιάγηα αζύκπηωην ζην +. 

iv. Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 

x 0                      1                            + 

f΄(x) + + 

f΄΄(x) - + 

f(x) 
 
 

 
 

 

 

5. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
1

2

1 2

)(



x

xexf , xR. 

i. Να ππνινγίζεηε ηελ παξάγωγό ηεο θαη λα 

εμεηάζεηε ηελ ζπλάξηεζε f ωο πξνο ηελ κνλνηνλία 

θαη ηα αθξόηαηα. 

ii. Να ππνινγίζεηε ηε δεύηεξε παξάγωγν θαη λα 

εμεηάζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ θνηιόηεηα 

θαη ηα ζεκεία θακπήο. 

iii. Να βξείηε ηηο αζύκπηωηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηα-

ζεο ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα δείμεηε όηη ε ζπλάξ-

ηεζε είλαη πεξηηηή. 

iv. Με ηελ βνήζεηα ηωλ πξνεγνύκελωλ εξωηεκάηωλ λα 

θάλεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

Λύση:  

i. 


















 1
2

1
1

2

1 22

)(
xx

exexf  

 















1
2

1 2
1

2

1
1

2

1 22

xxee
xx

  

   
1

2

1

2
1

2

1 22 


xx

exe   

   )1( 2
1

2

1 2

xe
x




 . 

Επεηδή 
1

2

1 2 x

e >0 γηα θάζε xR, ην πξόζεκν 

ηεο παξαγώγνπ ηαπηίδεηαη κε ην πξόζεκν ηνπ 1-x2. 

x -                - 1                          1             + 

1-x2 - + - 

f΄(x) - + - 

f(x) ➴ ➶ ➴ 

     T.E.                      T.M. 

Μονοτονία: Σηα δηαζηήκαηα (-,-1] θαη [1,+) ε 

ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη ζην δηά-

ζηεκα [-1,1] γλεζίωο αύμνπζα. 

Ακρότατα: Σην x=-1 παξνπζηάδεη ηνπηθό ειάρηζην 

ην f(-1)= e  θαη ζην x=1 παξνπζηάδεη ηνπηθό 

κέγηζην ην f(1)= e .  

ii. 















)1(1
2

1
)( 22

1
2

1 2

xxexf
x

 

)1( 2
1

2

1 2




xe
x

 

 

1
2

1

2
1

2

1 22

2)1(



xx

xexxe
 

 
)3( 2

1
2

1 2

xxe
x




. 

Επεηδή 
1

2

1 2 x

e >0 γηα θάζε xR, ην πξόζεκν 

ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ ηαπηίδεηαη κε ην πξόζεκν 

ηνπ –x(3-x2).
 x -     - 3               0               3       + 

-x + + - - 

3-x2 - + + - 

-x(3-x2) - + - + 

f΄΄(x) - + - + 

f(x) 
    

            Σ.Κ.            Σ.Κ.               Σ.Κ. 

Σηα δηαζηήκαηα (-,- 3 ] θαη [0, 3 ] ζηξέθεη ηα 

θνίια θάηω θαη ζηα δηαζηήκαηα [- 3 ,0] θαη             

[ 3 ,+) ζηξέθεη ηα θνίια άλω. 
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Τα ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κε ηεηκε-

κέλεο x=- 3 , x=0 θαη x= 3 είλαη ζεκεία θακπήο 

κε ηεηαγκέλεο  
e

f
3

3   , f(0)=0 θαη 

 
e

f
3

3  . 

iii. ☛ Καηαθόξπθεο δελ έρεη γηαηί Α=R. 

☛ Επεηδή: 

)(lim xf
x 

=












 



1
2

1 2

lim
x

x
xe = 

 
1

2

1 2
lim




xx

e

x

 

 
 




































1
2

1 2

lim

x
xDLH

e

x

 

 
1

2

1 2

1
lim




xx

xe

=


1
=0

 

έρεη νξηδόληηα αζύκπηωην ηελ επζεία y=0 (άμνλαο 

x΄Οx) ζην + θαη ζην -. Επνκέλωο δελ έρεη 

πιάγηεο αζύκπηωηεο. 

☛ Αf=R ζπκκεηξηθό ωο πξνο ην κεδέλ. 

1)(
2

1 2

)(



x

xexf  

 

1
2

1 2


x

xe  

 )(xf . 

Επνκέλωο ε ζπλάξηεζε είλαη πεξηηηή. 

v. Αθνύ ε ζπλάξηεζε είλαη πεξηηηή, ε γξαθηθή 

παξάζηαζε έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή Ο 

ηωλ αμόλωλ. 

Δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ αθνύ f(0)=0. 

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 

x 0    - 3      -1          0         1        3     + 

f΄(x) - - + + - - 

f΄΄(x) - + + - - + 

f(x) 
 
 

     
 

 

 

6. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
1

1
)(

2






x

x
xf , x1. 

i. Να ππνινγίζεηε ηελ παξάγωγό ηεο, λα κειεηήζεηε 

ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ κνλνηνλία. 

ii. Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

iii. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ θπξηό-

ηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο. 

iv. Να εμεηάζεηε εάλ έρεη αζύκπηωηεο θαη λα ζρεδηά-

ζεηε ηελ γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

Λύση:  

i. 
2

2

)1(

)1()1(2
)(






x

xxx
xf  

2

2

)1(

12






x

xx
. 

☛ f΄(x)=0  x2-2x-1=0 

  x=1 2 . 

Επεηδή (x-1)2>0 γηα θάζε x1, ην πξόζεκν ηεο 

παξαγώγνπ ηαπηίδεηαη κε ην πξόζεκν ηνπ x2-2x-1. 

x -      1- 2          1           1+ 2       + 

f΄(x) + - - + 

f(x) ➶ ➴ ➴ ➶ 

         Τ.Μ.                            Τ.Ε. 

Μονοτονία: Σηα δηαζηήκαηα (-,1- 2 ] θαη                

[1+ 2 ,+) ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

θαη ζηα δηαζηήκαηα [1- 2 ,1) θαη (1,1+ 2 ] 

γλεζίωο θζίλνπζα. 

Ακρότατα: Σην x=1- 2  παξνπζηάδεη ηνπηθό 

κέγηζην ην f(1- 2 )=2-2 2  θαη ζην x=1+ 2  

παξνπζηάδεη ηνπηθό ειάρηζην  f(1+ 2 )=2+2 2 . 

ii. Ολνκάδνπκε Α1=(-,1- 2 ]  

  Α2=[1- 2 ,1) 

  Α3=(1,1+ 2 ] θαη 

  Α4=[1+ 2 ,+). 

☛ )(lim
1

xf
x 

=
































02

1 1

1
lim

a

x x

x  - ……...(1) 
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γηαηί                                                     θαη  

)(lim
1

xf
x 

=
































02

1 1

1
lim

a

x x

x  +………….(2) 

 

γηαηί                                                        . 

 

☛ )(lim xf
x    

=


















 1

1
lim

2

x

x

x  

 

x
x 

 lim =………………………...(3) 




f

Af )( 1 )21(,)(lim 





fxf

x
 

  222,
)3(

 . 




f

Af )( 2 





 


)(lim),21(
1

xff
x

 

  222,
)1(

 . 




f

Af )( 3 





)(lim,)21(
1

xff
x

 

   ,222
)2(

. 




f

Af )( 4 





 


)(lim),21( xff
x

 

   ,222
)3(

. 

)()()()()( 4321 AfAfAfAfAf f 

      222,  U   ,222 . 

iii. 






















2

2

)1(

12
)(

x

xx
xf  

4

22

)1(

)1)(12(2)1)(22(






x

xxxxx

3

2

)1(

)12(2)1)(22(






x

xxxx

 

3)1(

4
...




x
. 

x -                  1                     + 

f΄΄(x) - + 

f(x) Κ.Κ. Κ.Α. 

Σην δηάζηεκα (-,1) ζηξέθεη ηα θνίια θάηω θαη ζην 

δηάζηεκα (1,+) ζηξέθεη ηα θνίια άλω. 

Σεκεία θακπήο δελ έρεη. 

iv. ☛ Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) ηνπ πξνεγνύκελνπ 

εξωηήκαηνο, ε επζεία x=1 είλαη θαηαθόξπθε 

αζύκπηωηνο. 

☛ Επεηδή )(lim xf
x   

=, δελ έρεη νξηδόληηεο 

αζύκπηωηεο.

 
☛ ι=

x

xf

x

)(
lim


=
xx

x

x 



 2

2 1
lim

 

 =
2

2

lim
x

x

x 
=1 

Καη  β=  xxf
x




)(lim
 

 
=





















x

x

x

x 1

1
lim

2

 

 
=

1

)1(1
lim

2





 x

xxx

x  

 
=

1

1
lim





 x

x

x  

 
=

x

x

x 
lim =1. 

Άξα ε επζεία y=x+1 είλαη πιάγηα αζύκπηωηνο ζην 

+ θαη ζην - 

 Επεηδή f(0)=-1 άξα ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄Οy ζην 

ζεκείν (0,-1) θαη επεηδή 0f(Af) δελ ηέκλεη ηνλ 

άμνλα x΄Οx. 

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 

x 0    1- 2      0              1       1+ 2     + 

f΄(x) + - - - + 

f΄΄(x) - - - + + 

f(x) 
 
 

  
 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x>1x-1>0 
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7. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2

2

)1(

65
)(






x

xx
xf , x1. 

i. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ κνλν-

ηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

ii. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ θπξηό-

ηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο. 

iii. Να βξείηε ηηο αζύκπηωηεο θαη λα ζρεδηάζεηε ηελ 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

iv. Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο 

f(x)=α, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ αR 

Λύση:  

i. 
4

22

)1(

)1(2)65()1)(52(
)(






x

xxxxx
xf

 

 
3

2

)1(

)65(2)1)(52(






x

xxxx
. 

 
3)1(

73
...






x

x
. 

☛ f΄(x)=0  x=7/3. 

☛ Το πρόσημο της f΄ προκύπτει ως πηλί-

κο των προσήμων των 3x-7 και (x-1)3. 

x -       1              7/3      + 

3x-7 - - + 

(x-1)3 - + + 

f΄(x) + - + 

f(x) ➶ ➴ ➶ 

                           Τ.Ε. 

Μονοτονία: Σηα δηαζηήκαηα (-,1) θαη                

(7/3,+) ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη 

ζηo δηάζηεκα (1,7/3) είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 

Ακρότατα: Σην x=7/3 παξνπζηάδεη ηνπηθό ειάρηζην  

ην f(7/3)= -1/8. 

ii. 






















3)1(

73
)(

x

x
xf  

  
6

23

)1(

)1(3)73()1(3






x

xxx

    

  
4)1(

)73(3)1(3






x

xx

 

  
4)1(

186
...






x

x
. 

Επεηδή (x-1)4>0 γηα θάζε x1, ην πξόζεκν ηνπ 

f΄΄(x) ηαπηίδεηαη κε ην πξόζεκν ηνπ -6x+18. 

 -6x+18=0  x=3 θαη 

 -6x+18>0  x<3. 

 

x -         1                    3           + 

-6x+18 + + - 

f΄΄(x) + + - 

f(x) 
   

           Σ.Κ. 

Σηα δηαζηήκαηα (-,1) θαη (1,3] ζηξέθεη ηα θνίια 

άλω θαη ζην δηάζηεκα [3,+) ζηξέθεη ηα θνίια 

θάηω. 

Τν ζεκείν ηεο (3,f(3)) ή (3,0) είλαη ζεκείν θακπήο. 

iii. ☛ )(lim
1

xf
x

=





























 0

2

2

1 )1(

65
lim

a

x x

xx
+ 

γηαηί  02)65(lim 2

1



xx

x
άξα ζα είλαη 

θαη x2-5x+6>0 θνληά ζην 1 θαη (x-1)2>0. 

Άξα ε επζεία x=1 είλαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηνο. 

☛ )(lim xf
x    

=


















 2

2

)1(

165
lim

x

xx

x
 

 



















 12

165
lim

2

2

xx

xx

x
 

 
2

2

lim
x

x

x 
 =1. 

Άξα ε επζεία y=1 είλαη νξηδόληηα αζύκπηωηνο ζην 

+ θαη ζην - θαη επνκέλωο δελ έρεη πιάγηεο. 

 Επεηδή f(0)=6, ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄Οy ζην ζεκείν 

(0,6) θαη επεηδή f(x)=0  …  x=2 ή x=3,  ηέκλεη 

ηνλ άμνλα x΄Οx ζηα ζεκεία (2,0) θαη (3,0). 

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 

x -         1              7/3             3        + 

f΄(x) + - + + 

f΄΄(x) + + + - 

f(x) 
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iv. Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε βιέπνπκε όηη ην 

ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην δηάζηεκα [-1/8,+), 

(πξνβνιή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζηνλ άμνλα 

y΄Οy).  

Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε θαη ηελ επζεία y=α 

(επζεία πνπ ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄Οy ζην α θαη είλαη 

παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄Οx), πξνθύπηνπλ ηα 

παξαθάηω: 

 Εάλ α < -1/8 , ε εμίζωζε f(x)=α είλαη αδύλαηε, 

γηαηί ε επζεία y=α δελ ηέκλεη ηελ Cf. 

 Εάλ α= -1/8 ,  ε εμίζωζε f(x)=α έρεη κνλαδηθή ξίδα 

x=7/3. 

 Εάλ  -1/8<α<1,  ε εμίζωζε f(x)=α έρεη δπν ξίδεο 

γηαηί ε επζεία y=α ηέκλεη ηελ γξαθηθή παξάζηαζε 

ζε δπν ζεκεία. 

 Εάλ α=1, ε εμίζωζε f(x)=α έρεη κνλαδηθή ξίδα 

x=5/3. 

 Εάλ α >1, ε εμίζωζε f(x)=α έρεη δπν ξίδεο γηαηί ε 

επζεία y=α ηέκλεη ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ζε δπν 

ζεκεία. 

8. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

4
)(

x
xxf  , x0. 

i. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ κνλνην

λία θαη ηα ηνπηθά αθξόηαηα.                    Μνλάδεο 8 

ii. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ θπξηό-

ηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο.         Μνλάδεο 4 

iii. Να βξείηε ηηο αζύκπηωηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηα-

ζεο ηεο ζπλάξηεζεο   f .                    Μνλάδεο 6 

iv. Με βάζε ηηο απαληήζεηο ζαο ζηα παξαπάλω εξω-

ηήκαηα, λα ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f. 

Η γξαθηθή παξάζηαζε λα ζρεδηαζηεί κε ζηπιό κε 

κειάλη πνπ δελ ζβήλεη.                      Μνλάδεο 7 

Λύση:  

i. 
3

8
1)(

x
xf 

3

3 8

x

x 
 . 

 f΄(x)=0  x3+8=0  x=-2. 

 f΄(x)>0  0
8

3

3




x

x
 

  0)8( 33 xx  

  0)2( 333 xx  

  0)42)(2( 2  xxxx  

θαη επεηδή x2+2x+4>0 γηα θάζε xR (αθνύ Δ=          

=-12<0)   x(x+2)>0  

  x<-2 ή x>0. 

 f΄(x)<0  …  -2<x<0. 

 

 

 

x -      -2               0       + 

f΄(x) + - + 

f(x) ➶ ➴ ➶ 

         T.M. 

Μονοτονία: Σηα δηαζηήκαηα (-,-2] θαη                

(0,+) ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη 

ζηo δηάζηεκα [-2,0) είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 

Ακρότατα: Σην x=-2 παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην  

ην f(-2)= -3. 

ii. 















 


3

3 8
)(

x

x
xf  

  
6

3232 )8(33

x

xxxx 
  

  
4

33 )8(33

x

xx 
  

  
4

24

x


 <0. 

Επνκέλωο ε ζπλάξηεζε είλαη θνίιε ζε θαζέλα 

από ηα δηαζηήκαηα (-,0) θαη (0,+).  

Σεκεία θακπήο δελ έρεη. 

iii. ☛ )(lim
0

xf
x

= 









 20

4
lim

x
x

x
= -.  

Επνκέλωο ε επζεία x=0 είλαη θαηαθόξπθε 

αζύκπηωηνο. 

☛ Επεηδή )(lim xf
x 

= 









 2

4
lim

x
x

x
=  

=-0=, δελ έρεη νξηδόληηεο αζύκπηωηεο. 

☛ ι=
x

xf

x

)(
lim


= 









 3

4
1lim

xx
=1-0=1 

θαη β=  xxf
x




)(lim = 









 2

4
lim

xx
=0, ε 

επζεία y=x (δηρνηόκνο 1νπ - 3νπ ηεηαξηεκνξίνπ) 

είλαη πιάγηα αζύκπηωηνο ζην + θαη ζην -. 

iv. Επεηδή 0Αf , δελ ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄Οy θαη 

επεηδή f(x)=0  …  x= 3 4 ,  ηέκλεη ηνλ άμνλα 

x΄Οx ζην ζεκείν ( 3 4 ,0). 

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 

x -        -2              0       + 

f΄(x) + - + 

f΄΄(x) + + + 

f(x) 
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9. Δίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f(x)=lnx, x>0 θαη g(x)=
x

x

1
, 

x1. 

i. Να πξνζδηνξίζεηε ηε ζπλάξηεζε fog.    Μνλάδεο 5 

ii. Αλ h(x)=(fog)(x)= 








 x

x

1
ln , x(0,1), λα απo-

δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε h αληηζηξέθεηαη θαη λα 

βξείηε ηελ αληίζηξνθή ηεο.         Μνλάδεο 6 

iii. Αλ θ(x)=h-1(x)=
x

x

e

e

1
, xR, λα κειεηήζεηε ηε 

ζπλάξηεζε θ ωο πξνο ηε κνλνηνλία, ηα αθξόηαηα, 

ηελ θπξηόηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο.     Μνλάδεο 7 

iv. Να βξείηε ηηο νξηδόληηεο αζύκπηωηεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα ηε ζρεδηάζε-

ηε. (Η γξαθηθή παξάζηαζε λα ζρεδηαζηεί κε ζηπιό )

                  Μνλάδεο 7 

Λύση: 

i. fogA  ={xAg/g(x)Af} 

 ={x1Ag/
x

x

1
>0} 

 ={x1Ag/x(x-1)<0} 

 ={x1Ag/0<x<1} 

 =(0,1). 

Επνκέλωο νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε fog  θαη είλαη 

fog(x)=f(g(x))= 








 x

x

1
ln , x(0,1). 

ii. 















x

x
xh

1
ln)(  

 =
















x

x

x

x

1

1
 

 =
2)1(

11

x

xx

x

x







 

 =
)1(

1

xx 
>0 ζην δηάζηεκα (0,1). 

Άξα h(x) ➶ ζην δηάζηεκα (0,1) επνκέλωο «1-1»  

Άξα ε h(x) αληηζηξέθεηαη. 

1
h

 =h((0,1)) 

 
ήh

h




 








 

)(lim),(lim
10

xhxh
xx

 

  =(-,+),  γηαηί  

)(lim
0

xh
x 

=
x

x

x  1
lnlim

0
 

 = u
u

lnlim
0

=- 

θαη  

)(lim
1

xh
x 

=
x

x

x  1
lnlim

1
 

 = u
u

lnlim


=+ 

 

Γηα λα βξνύκε ηελ αληίζηξνθε 

Σπλάξηεζε, ζέηω h(x)=y. 













x

x
y

1
ln  

x

x
e y




1  

    ey-xey=x 

    ey=x+xey 

    ey=x(1+ey) 

    
y

y

e

e
x




1
 

    
y

y

e

e
yh




1
)(1

 

Ή ηειηθά 
x

x

e

e
xh




1
)(1

, xR. 

iii. ☛ 




















x

x

e

e
x

1
)(  

  

 2
2

1

)1(

x

xxx

e

eee




  

  

 21 x

x

e

e



 >0 γηα θάζε xR, επνκέ-

λωο ε ζπλάξηεζε θ(x) είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 

R. Αθξόηαηα δελ έρεη. 

☛ 
    

 4
2

1

1121
)(

x

xxxxx

e

eeeee
x






  

Θέτω 
x

x

1
=u. 

Όταν x0+ 

Τότε u0+ 

Θέτω 
x

x

1
=u. 

Όταν x1- 

Τότε u+ 
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   

 4
22

1

121

x

xxxx

e

eeee




  

 
 
 3

2

1

21

x

xxx

e

eee




  

 
 

 31

1

x

xx

e

ee




 . 

 0)(  x  
 

 31

1

x

xx

e

ee




=0 

  1-ex=0 

  1=ex 

  e0=ex 

   x=0. 

 0)(  x  
 

 31

1

x

xx

e

ee




>0 

  1-ex>0 

  1>ex 

  e0>ex 

   x<0 

γηαηί ex>0 θαη (1+ex)3>0 γηα θάζε xR. 

Επίζεο 0)(  x  …   x>0. 

x -                  0                     + 

θ΄΄(x) + - 

θ(x) Κ.Α. Κ.Κ. 

       Σ.Κ. 

Σην δηάζηεκα (-,0) ζηξέθεη ηα θνίια άλω θαη ζην 

δηάζηεκα (0,+) ζηξέθεη ηα θνίια θάηω. 

Σην x=0 έρεη ζεκείν θακπήο ην ζεκείν Α(0,θ(0)) ή 

Α(0,1/2). 

iv. ☛ )(lim x
x




=
x

x

x e

e

 1
lim =

1

0
=0. 

Άξα ε επζεία y=0 (άμνλαο x΄Οx) είλαη νξηδόληηα 

αζύκπηωηε ζην -. 

☛ )(lim x
x




=
x

x

x e

e

 1
lim

 

 

 
 



















x

x

xDLH
e

e

1

lim

 

     =
x

x

x e

e


lim =1. 

Άξα ε επζεία y=1 είλαη νξηδόληηα αζύκπηωηε ζην 

+. 

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 

x -        0         + 

θ΄(x) + + 

θ΄΄(x) + - 

θ(x) 
 
 

 
 

 

 

 

10. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
x

x
xf








1
)( ,  κε 

x(2κ+1)π, κΖ. 

i. Να απνδείμεηε όηη είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 

Τ=2π.            Μνλάδεο 5 

ii. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ κνλνην

λία θαη ηα ηνπηθά αθξόηαηα ζε δηάζηεκα κηαο πε-

ξηόδνπ.                             Μνλάδεο 6 

iii. Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ θπξηό-

ηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο ζε δηάζηεκα κηαο πε-

ξηόδνπ.                          Μνλάδεο 6 

iv. Να βξείηε ηηο θαηαθόξπθεο  αζύκπηωηεο ηεο γξαθη- 

θήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο  f ζε δηάζηεκα 

κηαο πεξηόδνπ θαη  λα ζρεδηάζεηε  ηε  γξαθηθή πα-

ξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f. 

Η γξαθηθή παξάζηαζε λα ζρεδηαζηεί κε ζηπιό κε 

κειάλη πνπ δελ ζβήλεη.                      Μνλάδεο 8 

Λύση: 

i. f(x+T)=f(x) 
x

x

Tx

Tx
















1)(1

)(
 

 ζπλ(x+Τ)+ζπλxζπλ(x+Τ)=ζπλx+ζπλxζπλ(x+Τ) 

 ζπλ(x+Τ)=ζπλx 

 













xTx

ή

xTx





2

2

 

 













xT

ή

T

22

2





. 

Επεηδή ε πεξίνδνο Τ είλαη αλεμάξηεηε ηνπ x, ζα 

είλαη Τ=2θπ. 

Η κηθξόηεξε ζεηηθή πεξίνδνο πξνθύπηεη γηα θ=1 

θαη είλαη Τ=2π. 

ii. 
 21

)1(
)(

x

xxxx
xf








  
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  21 x

xxxxx










 

  21 x

x










 

Θα κειεηήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε ζην ζύλνιν 

[0,π)U(π,2π] κήθνπο Τ=2π. 

 f ΄(x)=0  εκx=0  

     x=0 ή x=2π. 

 f ΄(x)>0  εκx<0  

     x(π,2π). 

θαη f ΄(x)<0  …  x(0,π). 

x 0                    π                      2π 

f ΄(x) - + 

f(x) ➴ ➶ 

       T.M.                                                T.M. 

Μονοτονία: Σην δηάζηεκα [0,π) ε ζπλάξηεζε είλαη 

γλεζίωο θζίλνπζα θαη ζηo δηάζηεκα (π,2π] είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα. 

Ακρότατα: Σηα x=0 θαη x=2π παξνπζηάδεη ηνπηθό 

κέγηζην  ην f(0)=f(2π)=1/2. 

iii. 
 






















2
1

)(
x

x
xf




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1
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x

xxxx








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 3

2

1

21

x

xxx









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1

)1(2

x

xxx










 

 3

2

1

2

x

xx








 . 

 0)(  xf  
 

0
1

2
3

2






x

xx





 
  ζπλ2x-ζπλx-2=0 

  u2-u-2=0 

  u2-u-2=0 

  u=-1 ή u=2 

πνπ είλαη αδύλαηεο. 

 Επεηδή (1+ζπλx)3>0, γηαηί ζπλx>-1  1+ζπλx>0  

γηα θάζε x(2κ+1)π, κΖ, ην πξόζεκν ηνπ  f ΄΄(x) 

ηαπηίδεηαη κε ην πξόζεκν ηνπ αξηζκεηή                   

ζπλ2x-ζπλx-2. 

u -      -1              2           + 

u2-u-2 + - + 

Επεηδή -1<ζπλx1  -1<u1, από ην παξαπάλω 

πηλαθάθη πξνζήκνπ βιέπνπκε όηη u2-u-2<0   

 ζπλ2x-ζπλx-2<0 

 f ΄΄(x)<0 επνκέλωο ε ζπλάξηεζε f ζηξέθεη ηα 

θνίια θάηω ζηα δηαζηήκαηα (0,π) θαη (π,2π). 

Σεκεία θακπήο δελ έρεη. 

iv. ☛ )(lim xf
x  x

x

x 



 


 1
lim  

 

 

x

x

x 










 1
lim

0

 

   = - 

γηαηί x
x




lim = -1<0  ζπλx<0 θνληά ζην π 

θαη 1+ζπλx>0. 

Άξα ε επζεία x=π είλαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε. 

 Επεηδή f(0)=1/2, ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄Οy ζην ζεκείν 

(0,1/2) θαη επεηδή f(x)=0  …  x=π/2 ή x=3π/2,  

ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄Οx ζηα ζεκεία (π/2,0) θαη 

(3π/2,0). Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή πα-

ξάζηαζε θαίλνληαη παξαθάηω: 

x 0               π                      2π 

f ΄(x) - + 

f  ΄΄(x) - - 

 
f(x) 

 

  

 

 
11. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε  













 π][0,  x ,

[-1,0)  x,
)(

3 4





xe

x
xf

x
. 

i. Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην 

δηάζηεκα θαη λα βξείηε ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο.

            Μνλάδεο 6 

ii. Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε ωο πξνο ηε κνλν-

ηνλία θαη ηα αθξόηαηα, θαη λα βξείηε ην ζύλνιν 

ηηκώλ ηεο.          Μνλάδεο 6 

iii. Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε ωο πξνο ηελ 

θνηιόηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο θαη λα θαηά-

ζθεπάζεηε κηα πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε.             

       Μνλάδεο 6 

θέτω  

συνx=u 
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iv. Να ιύζεηε ηελ εμίζωζε 

28)34()(16 24

3

4

3








xexfe .  

                 Μνλάδεο 7 

Λύση:  

i. ☛ Σην δηάζηεκα [-1,0) είλαη ζπλερήο ωο ζύλζεζε 

ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

☛ Στο διάστημα (0,π] είλαη ζπλερήο ωο γηλό-

κελν ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

☛ Σην x=0: 

)(lim
0

xf
x 

3 4

0
lim x

x 
 =0 

)(lim
0

xf
x 

)(lim
0

xex

x



 =0 

 )(lim
0

xf
x

=0 

f(0)=e0εκ0=0 

Άξα είλαη ζπλερήο ζην x=0. 

Επνκέλωο είλαη ζπλερήο ζην [-1,π]. 

Κξίζηκα ζεκεία είλαη ηα εζωηεξηθά ζεκεία ηνπ δηα-

ζηήκαηνο [-1,π] ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε δελ 

παξαγωγίδεηαη ή ηζρύεη f ΄(x)=0. 

☛ Σην δηάζηεκα (-1,0) είλαη παξαγωγίζηκε κε 








 3 4)( xxf











 3

4

|| x  

 











 3

4

)( x  

 )()(
3

4 1
3
4




xx  

 3
1

)(
3

4
x  

 0
3

4 3  x …………..(1) 

☛ Στο διάστημα (0,π) είλαη παξαγωγίζηκε κε 

  xexf x)(
   = exεκx+exζπλx 

  = ex(εκx+ζπλx). 

☛ Σην x=0: 

0

)0()(
lim

0 


 x

fxf

x x

xf

x

)(
lim

0


 

 x

x

x

3 4

0
lim




 

 x

x

x

3

4

0

)(
lim




  

 x

x

x 






3

4

0

)(
lim

 

 

1
3

4

0
)(lim







x

x  

 

3

1

0
)(lim x

x


  

 

3

0
lim x

x



=0 

ελώ 

0

)0()(
lim

0 


 x

fxf

x x

xf

x

)(
lim

0


 

 x

xe x

x





0

lim
 

 










 x

x
e x

x



0
lim

 

  =11=1. 

Άξα δελ παξαγωγίδεηαη ζην x=0. 

Από ηελ ζρέζε (1) βιέπνπκε όηη ε παξάγωγνο δελ 

κεδελίδεηαη ζην δηάζηεκα (-1,0). 

Σην δηάζηεκα (0,π): 

f ΄(x)=0  ex(εκx+ζπλx)=0 

   εκx+ζπλx=0 ……..γηαηί ex0 

   εκx= -ζπλx 

   εθx= -1 

   x=3π/4. 

Τειηθά ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ηα 

x=3π/4 θαη x=0. 

ii. ☛ Σην δηάζηεκα [-1,0) είλαη 0
3

4
)( 3  xxf . 

☛ Σην δηάζηεκα (0,π]: 

 f ΄(x)=0  …  x=3π/4 από ην πξνεγνύκελν 

εξώηεκα. 

 f ΄(x)>0  ex(εκx+ζπλx)=0 

   εκx+ζπλx>0 ……..γηαηί ex>0 

   ζπλx> -εκx 

   ζθx> -1 

   ζθx> ζθ(3π/4) 

   x<3π/4, γηαηί ε ζθx είλαη γλεζίωο θζί-

λνπζα ζην δηάζηεκα (0,π). 

 f ΄(x)<0  …  x>3π/4. 

x -1              0                       3π/4             π 

f ΄(x) - + - 

f(x) ➴ ➶ ➴ 

        Τ.Μ.             Τ.Ε.                   Τ.Μ.              Τ.Ε. 

Μονοτονία: Σηα δηαζηήκαηα [-1,0] θαη [3π/4,π] ε 

ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη ζηo 

δηάζηεκα [0,3π/4] είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

 

 )0()(lim
0

fxf
x




. 
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Ακρότατα: Σην x=-1 παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην  

ην f(-1)=1. 

Σην x=0 παξνπζηάδεη ηνπηθό ειάρηζην  ην f(0)=0. 

Σην x=3π/4 παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην  ην f(3π/4)= 

= 4

3

2

2


e . 

Σην x=π παξνπζηάδεη ηνπηθό ειάρηζην  ην f(π)=0. 

Η ζπλάξηεζε έρεη νιηθό κέγηζην Μ= 4

3

2

2


e θαη 

νιηθό ειάρηζην m=0. 

Σύκθωλα κε ην ζεώξεκα κεγίζηεο – ειαρίζηεο 

ηηκήο ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη [m,M]=













4

3

2

2
,0



e . 

iii. Γηα x[-1,0): 











 3

1

)(
3

4
)( xxf  

    
)()(

3

1

3

4 1
3
1




xx
 

    

3
2 

)(
9

4 
 x

 

    
0

)(9

4

3 2






x
.  

Γηα x(0,π]: f ΄΄(x) =(exεκx+exζπλx)΄ 

  =exεκx+exζπλx+exζπλx-exεκx 

  =2exζπλx. 

f ΄΄(x) =0 
0



xe

ζπλx=0 
),0( 


x

x=π/2. 

f ΄΄(x) >0 
0



xe

ζπλx>0 
),0( 


x

x(0,π/2). 

f ΄΄(x) <0 
0



xe

ζπλx<0 
),0( 


x

x(π/2,π). 

x -1          0                    π/2             π          

f΄΄(x) + + - 

f(x) 
   

       Σ.Κ. 

Σην δηάζηεκα (-1,0) θαη ζην δηάζηεκα (0,π/2) ε 

ζπλάξηεζε ζηξέθεη ηα θνίια άλω θαη ζην δηά-

ζηεκα (π/2,π) ε ζπλάξηεζε ζηξέθεη ηα θνίια θάηω. 

Σην x=π/2 έρεη ζεκείν θακπήο ην f(π/2)=eπ/2. 

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 

x -1         0             π/2             3π/4         π          

f ΄(x) - + + - 

f΄΄(x) + + - - 

f(x) 
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
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


  
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






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xexf  
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







xMxf …………………..(1) 

Επεηδή ε ζπλάξηεζε έρεη νιηθό κέγηζην Μ=

4

3

2

2


e είλαη f(x)M  f(x)-M0 
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)1(

 0
4

3
2






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



x  

0
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






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
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0
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
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12. Δίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο xxf ln)(  , x>0 θαη 

x

x
xg






1

1
)( , x1. 

i. Να πξνζδηνξίζεηε ηε ζπλάξηεζε (fog)(x) θαη λα 

δείμεηε όηη είλαη πεξηηηή.         Μνλάδεο 5 

ii. Εάλ 
x

x
xfogxh






1

1
ln))(()( , x(-1,1), 

λα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε h αληηζηξέθεηαη θαη 

λα βξείηε ηελ αληίζηξνθή ηεο.        Μνλάδεο 6 

iii. Αλ 
1

1
)()(

2

2
1




 

x

x

e

e
xhx , xR, λα κειεηή-

ζεηε ηε ζπλάξηεζε θ(x)  ωο πξνο ηε κνλνηνλία, ηα 

αθξόηαηα, ηελ θπξηόηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο.  

      Μνλάδεο 7 

iv. Να βξείηε ηηο νξηδόληηεο αζύκπηωηεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο θ(x) θαη λα ηε ζρε-

δηάζεηε. (Η γξαθηθή παξάζηαζε λα ζρεδηαζηεί κε 

ζηπιό.)           Μνλάδεο 7 

Λύση: 

i. Af=(0,+) θαη Αg={xR/x1}. 

Afog={xΑg/g(x)Af} 

  ={x1/
x

x





1

1
>0} 

  ={x1/(1+x)(1-x) >0} 

  ={x1/-1<x<1} 

  =(-1,1). 

))(()( xfogxh   

  ))(( xgf  

  )(ln xg  

  
x

x






1

1
ln , κε x(-1,1). 

Τν πεδίν νξηζκνύ (-1,1) είλαη ζπκκεηξηθό ωο πξνο 

ην κεδέλ. Επίζεο: 

x

x
xh




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1
ln)(
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  x
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


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1
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)(xh .

 Επνκέλωο ε ζπλάξηεζε h(x) είλαη πεξηηηή. 

ii. 
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





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 )1)(1(

1

xx 
 >0 γηα θάζε x(-1,1). 

Άξα ε ζπλάξηεζε h(x) είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 

(-1,1) επνκέλωο «1-1» άξα αληηζηξέθεηαη. 

 1h
h((-1,1))




h









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)(lim),(lim
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xhxh
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  =R, γηαηί 

)(lim
1

xh
x  x
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x 


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 1

1
lnlim

1
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              Σ.Κ. 
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Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 
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ηεο.                        Μνλάδεο 7 

ii. Να εμεηάζεηε εάλ ε ζπλάξηεζε f(x) αληηζηξέθεηαη 
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iv. Να βξείηε ηηο θαηαθόξπθεο αζύκπηωηεο ηεο γξα-

θηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο θ(x) θαη λα ηε 

ζρεδηάζεηε. (Η γξαθηθή παξάζηαζε λα ζρεδηαζηεί 

κε ζηπιό.)                 Μνλάδεο 6 
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2 )2( xx  >0 ζην δηάζηεκα (0,2), ην 

πξόζεκν ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ ηαπηίδεηαη κε ην 

πξόζεκν ηνπ x-1. 
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x-1 - + 

θ΄΄(x) - + 

θ(x)  
 

 

              Σ.Κ. 

Σην δηάζηεκα (0,1) ε ζπλάξηεζε θ(x) ζηξέθεη ηα 

θνίια θάηω θαη ζην δηάζηεκα (1,2) ζηξέθεη ηα 

θνίια άλω. 

Σην x=1 έρεη ζεκείν θακπήο ην θ(1)=0.
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Άξα νη επζείεο x=0 (άμνλαο y΄Οy) θαη x=2 είλαη 

θαηαθόξπθεο αζύκπηωηεο.  

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλνληαη παξαθάηω: 
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