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ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ-ΑΚΡΟΤΑΤΑ 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΕΙ΢ 

1) Περιοχή κζντρου x0 και ακτίνασ δ, 

(δ>0) - ςυμβολικά (́x0,δ) - 

ονομάηουμε το διάςτθμα (x0-δ,x0+δ), 
με δ όςο μικρό κζλουμε.  

        

2) Οι ςχζςεισ xÍ(x0-δ,x0+δ) και |x-x0|<δ 
είναι ιςοδφναμεσ. 

3) Ζςτω διάςτθμα Δ. Εσωτερικό σημείο  

του Δ ονομάηουμε κάκε x0ÍΔ, για το 
οποίο υπάρχει περιοχι κζντρου x0 και 

ακτίνασ δ, τζτοια ώςτε (́x0,δ)ÌΔ. 

Πχ κάκε x0Í(α,β) είναι εςωτερικό των 

διαςτθμάτων (α,β), *α,β+, (α,β+, *α,β). 

Τα άκρα α και β δεν είναι εςωτερικά 

ςθμεία των διαςτθμάτων (α,β), *α,β+, 

(α,β+, *α,β). 

4) Ζςτω f οριςμζνθ και ςυνεχισ ςε 
διάςτθμα Δ. 

¶Εάν f ΄(x)>0 (f ΄(x)<0), για κάκε 

εςωτερικό ςθμείο xÍΔ, τότε θ f είναι 

γνθςίωσ αφξουςα (φθίνουσα) ςτο Δ. 

5) Η προθγοφμενθ πρόταςθ ιςχφει και 
ςτθν περίπτωςθ που f ΄(x)≥ 0 (f ΄(x) ≤0), 
αλλά τα ςθμεία μθδενιςμοφ τθσ f ΄(x) 
ςτο Δ, να είναι πεπεραςμζνου 

πλικουσ. Πχ θ f(x)=x-ςυνx,  xÍ*0,6π+, 
είναι         f ΄(x)=1+θμx≥0 με f ΄(x)=0 για 
x1=3π/2, x2=7π/2 και x3=11π/2. Άρα 

είναι  ςτο *0,6π+. 

6) Εάν θ f είναι ςυνεχισ ςτο x0, δεν 
παραγωγίηεται ςτο x0, και είναι f ΄(x)>0      

(f ΄(x)<0),για κάκε xÍ(α,x0)U(x0,β) Df, 

τότε θ f είναι  ( )  ςτο (α,β). Πχ θ 
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7) Πολλζσ φορζσ με τθν μονοτονία 
αποδεικνφουμε τθν μοναδικότθτα 
ρίηασ μιασ εξίςωςθσ, αφοφ πρώτα 
εξαςφαλίςουμε τθν φπαρξθ ρίηασ, είτε 
με το κ. Bolzano, είτε με το ςφνολο 
τιμών κάποιασ ςυνάρτθςθσ, είτε με 
προφανι ρίηα (πχ. Άςκθςθ 7,8, 16ii, 
27, 29). 

8) Εάν θ εξίςωςθ f ΄(x)=0 και θ εφρεςθ 
του πρόςθμου τθσ f ΄(x) ξεφεφγει από 
τα όρια των ςχολικών γνώςεων, τότε 
παρακάμπτουμε το πρόβλθμα με 

άλλουσ τρόπουσ. Πχ αν 
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τθσ f ΄(x) είναι ίδιο με το πρόςθμο του 
αρικμθτι, γιατί x2>0. Για να βροφμε το 
πρόςθμο του αρικμθτι, κζτουμε g(x)= 
=x2+lnx-1 και μελετάμε τθν μονοτονία 
τθσ g …….. 
Άλλεσ φορζσ μελετάμε το πρόςθμο 

παραγώγων ανώτερθσ τάξθσ τθσ ίδιασ 
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ι βοθκθτικισ ςυνάρτθςθσ. Πχ αν 

f(x)=ςυνx-1+
62

32 xx
-  ςτο (-∞,0+, τότε     

f ΄(x)=-θμx+x+
2

2x
-  

f ΄΄(x)=-ςυνx+1-x 

f ΄΄΄(x)=θμx-1≤0 Ý f ΄΄  ςτο (-∞,0+ 

Úx≤0Úf ΄΄(x)≥ f ΄΄(0) Ú f ΄΄(x)≥0 Ý         

f ΄  ςτο (-∞,0+Úx≤0Ú f ΄(x)≤ f ΄(0)Ú 

f ΄(x)≤0Ý f   ςτο (-∞,0+. 

9) Η κζςθ ακροτάτου ςε ςυνδυαςμό με 
τθν παραγωγιςιμότθτα ςτο ςθμείο x0, 
οδθγεί ςτθν εφαρμογι του κ.Fermat. 
(άςκθςθ 14). 

10) Πολλζσ φορζσ μια ςχζςθ τθσ μορφισ 

f(x)¢α ι f(x)²α για μια παραγωγίςιμθ 
ςυνάρτθςθ, μεταφράηεται ςτθν ςχζςθ  

f(x)¢f(x0) ι f(x)²f(x0) αντίςτοιχα, άρα 
το x0 είναι κζςθ τοπικοφ ακροτάτου 
άρα από το κ.Fermat f΄(x0)=0 (άςκθςθ 
16, 18, 20, 25).  

11) Μια ςυνάρτθςθ μπορεί να ζχει τοπικά 
ακρότατα και να μθν ζχει ολικά. 

12) Πολλζσ ανιςοτικζσ ςχζςεισ αποδεικνφ-
ονται με τθν βοικεια τθσ μονοτονίασ ι 
των τοπικών ι ολικών ακροτάτων 
(άςκθςθ 9, 10, 12). 

13) Εξιςώςεισ και ανιςώςεισ που δεν 
μποροφν να επιλυκοφν με γνωςτζσ 
μεκόδουσ επίλυςθσ εξιςώςεων, 
δφνανται να λυκοφν με τθν βοικεια 
τθσ μονοτονίασ κάποιασ ςυνάρτθςθσ 
(άςκθςθ 11, 14, 16iii, 26, 28). 

14) Αν μασ δοκεί μια ςυναρτθςιακι ςχζ-
ςθ, τότε ι χρθςιμοποιοφμε ζναν από 
τουσ οριςμοφσ, ι παραγωγίηουμε τθν 
ςυναρτθςιακι ςχζςθ ωσ προσ τθν μια 
μεταβλθτι, χρθςιμοποιώντασ τισ υπό-
λοιπεσ ωσ ςτακερζσ  (άςκθςθ 18, 19, 
21, 23). 

Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢  

1) Nα μελετιςετε ωσ προσ τθ μονοτονία 
τισ ςυναρτιςεισ: 
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4) Να μελετιςετε ωσ προσ τθ μονοτονία 
τθ ςυνάρτθςθ f(x)=(x2-4x)lnx+x2-2x. 

5) Εάν f ςυνάρτθςθ δυο φορζσ 
παραγωγίςιμθ ςτο *1, 2+, f ΄΄(x) > 0 για 

κάκε xÍ[1, 2] και f΄(2)=f(2)=0, να 

δείξετε ότι f(x)²0 για κάκε xÍ[1, 2]. 

6) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
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i) Να δείξετε ότι θ f είναι γνθςίωσ 
αφξουςα ςτο R, 

ii) να δείξετε ότι 
x

x
xf
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 με 

xÍ(-1, 1). 
7) Να δείξετε ότι θ εξίςωςθ αx=2x+3, 

0<α<1, ζχει μοναδικι ρίηα ςτο R. 
8) Να δείξετε ότι οι γραφικζσ παραςτάςεισ 

των ςυναρτιςεων f(x)=2-x και g(x)= 

=2ln(x-1) ζχουν μοναδικό κοινό ςθμείο. 

9) Ζςτω 
x

x
xf

ln
)( = , x>0. 

i) Να μελετθκεί ωσ προσ τθ 
μονοτονία, 

ii) να αποδείξετε ότι xe
¢ex, 
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iii) να ςυγκρίνετε τα eπ και πe. 

10) i) Να δείξετε ότι 0ln
1

1 <-- x
x

 για κάκε 

x>1. 

ii) θ ςυνάρτθςθ 
1

ln
)(

-
=

x

x
xf είναι 

γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (1, +¤), 

iii) αν α>1, β>1 και (α-1)lnβ=(β-1)lnα, 

τότε α=β. 

11) i) Να μελετθκεί ωσ προσ τθν 
μονοτονία θ ςυνάρτθςθ f(x)=αx-x, 
0<α<1, 

ii) να λυκεί θ εξίςωςθ 

22242

--=- -- llaa ll , 0<α<1. 

12) Να δείξετε ότι 
2

1
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xex ++> , x>0. 

13) i) Να μελετθκεί ωσ προσ τθν 

μονοτονία θ ςυνάρτθςθ 
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ii) Να δείξετε ότι υπάρχει αÍR, τζτοιο 

ώςτε f(x)²f(α), για κάκε x>0. 

14) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f(x)=x4+ 
+2αx3+βx2+3. Να βρείτε τα α, β ώςτε  
για x=1 θ f να παρουςιάηει ακρότατο 
με τιμι f(1)=4. Στθν ςυνζχεια να 
βρείτε τι ακρότατο είναι αυτό και να 
βρείτε τα άλλα ακρότατα. 

15) i) Να μελετθκεί ωσ προσ τθν 
μονοτονία θ ςυνάρτθςθ f(x)=x2lnx-
2x2+5x-3, 
ii) Να δείξετε ότι θ f(x)=0 ζχει 

μοναδικι ρίηα x=1. 

16) (E.M.E) Θεωροφμε τθν ςυνάρτθςθ 

a
x

a
xxf +-=ln)(  , με x>0. Αν f(x)²0, 

για κάκε x>0, 
i) αποδείξτε ότι α=-1, 
ii) να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f ωσ 

προσ τθ μονοτονία και τα 
ακρότατα, 

iii) να λυκεί θ εξίςωςθ f(x)=0, 

iv) να λυκεί θ ανίςωςθ 
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17) Η τιμι μιασ μετοχισ ςτο 
χρθματιςτιριο t μινεσ από ςιμερα 
και για το επόμενο εξάμθνο δίνεται 
από τθν ςυνάρτθςθ f(t)=100(-t3+9t2-
15t)+c. 

i) Εάν θ ςθμερινι τθσ τιμι είναι 5300ú 
να βρεκεί πότε πρζπει να τθν 
αγοράςουμε και πότε πρζπει να τθν 
πουλιςουμε για να ζχουμε μζγιςτο 
κζρδοσ, 

ii) να βρεκεί το ποςοςτό κζρδουσ και 
να το ςυγκρίνετε με κζρδοσ που κα 
προζκυπτε αν κατακζταμε τα χριματα 
ςτθν τράπεηα με επιτόκιο 12%. 

18) Δίνονται οι ςυναρτιςεισ f,g:R­R με 

f(x)+x3
¢g(x)+α3, για κάκε xÍR, όπου α 

ςτακερόσ πραγματικόσ, τζτοιοσ ώςτε 

f(α)=g(α). Αν f,g παραγωγίςιμεσ ςτο α, 

να δείξετε ότι f΄(α)-g΄(α)=-3α2. 

19) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f:R­R με f3(x)+ 

+f(x)=ex-x+1 για κάκε xÍR. Να βρείτε 

τα ακρότατα τθσ f. 

20) Εάν αlnx¢x-1 για κάκε xÍ(0,+¤), με 

α=ςτακερό πραγματικό, να δείξετε ότι 

α=1. 

21) Να δείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f:R­R, 

παραγωγίςιμθ ςτο R με f2(x)+x2= 

=1+2xf(x), για κάκε xÍR, δεν ζχει α-

κρότατα. 

ΘΕΜΑΤΑ ΣΤΙΣ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ 

22) (Θζμα 4ο 2000) Τθ χρονικι ςτιγμι t=0 

χορθγείται ς’ ζναν αςκενι ζνα φάρ-

μακο. Η ςυγκζντρωςθ του φαρμάκου 

ςτο αίμα του αςκενοφσ δίνεται από 

τθν ςυνάρτθςθ 
2

1

)(

öö
÷

õ
ææ
ç

å
+

=

b

t

at
tf , t²0 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

όπου α και β είναι ςτακεροί πραγμα-

τικοί αρικμοί και ο  χρόνοσ  t  μετράται  

ςε ώρεσ. Η μζγιςτθ τιμι τθσ ςυγκζ-

ντρωςθσ είναι ίςθ με 15 μονάδεσ και 

επιτυγχάνεται 6 ώρεσ μετά τθν χορι-

γθςθ του φαρμάκου.  

i) Να βρείτε τισ τιμζσ α και β.   

 Μονάδεσ 15 

ii) Με δεδομζνο ότι θ δράςθ του 

φαρμάκου είναι αποτελεςματικι 

όταν θ τιμι τθσ ςυγκζντρωςθσ ςτο 

αίμα είναι τουλάχιςτον ίςθ με 12 

μονάδεσ, να βρείτε το χρονικό διά-

ςτθμα που το φάρμακο δρα αποτε-

λεςματικά.         Μονάδεσ 10 

23) (Θζμα 3ο 2001) Για μια ςυνάρτθςθ f 

που είναι παραγωγίςιμθ ςτο R, ιςχφει 

f3(x)+βf2(x)+γf(x)=x3-2x2+6x-1, για κάκε 

xÍR, όπου β,γ πραγματικοί αρικμοί με 

γ>0 και β2<3γ. 

i) Να δείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f δεν 

ζχει ακρότατα.         Μονάδεσ 10 

ii) Να δείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f είναι 

γνθςίωσ αφξουςα.          Μονάδεσ 8 

iii) Να δείξετε ότι θ εξίςωςθ f(x)=0 ζχει 

μοναδικι ρίηα ςτο διάςτθμα (0,1). 

          Μονάδεσ 7 

24)  (Θζμα 3ο 2003) Ζςτω θ ςυνάρτθ-ςθ 

f(x) = x5+x3+x .  

i) Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθν 

μονοτονία και να αποδείξετε ότι θ f 

ζχει αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ. 

Μονάδεσ 3 

ii) Να αποδείξετε ότι f(ex)≥f(1+x) για 

κάκε xÍIR.               Μονάδεσ 6 

iii) Να αποδείξετε ότι θ εφαπτομζνθ τθσ 

γραφικισ παράςταςθσ τθσ f ςτο 

ςθμείο (0,0) είναι ο άξονασ ςυμ-

μετρίασ των γραφικών παραςτά-

ςεων τθσ f και τθσ f –1.      Μονάδεσ 5 

25) (Θζμα 3ο 2009) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 

f(x)=αx-ln(x+1), x>-1 όπου α ςτακερόσ 

πραγματικόσ με 0<α 1̧. 

A) Αν ιςχφει f(x)²1 για κάκε x>-1, να 

αποδείξετε ότι α=e Μονάδεσ 8 

B) Για α=e, 

i) να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f 

είναι  ςτο διάςτθμα (-1,0+ και  ςτο 

διάςτθμα *0,+¤)  Μονάδεσ 6 

ii) αν β,γÍ(-1,0)U(0,+¤) να αποδεί-

ξετε ότι θ εξίςωςθ 0
2
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ζχει μια τουλάχιςτον ρίηα ςτο διάςτθ-

μα (1,2).    Μονάδεσ 6 

26) (Θζμα Γ 2010) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 

f(x)=2x+ln(x2+1), xÍR. 

Γ1. Να μελετιςετε ωσ προσ τθν μονο-

τονία τθν ςυνάρτθςθ f. Μονάδεσ 5 

Γ2. Να λφςετε τθν εξίςωςθ: 
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27) (Θζμα Γ 2011) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 

f:R­R, δυο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο 

R, με f΄(0)=f(0)=0 θ οποία ικανοποιεί 

τθ ςχζςθ ex(f΄(x)+f΄΄(x)-1)=f΄(x)+xf΄΄(x) 

για κάκε xÍR. 

i) Να δείξετε ότι f(x)=ln(ex-x), xÍR 

Μονάδεσ 8 

ii) Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθν 

μονοτονία και τα ακρότατα Μονάδεσ 3 

iii) ………………………. 

iv) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ  

ln(ex-x)=ςυνx 

ζχει ακριβώσ μια λφςθ ςτο διάςτθμα 

ö
÷

õ
æ
ç

å

2
,0
p

.    Μονάδεσ 7 



ΠΑΠΑΝΙΚΟΛΑΟΥ 
 

28) (Θζμα Γ 2012) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 

f(x)=(x-1)lnx-1, x>0. 

i) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ 

είναι  ςτο διάςτθμα Δ1=(0,1+ και  

ςτο διάςτθμα Δ2=[1,+¤). Στθν ςυνζ-

χεια να βρείτε το ςφνολο τιμών τθσ.  
Μονάδεσ 6 

ii) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ 

xx-1=e2013, x>0 

ζχει ακριβώσ δυο κετικζσ ρίηεσ. 
     Μονάδεσ 6  

iii) Αν x1, x2 με x1<x2 είναι οι ρίηεσ τθσ 

εξίςωςθσ του προθγουμζνου ερωτιμα-

τοσ,  να αποδείξετε ότι υπάρχει 

x0Í(x1,x2) τζτοιο ώςτε f΄(x0)+f(x0)=2012. 
Μονάδεσ 6 

29) ŪȺɀȷ 3ɞ (2002) 

ȰůŰɤ ɞɘ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ f, g ɛŮ ˊŮŭɑɞ ɞɟɘůɛɞɨ Űɞ 
R. ȹɑɜŮŰŬɘ ɧŰɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɖɠ ůɨɜɗŮůɖɠ fog 
ŮɑɜŬɘ 1-1. 
Ŭ.  ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ g ŮɑɜŬɘ 1-1.  ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

ɓ.  ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 

g(f(x)+x3-x)=g(f(x)+2x-1) 
ɏɢŮɘ Ŭəɟɘɓɩɠ ŭɨɞ ɗŮŰɘəɏɠ əŬɘ ɛɑŬ ŬɟɜɖŰɘəɐ ɟɑɕŬ.

                      ɀɞɜɎŭŮɠ 18 

30) ŪɏɛŬ 4ɞɜ ɗŮŰɘəɐ-ŰŮɢɜɞɚɞɔɘəɐ 2006: 

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ .ln
1

1
)( x

x

x
xf -

-

+
=  

i) ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ˊŮŭɑɞ ɞɟɘůɛɞɨ əŬɘ Űɞ ůɨɜɞɚɞ 
Űɘɛɩɜ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ f.       ɀɞɜɎŭŮɠ 8 

ii) ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ f(x)=0 ɏɢŮɘ 
Ŭəɟɘɓɩɠ ŭɡɞ ɟɑɕŮɠ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ ɞɟɘůɛɞɨ Űɖɠ.   

                 ɀɞɜɎŭŮɠ 5 

31. ŪɏɛŬ 3ɞɜ ɗŮŰɘəɐ-ŰŮɢɜɞɚɞɔɘəɐ 2007: 

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f(x)=x3-3x-2ɖɛ2ɗ ɧˊɞɡ ɗÍR 

ɛɘŬ ůŰŬɗŮɟɎ ɛŮ ɗə̧ˊ+ˊ/2. 

i) ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ f ˊŬɟɞɡůɘɎɕŮɘ ɏɜŬ 
Űɞˊɘəɧ ɛɏɔɘůŰɞ əŬɘ ɏɜŬ Űɞˊɘəɧ ŮɚɎɢɘůŰɞ. 

              ɀɞɜɎŭŮɠ 4 

ii) ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ f(x)=0 ɏɢŮɘ 
Ŭəɟɘɓɩɠ ŰɟŮɘɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ ɟɑɕŮɠ ůŰɞ ˊŮŭɑɞ 
ɞɟɘůɛɞɨ Űɖɠ.                         ɀɞɜɎŭŮɠ 8 

32) (Θζμα Γ 2015) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 

f(x)=
12 +x

ex

, xÍR. 

Γ1. Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθν 

μονοτονία και να αποδείξετε ότι 

το ςφνολο τιμών τθσ είναι το διά-

ςτθμα (0,+¤).  Μονάδεσ 6 

Γ2. Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ  

( )( )
5

1
2

23 e
xef x =+Ö-  

ζχει ςτο ςφνολο των πραγματικών αρικμών 

μια ακριβώσ ρίηα.   Μονάδεσ 8 

ΔΙΑΦΟΡΑ ΘΕΜΑΣΑ 

33) ɄɟɧəŮɘŰŬɘ ɜŬ əŬŰŬůəŮɡɎůɞɡɛŮ ɏɜŬ Ŭɜɞɘ-

əŰɧ əŬůɧɜɘ ůɢɐɛŬŰɞɠ ɞɟɗɞɔɤɜɑɞɡ ˊŬɟŬɚ-

ɚɖɚŮˊɘˊɏŭɞɡ Ŭˊɧ ɏɜŬ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ ɢŬɟŰɧɜɘ 

ɛɐəɞɡɠ 30cm əŬɘ ˊɚɎŰɞɡɠ 16cm. ȷˊɧ 

əɎɗŮ ɔɤɜɑŬ Űɞɡ ɞɟɗɞɔɤɜɑɞɡ ŬˊɞəɧˊŰɞɡ-

ɛŮ ɑůŬ ŰŮŰɟɎɔɤɜŬ əŬɘ ɚɡɔɑɕɞɡɛŮ ˊɟɞɠ ŰŬ 

ˊɎɜɤ ŰŬ ˊɚŬɥɜɎ əɞɛɛɎŰɘŬ (ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ůɢɐɛŬŰŬ). 

.  

 
i. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ əŬůɧɜɘ ɏɢŮɘ ɧɔəɞ 

V(x)=4x3-92x2+480x. 

ii. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɛɐəɞɠ x Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ Űɤɜ 

ŰŮŰɟŬɔɩɜɤɜ ˊɞɡ ɗŬ Ŭˊɞəɞˊɞɨɜ, ɏŰůɘ 

ɩůŰŮ Űɞ əŬůɧɜɘ ɜŬ ɏɢŮɘ ɛɏɔɘůŰɞ ɧɔəɞ. 

34) æɑɜŮŰŬɘ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ ȷȸũȹ ˊɚŮɡɟɎɠ 10 cm 

əŬɘ Ⱥ, Ȼ ůɖɛŮɑŬ Űɤɜ ˊɚŮɡɟɩɜ ȸũ əŬɘ ũȹ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɏŰůɘ ɩůŰŮ ȸȺ=xcm əŬɘ ũȻ= 

=2xcm. 

i. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩ-

ɜɞɡ ȷȺȻ ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ ůɡɜɎɟŰɖůɖ 

Ⱥ(x)=x2-5x+50. 

ii. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɞɡ x, ɔɘŬ Űɖɜ 

ɞˊɞɑŬ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Ⱥ(x) ŮɚŬɢɘůŰɞˊɞɘ-

ŮɑŰŬɘ. 

35) ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f(x)=Ŭx2+ɓx, xÍR,  ˊŬɟɞɡ-

ůɘɎɕŮɘ ɞɚɘəɧ ɛɏɔɘůŰɞ ůŰɞ x=1, Űɖɜ Űɘɛɐ 

f(1)=2. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ Ŭ əŬɘ ɓ. 

36) ȼ əŬŰŬɜɎɚɤůɖ ůŮ ɚɑŰɟŬ ŬɜɎ 100 ɢɘɚɘɧ-

ɛŮŰɟŬ Ůɜɧɠ əɘɜɖŰɐɟŬ, ɧŰŬɜ ŬɡŰɧɠ ɚŮɘŰɞɡɟ-
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ɔŮɑ ɛŮ x ɢɘɚɘɎŭŮɠ ůŰɟɞűɏɠ ŬɜɎ ɚŮˊŰɧ, ŭɑɜŮ-

ŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f(x)=
9

1
x3-

3

1
x2-x+10 

ɛŮ 1<x<5. 

i. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɞɡ xÍ(1,5), ɔɘŬ 

Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɏɢɞɡɛŮ Űɖ ɛɘəɟɧŰŮɟɖ əŬŰŬ-

ɜɎɚɤůɖ. 

ii. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɖɜ əŬŰŬɜɎɚɤůɖ 

ŬɡŰɐ. 

37) ȾɞɡŰɑ ůɢɐɛŬŰɞɠ ɞɟɗɞɔɤɜɑɞɡ ˊŬɟŬɚɚɖɚŮ-

ˊɘˊɏŭɞɡ ɛŮ ɓɎůɖ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ ˊɚŮɡɟɎɠ x 

dm əŬɘ ŬɜɞɘəŰɧ Ŭˊɧ ˊɎɜɤ, ɏɢŮɘ ŮɛɓŬŭɧɜ 

ɞɚɘəɐɠ ŮˊɘűɎɜŮɘŬɠ ɑůɞ ɛŮ 12 dm2.  

i. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ ɧɔəɞɠ Űɞɡ ŭɑɜŮŰŬɘ 

Ŭˊɧ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ V(x)=
4

1
(12x-x3). 

ii. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ ɔɘŬ ˊɞɘŬ Űɘɛɐ Űɞɡ xÍR o 

ɧɔəɞɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛɏɔɘůŰɞɠ əŬɘ ˊɞɘɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ 

ɛɏɔɘůŰɞɠ ɧɔəɞɠ. 

38) ɇɞ əɧůŰɞɠ ɖɛŮɟɐůɘŬɠ ˊŬɟŬɔɤɔɐɠ x Űɧ-

ɜɤɜ ŰůɘɛɏɜŰɞɡ ůŮ Ůɡɟɩ, ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ 

ůɡɜɎɟŰɖůɖ K(x)=50+70x+
20

1
x2, x>0. ɀɑŬ 

ɖɛŮɟɐůɘŬ ˊŬɟŬɔɤɔɐ x Űɧɜɤɜ, ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ˊɞɡɚɖɗŮɑ ůŰɖɜ Űɘɛɐ Űɤɜ 270-
20

3x
 Ůɡɟɩ 

ŬɜɎ Űɧɜɞ. 

i. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ əɏɟŭɞɡɠ P, 

x Űɧɜɤɜ ˊŬɟŬɔɤɔɐɠ, ůŮ Ůɡɟɩ. 

ii. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɖɜ ɖɛŮɟɐůɘŬ ˊŬɟŬ-

ɔɤɔɐ, ɩůŰŮ Űɞ əɏɟŭɞɠ P ɜŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏ-

ɔɘůŰɞ ŭɡɜŬŰɧ. 

39) æɑɜŮŰŬɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f(x)=27-x2. 

i. NŬ ɛŮɚŮŰɐůŮŰŮ əŬɘ ɜŬ ůɢŮŭɘɎůŮŰŮ Űɖ 

ɔɟŬűɘəɐ ˊŬɟɎůŰŬůɖ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ. 

ii. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ɛɏɔɘůŰɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Ůɜɧɠ 

ɞɟɗɞɔɤɜɑɞɡ ˊŬɟŬɚɚɖɚɞɔɟɎɛɛɞɡ ˊɞɡ 

ɏɢŮɘ ŭɨɞ əɞɟɡűɏɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ Űɤɜ ŰŮŰɛɖ-

ɛɏɜɤɜ əŬɘ ŭɨɞ əɞɟɡűɏɠ ˊɎɜɤ ůŰɖ ɔɟŬ-

űɘəɐ ˊŬɟɎůŰŬůɖ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ f. 

40) Ƀɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ɛŮ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ ɑůɖ 

ɛŮ 3m ˊŮɟɘůŰɟɏűŮŰŬɘ ɔɨɟɤ Ŭˊɧ ɛɑŬ 

Ŭˊɧ Űɘɠ əɎɗŮŰŮɠ ˊɚŮɡɟɏɠ Űɞɡ əŬɘ ˊŬɟɎɔŮɘ 

əɩɜɞ.  

i. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ ɧɔəɞɡ Űɞɡ 

əɩɜɞɡ, ůŮ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɛŮ Űɞ ɛɐəɞɠ x Űɖɠ 

ˊɚŮɡɟɎɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘůŰɟɏűŮŰŬɘ. 

ii.  ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ əŬɘ Űɞ 

ɨɣɞɠ Űɞɡ əɩɜɞɡ ˊɞɡ ɏɢŮɘ Űɞ ɛɏɔɘůŰɞ 

ŭɡɜŬŰɧ ɧɔəɞ. ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ, ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑ-

ůŮŰŮ Űɞɜ ɛɏɔɘůŰɞ ŭɡɜŬŰɧ ɧɔəɞ. 

41) ŪɏɛŬ 3ɞɜ ɗŮŰɘəɐ-ŰŮɢɜɞɚɞɔɘəɐ 1999: 

ȼ ůɡɜɎɟŰɖůɖ  f ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɢɐɠ əŬɘ ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ 

ůŰɞ əɚŮɘůŰɧ ŭɘɎůŰɖɛŬ [0,1] əŬɘ ɘůɢɨŮɘ fȭ(x)>0 ůŰɞ 

(0,1). ȷɜ f(0)=2 əŬɘ f(1)=4 ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

i) ȼ ŮɡɗŮɑŬ y=3 ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ ɔɟŬűɘəɐ 
ˊŬɟɎůŰŬůɖ Űɖɠ f ůŮ ɏɜŬ Ŭəɟɘɓɩɠ ůɖɛŮɑɞ ɛŮ 

ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ x0Í(0,1).   ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

ii) ɈˊɎɟɢŮɘ x1Í(0,1) ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ 
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xf .  ɀɞɜɎŭŮɠ 12 

iii) ɈˊɎɟɢŮɘ x2Í(0,1) ɩůŰŮ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ 
ɔɟŬűɘəɐɠ ˊŬɟɎůŰŬůɖɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x2,f(x2)) ɜŬ ŮɑɜŬɘ 
ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ y=2x+2000. 

ɀɞɜɎŭŮɠ 6 

42) END 
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