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22. 23219-4: Έστω συνάρτηση 𝑓: IR→ IR παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο, η οποία είναι 

κυρτή και ισχύει 𝑓(1) = 𝑓 ′(1) = 2. 

α) Να βρεθεί η εφαπτομένη της 𝐶𝑓 στο σημείο (1, 𝑓(1)) και κατόπιν να αποδείξετε ότι 

 𝑓(𝑥) ≥ 2𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ IR.     

       (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥).        (Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι :  

i. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
> 1.         (Μονάδες 6) 

ii. ∫ 𝑥𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥
1

0
< 1.         (Μονάδες 6) 

Λύση: 

α) Η εφαπτομένη (ε) της Cf στο σημείο της (1, f(1)) έχει εξίσωση y - f (1) = f ΄(1)(x - 1)  y - 2 = 2(x-1) 

  y = 2x. 
H f είναι κυρτή και επομένως η Cf είναι πάνω από κάθε εφαπτομένη της με εξαίρεση το σημείο επαφής. 

Συνεπώς f(x) ≥ 2x για κάθε x  IR και η ισότητα ισχύει μόνο για x =1. 
 

β) Επειδή 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

2𝑥 = +∞ και f(x) ≥ 2x για κάθε x  IR, θα είναι και 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ (παρατήρηση 9). 

γ) Αφού f(x) ≥ 2x για κάθε x  IR και η ισότητα ισχύει μόνο για x =1 έχουμε : 

i. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
> ∫ 2𝑥𝑑𝑥

1

0
  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

1

0
> [𝑥2]0

1  

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
> 1. 

ii. ∫ 𝑥𝑓΄(𝑥)𝑑𝑥
1

0
=

𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾.

𝜊𝜆𝜊𝜅𝜆.

[𝑥𝑓(𝑥)]0
1 − ∫ (𝑥)΄𝑓(𝑥)𝑑𝑥

1

0
 

= 𝑓(1) − 0 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
  

= 2 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
  

<  2 − 1 = 1……………………………..λόγω του (i) ερωτήματος.  

Τελικά ∫ 𝑥𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥
1

0
< 1 

23. 23955-4: Στο παρακάτω σχήμα, δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
1

1+𝑥2
, 𝑥 ∈ IR 

και οι ευθείες με εξισώσεις 𝑥 = −1 

και 𝑥 = 1 οι οποίες τέμνουν τον μεν 

άξονα 𝑥′𝑥 στα σημεία Α και Β αντί-

στοιχα, την δε γραφική παράσταση 

της 𝑓 στα σημεία Ε και Δ αντίστοιχα. 

Η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει 

τον άξονα 𝑦′𝑦 στο σημείο Γ.  

α) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη 

της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης 𝑓(𝑥) στο σημείο Δ, 

είναι η ευθεία ΓΔ.      (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι στο διάστημα  

[0,1] η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 βρίσκεται πάνω από την ευθεία ΓΔ, με εξαίρεση τα 

κοινά τους σημεία Γ και Δ.        (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
>
3

2
.                 (Μονάδες 10) 
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Λύση: 

α) f '(x)= (
1

1+𝑥2
)
′

= −
(1+𝑥2)΄

(1+𝑥2)
2 = −

2𝑥

(1+𝑥2)
2 , οπότε f '(1) = −

1

2
 . Επίσης f(1) = 

1

2
 , οπότε η εφαπτομένη της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) στο Δ έχει εξίσωση y-f(1)=f΄(1)(x-1) 

  y - 
1

2
 = - 

1

2
 (x-1) 

  y = - 
1

2
 x + 1 

η οποία επαληθεύεται από το ζεύγος (x,y) = (0,1) δηλαδή από τις συντεταγμένες του σημείου Γ (0,1). 

β) Αρκεί να αποδείξουμε ότι για κάθε x  [0,1] ισχύει 
1

1+𝑥2
≥ −

1

2
𝑥 + 1 

 2 ≥ - x(1+x2)+2(1+x2) 

 x(x-1)2 ≥ 0, σχέση που ισχύει.  

Η ισότητα ισχύει μόνο για x = 0 και x = 1. 

γ) Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση f (x) είναι άρτια, αφού για κάθε 𝑥 ∈ IR είναι και -𝑥 ∈ IR, ενώ  

f(-x) = 
1

1+(−𝑥)2
 = 

1

1+𝑥2
 = f(x), άρα η γραφική παράσταση είναι συμμετρική ως προς τον άξονα y΄Oy. 

Επειδή f(x) = 
1

1+𝑥2
 > 0, το ολοκλήρωμα ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

1

−1
 εκφράζει το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από 

την γραφική παράσταση της συνάρτησης f, τον άξονα x'Οx και τις ευθείες με εξισώσεις x = -1 και x =1. 

Αρκεί να δείξουμε ότι ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
>
3

2
  

𝑓 ά𝜌𝜏𝜄𝛼
𝜋𝛼𝜌𝛼𝜏.24 
⇔       2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

1

0
>
3

2
  

    ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
>
3

4
. 

Από το (β) ερώτημα 𝑓(𝑥) ≥ −
1

2
𝑥 + 1  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

1

0
≥ ∫ (−

1

2
𝑥 + 1)

1

0
𝑑𝑥……(1) 

∫ (−
1

2
𝑥 + 1)

1

0
𝑑𝑥 = [−

𝑥2

4
+ 𝑥]

0

1

 

= −
1

4
+ 1 

= 
3

4
 . 

H σχέση (1)  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
>
3

4
 . 

Εναλλακτικά, αφού η γραφική παράσταση της f(x) βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη, το εμβαδόν 

του χωρίου που περικλείεται από την 

γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f, τον άξονα x΄Ox και τις ευθείες με ε-

ξισώσεις x=0 και x=1, είναι μεγαλύ-

τερο από το εμβαδόν του τραπεζίου 

ΟΒΔΓ, για το οποίο ισχύει:   

(ΟΒΔΓ)  = 
(𝛰𝛤)+𝛥𝛣)∙𝛰𝛣

2
  

= 
(1+

1

2
)∙1

2
 

= 
3

4
 . 

 

 

 

 

24. 23957-4: Δίνεται η συνάρτηση  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑙𝑛
2𝑥   , 𝑥 > 0  . 

α) Να αποδείξτε ότι η  𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) με 𝑓′(𝑥) = 2
𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑓(𝑥). (Μονάδες 8)          

β) Να αποδείξτε ότι η 𝑓 έχει ολικό ελάχιστο ίσο με 1.    (Μονάδες 7)         

γ) Να υπολογίστε το ολοκλήρωμα   𝛪 = ∫
2∙𝑙𝑛𝑥∙𝑓(𝑥)+𝑥𝑒𝑥

𝑥(𝑓(𝑥)+𝑒𝑥)

𝑒  

1
𝑑𝑥.               (Μονάδες 10) 
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Λύση: 
α) Για κάθε x > 0 η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων 

g(x)=lnx, h(x)=x2 και w(x)=ex (f=wohog). 

Έτσι, f '(x)=(ln2x)'  𝑒𝑙𝑛
2𝑥 

= 2lnx(lnx)΄ 𝑒𝑙𝑛
2𝑥  

= 
2𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑒𝑙𝑛

2𝑥. 

= 
2𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑓(𝑥), x > 0. 

β) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑙𝑛
2𝑥 > 0, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 0. 

• f '(x)=0   
2𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑓(𝑥)=0 

 

𝒇(𝒙)>𝟎

𝒇(𝒙)≠𝟎
⇔     2lnx=0 

     x=1. 

• f '(x) > 0   
2𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑓(𝑥)>0 

 

𝒇(𝒙)>𝟎
𝒙>𝟎
⇔     lnx > 0 

     lnx > ln1. 

     x > 1. 

Έτσι, παίρνουμε τον παρακάτω πίνακα μεταβολών:  

x 0                    1                     +∞ 

f ΄(x) - + 

f(x)   

O.E. f(1)=1 

'Ώστε η f παρουσιάζει ελάχιστο για x=1. 

Εναλλακτικά, για x>0, έχουμε ln2x > 0  eln2x > e0  

 f(x) ≥ 1, με την ισότητα να ισχύει μόνο για x=1. 

γ) Διαιρώντας αριθμητή και παρονομαστή με x, παίρνουμε: 

𝛪 = ∫
2∙𝑙𝑛𝑥∙𝑓(𝑥)+𝑥𝑒𝑥

𝑥(𝑓(𝑥)+𝑒𝑥)

𝑒  

1
𝑑𝑥  = ∫

2∙𝑙𝑛𝑥

𝑥
∙𝑓(𝑥)+𝑒𝑥

𝑓(𝑥)+𝑒𝑥
𝑒  

1
𝑑𝑥 

 =
(𝑎)
∫

𝑓 ΄(𝑥)+𝑒𝑥

𝑓(𝑥)+𝑒𝑥
𝑒  
1 𝑑𝑥 

  = [𝑙𝑛 (𝑓(𝑥) + 𝑒𝑥)]1
𝑒

 

  = ln(f(e) + ee) - ln(f(1) + e)  

  = ln(e + ee) - ln(1 + e)  

  = 𝑙𝑛
𝑒+𝑒𝑒

1+𝑒
. 

25. 24758-4: Έστω συνάρτηση 𝑓: IR → IR παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο, και η συνάρτηση 

𝑔(𝑥) = (𝑥2 − 1)𝑓(𝑥) για την οποία ισχύει 𝑔(𝑥) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ IR. Να αποδείξετε ότι: 

α) η 𝑔 παρουσιάζει ελάχιστο για 𝑥 = 1 και για 𝑥 = −1 και στη συνέχεια ότι 𝑓(1) = 𝑓(−1) = 0. 

      (Μονάδες 6) 

β) 𝑓′(1) ≥ 0 και 𝑓′(−1) ≤ 0.         (Μονάδες 8) 

γ) η 𝑓 δεν είναι κοίλη.          (Μονάδες 5) 

δ) ∫ (𝑥3 − 3𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
≤ 0.         (Μονάδες 6) 

Λύση: 

α) Παρατηρούμε ότι g(1)=g(-1)=0 οπότε 𝑔(𝑥) ≥ 0  g(x) ≥ g(1) και g(x) ≥ g(-1) για κάθε 𝑥 ∈ IR. 
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Άρα η συνάρτηση g παρουσιάζει στο 1 και στο -1 ελάχιστο το 0. Η συνάρτηση g(x) = (x2-1)f(x) είναι 

παραγωγίσιμη στο IR ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων. Συνεπώς από το θεώρημα Fermat 

έχουμε ότι g΄(1) = 0 και g΄(-1) = 0. 

𝑔΄(𝑥) = ((𝑥2 − 1)𝑓(𝑥))΄= (x2-1)΄f(x)+(x2-1)f΄(x) 

 = 2xf(x)+(x2-1)f΄(x). 

g΄(1) = 0  2f(1) = 0  

  f(1) = 0. 

g΄(-1) = 0  -2f(-1) = 0. 

   f(-1) = 0. 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο 1 και στο -1 με: 

• f '(1) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥)

𝑥−1
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑔(𝑥)

(𝑥−1)(𝑥2−1)
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑔(𝑥)

(𝑥+1)(𝑥−1)2
 ≥ 0, που είναι αληθής, γιατί g(x) ≥ 0, (x-1)2 ≥ 0  και x+1 > 0  

κοντά στο 1.  

• f '(-1) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑓(𝑥)−𝑓(−1)

𝑥+1
 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑓(𝑥)

𝑥+1
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑔(𝑥)

(𝑥+1)(𝑥2−1)
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑔(𝑥)

(𝑥−1)(𝑥+1)2
 ≤ 0, που είναι αληθής, γιατί g(x) ≥ 0, (x+1)2 ≥ 0  και x-1 < 0  

κοντά στο -1.  

γ) Αφού -1 < 1 και f΄(-1) ≤ 0 ≤ f΄(1), συμπεραίνουμε ότι η f΄ δεν είναι γνησίως φθίνουσα και κατ' επέ-

κταση η f δεν είναι κοίλη. 

δ) ∫ (𝑥3 − 3𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 =
𝜊𝜆𝜊𝜅𝜆.

𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾.
   [(𝑥3 − 3𝑥)𝑓(𝑥)]−1

1 − ∫ (𝑥3 − 3𝑥)΄𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 

= −2𝑓(1) − 2𝑓(−1) − ∫ (3𝑥2 −3)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 

= 0 − 0 − 3∫ (𝑥2 −1)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 

= −3∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 ≤ 0, που είναι αληθής, αφού g(x) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ IR.  

26. 24770-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑒𝑥 − 1) + 𝑥 − 1, 𝑥 > 0. 

α) Να αποδείξετε ότι είναι γνησίως αύξουσα και κοίλη.       (Μονάδες 8) 

β)  i. Nα βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής της παράστασης στο 𝑥𝑜 = 𝑙𝑛 2 .  

         (Μονάδες 5) 

      ii. Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει 𝑙𝑛(𝑒𝑥 − 1) ≤ 2𝑥 − 𝑙𝑛4.  (Μο-

νάδες 4) 

γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 𝛪 = ∫ (
2−𝑒−𝑥

𝑒−𝑥−1
)

𝑙𝑛 3

𝑙𝑛 2
𝑑𝑥.   (Μονάδες 8) 

Λύση: 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με 𝑓′(𝑥) = (𝑙𝑛(𝑒𝑥 − 1) + 𝑥 − 1)′ 

= 
1

𝑒𝑥−1
(𝑒𝑥−1)

′
+1 

= 
𝑒𝑥

𝑒𝑥−1
+1 

= 
2𝑒𝑥−1

𝑒𝑥−1
> 0 . 

αφού για κάθε x > 0 ισχύει ex - 1 > 0 και 2ex - 1 > 0. 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0, +∞). 

Είναι: Η f ’ είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞), με f ΄΄(x) = (
2𝑒𝑥−1

𝑒𝑥−1
)
′
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= 
(2𝑒𝑥−1)′(𝑒𝑥−1)−(2𝑒𝑥−1)(𝑒𝑥−1)′

(𝑒𝑥−1)2
 

= 
2𝑒𝑥(𝑒𝑥−1)−𝑒𝑥(2𝑒𝑥−1)

(𝑒𝑥−1)2
 

= 
2𝑒2𝑥−2𝑒𝑥−2𝑒2𝑥+𝑒𝑥

(𝑒𝑥−1)2
 

= 
−𝑒𝑥

(𝑒𝑥−1)2
< 0. 

 

Άρα η f είναι κοίλη. 

β) i. f(ln2) = ln2 – 1 και f ΄(ln2) = 
2𝑒𝑙𝑛2−1

𝑒𝑙𝑛2−1
 = 
22−1

2−1
 = 3, οπότε η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής 

παράστασης της συνάρτησης f στο 𝑥𝑜 = 𝑙𝑛 2 είναι η y - f(𝑥𝑜) = f ‘(𝑥𝑜)(x - 𝑥𝑜) 
 y - f(ln2) = f ‘(ln2)(x – ln2) 

 y - ln2 + 1 = 3(x – ln2) 

 y = 3x - 2ln2 – 1. 

ii. Η συνάρτηση είναι κοίλη οπότε η εφαπτομένη σε οποιοδήποτε σημείο της Cf είναι από την Cf και 

πάνω. Άρα f(x) ≤ 3x - 2ln2 – 1  ln(ex – 1) + x – 1 ≤ 3x - 2ln2 – 1  

 ln(ex – 1) ≤ 2x - ln22 

 ln(ex – 1) ≤ 2x – ln4 

που είναι το ζητούμενο. 

γ) Είναι 𝛪 = ∫ (
2−𝑒−𝑥

𝑒−𝑥−1
)

𝑙𝑛 3

𝑙𝑛 2
𝑑𝑥 = ∫ (

2−
1

𝑒𝑥
1

𝑒𝑥
−1
)

𝑙𝑛 3

𝑙𝑛 2
𝑑𝑥 = ∫ (

2𝑒𝑥−1

1−𝑒𝑥
)

𝑙𝑛 3

𝑙𝑛 2
𝑑𝑥 = ∫ 𝑓′(𝑥)

𝑙𝑛 3

𝑙𝑛 2
𝑑𝑥 

= [𝑓(𝑥)]𝑙𝑛2
𝑙𝑛3 = f(ln3) – f(ln2) = … = - ln3. 

27. 24771-4: Έστω 𝑓: IR → IR συνάρτηση για την οποία ισχύει 𝑓(0) = 1 και (𝑥2 + 1)𝑓′(𝑥) +
2𝑥

𝑥2+1
= 0 για 

κάθε 𝑥 ∈ IR. 

α) Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2+1
, 𝑥 ∈ IR.                (Μονάδες 

5) 

Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση 𝐶𝑓  της 

συνάρτησης.  

β) Να αιτιολογήσετε γιατί η 𝐶𝑓  είναι συμμετρική ως προς τον 

άξονα 𝑦′𝑦 και να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών Β, 

Γ, Δ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ με τη βοήθεια της τετμημένης 𝛼, 𝛼 > 0 του σημείου 𝛢(𝛼, 0). 

       (Μονάδες 6) 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν 𝛦(𝛼) του ορθογωνίου ΑΒΓΔ δίνεται από τον τύπο  

𝛦(𝛼) =
2𝛼

𝛼2+1
, 𝛼 > 0. 

Κατόπιν, να βρείτε για ποια τιμή του α το εμβαδόν γίνεται μέγιστο.     (Μονάδες 8) 

δ) Αν F είναι μια αρχική της f με 𝐹(1) = 𝑙𝑛 2, να αποδείξετε ότι ∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑙𝑛√2
1

0
. (Μονάδες 6) 

Λύση: 

α) (𝑥2 + 1)𝑓′(𝑥) +
2𝑥

𝑥2+1
= 0  𝑓′(𝑥) = −

2𝑥

(𝑥2+1)2
 

 𝑓′(𝑥) = (
1

𝑥2+1
)
′

 

 f(𝑥) =
1

𝑥2+1
+ 𝑐…………..(1) 

(1)
𝑥=0
⇔  c = 0. 

(1)
𝑐=0
⇔  f(𝑥) =

1

𝑥2+1
. 
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β) Επειδή για κάθε 𝑥 ∈ IR είναι και −𝑥 ∈ IR και f(-x) = 
1

(−𝑥)2+1
 = 

1

𝑥2+1
 = f(x), για κάθε 𝑥 ∈ IR, η συνάρτηση 

f είναι άρτια, οπότε η γραφική της παράσταση Cf είναι συμμετρική ως προς τον άξονα y'Oy .  

Αν Α(α,0), τότε η κορυφή Β είναι το σημείο Β(α,f(α)) της Cf και οι άλλες κορυφές του ορθογωνίου, λόγω 

της συμμετρίας που προαναφέραμε, έχουν συντεταγμένες Γ(-α, f(α)) και Δ(-α,0). 

γ) Το ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχει διαστάσεις με μήκη (ΑΔ) = α και (AB) = f(α), οπότε για το εμβαδόν του 

Ε(α) είναι Ε(α)=(ΑΔ)(ΑΒ) = αf(α) = 
2𝛼

𝛼2+1
, α > 0 .  

Ε’(α) = (
2𝛼

𝛼2+1
)

′

= 
(2𝛼)′(𝛼2+1)−2𝛼(𝛼2+1)′

(𝛼2+1)2
  

= 
2(𝛼2+1)−2𝛼2𝛼

(𝛼2+1)2
  

= 
2(1−𝛼2)

(𝛼2+1)2
. 

Το πρόσημο της παραγώγου εξαρτάται από το πρόσημο του όρου 1 – α2, α > 0 και φαίνεται στον 

παρακάτω πίνακα μεταβολών. 

α 0                     1                    +∞ 

Ε΄(α) + - 

Ε(α)   

Ο.Μ. Ε(1)=1 

Από τον πίνακα της μονοτονίας της συνάρτησης συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση παίρνει την μέγιστη 

τιμή της, δηλαδή το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ γίνεται μέγιστο, όταν α = 1. Τότε και το μέγιστο 

εμβαδόν του ΑΒΓΔ είναι ίσο με 1. 

δ) ∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥
1

0
 = ∫ (𝑥)΄ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥

1

0
 =
𝜊𝜆𝜊𝜅𝜆ή𝜌.

𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾𝜊𝜈𝜏.
[𝑥𝐹(𝑥)]0

1 − ∫ 𝑥𝐹 ′(𝑥)𝑑𝑥
1

0
 

= F(1) −∫
𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
 

=  𝑙𝑛2 −
1

2
∫

2𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
 

=  ln2−
1

2
∫

(𝑥2+1)′

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
 

=  𝑙𝑛2 −
1

2
[𝑙𝑛 (𝑥2 + 1]0

1 

=  𝑙𝑛2 −
1

2
𝑙𝑛2 

=  
1

2
𝑙𝑛2 

= 𝑙𝑛√2. 

28. 25747-4: Δίνεται συνάρτηση 𝑓: [0,2] → IR η οποία είναι συνεχής στο [0,2], παραγωγίσιμη στο (0,2) 

και ισχύουν 𝑓(1) = 1 και 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑓′(𝑥) = −𝑥 + 1, για κάθε 𝑥 ∈ (0,2). 
α) Να αποδείξετε ότι 𝑓2(𝑥) = −𝑥2 + 2𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ [0,2].    (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) = √−𝑥2 + 2𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ [0,2].    (Μονάδες 6) 

γ) Αφού αιτιολογήσετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 είναι ημικύκλιο με κέντρο Κ(1,0) και ακτίνα 1, 

να τη σχεδιάσετε σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων.     (Μονάδες 7) 

δ) Να υπολογίσετε το ∫ 𝑓(𝑥)
2

0
𝑑𝑥.

        

(Μονάδες 6)

 
Λύση:  

α) 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑓′(𝑥) = −𝑥 + 1   2𝑓(𝑥) ⋅ 𝑓′(𝑥) = −2𝑥 + 2 

 (f 2(x))΄ = (-x2+2x)΄ 

 f 2(x) = -x2+2x+c……………..(1) 

(1)
𝑥=1
⇔  c = 0. 

(1)
𝑐=0
⇔  f 2(x) = -x2+2x…………………(2) 

β) (2)
𝑓(𝑥)=0
⇔     -x2 + 2x = 0  

 x = 0  (0,2) ή x = 2  (0,2).  

Άρα f(x) ≠ 0 για κάθε x  (0,2) και αφού η f είναι συνεχής, θα διατηρεί πρόσημο στο (0,2). 
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Όμως f(1) = 1 > 0 οπότε f(x)  > 0 για κάθε x  (0,2), οπότε (2)  𝑓(𝑥) = √−𝑥2 + 2𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ [0,2], 
αφού  είναι συνεχής στο [0,2]. 

γ) Αν θέσουμε y = f(x)  𝑦 = √−𝑥2 + 2𝑥 

 y2 = -x2+2x 

 y2 + x2 - 2x = 0 

 y2 + x2 - 2x + 1 = 1 

 (x-1)2 + y2 = 1, με y > 0………………(3) 

Από τη σχέση (3) συμπεραίνουμε ότι η γραφική παράσταση της f αποτελείται από τα σημεία του κύ-

κλου με κέντρο Κ(1,0) και ακτίνα 1 που δεν είναι κάτω από τον άξονα 

xx΄, δηλαδή το ημικύκλιο που φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

δ) Αφού f(x) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ [0,2], το ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

0
 παριστάνει το εμβαδόν 

μεταξύ της Cf , του xx' και των κατακόρυφων ευθειών x = 0 και x = 2, 

δηλαδή το εμβαδόν του μισού κυκλικού δίσκου με κέντρο Κ(1,0) και 

ακτίνα 1 (της σκιασμένης επιφάνειας του διπλανού σχήματος) και άρα 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

0
 = 
𝜋  𝜌2

2
 = 
𝜋  12

2
 = 
𝜋

2
 τετρ. μον. 

29. 25757-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
(1 − 𝑥)𝜂𝜇2 (

1

1−𝑥
) , αν 0 ≤ 𝑥 < 1

     0                   ,  αν 𝑥 = 1
 

1) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής.     (Μονάδες 9) 

2) Να αποδειχθεί ότι για κάθε 𝑥 ∈ [0,1], ισχύει 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 − 𝑥.    (Μονάδες 7) 

3) Να αποδειχθεί ότι για το εμβαδό 𝛦 του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 0, 𝑥 = 1 ισχύει 𝛦 <
1

2
 τετραγωνικές μονάδες.

           (Μονάδες 9) 

Λύση: 

α) Όταν x[0,1), f(x) = (1 − 𝑥)𝜂𝜇2 (
1

1−𝑥
), είναι συνεχής ως πράξεις και σύνθεση συνεχών.  

0 ≤ 𝜂𝜇2 (
1

1−𝑥
) ≤ 1 

1−𝑥>0
⇔    0 ≤ (1 − 𝑥)𝜂𝜇2 (

1

1−𝑥
) ≤ 1 – x  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

(0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

(1 − 𝑥) = 0 

Συνεπώς η συνάρτηση f είναι συνεχής. 

β) Όταν x[0,1), ισχύει 0 ≤ 𝜂𝜇2 (
1

1−𝑥
) ≤ 1 

1−𝑥>0
⇔    0 ≤ (1 − 𝑥)𝜂𝜇2 (

1

1−𝑥
) ≤ 1 – x  

 0 ≤ f(x) ≤ 1 – x.  

Επιπλέον το 1 επαληθεύει την ανισότητα, αφού ισχύει 0 ≤ f(1) ≤ 1 – 1  

  0 ≤ 0 ≤ 0. 

Συνεπώς για κάθε x ∈ [0,1], ισχύει 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 − 𝑥. 

γ) E = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
1

0
 =
𝛾𝜄𝛼 𝑥∈[0,1]

𝑓(𝑥)≥0
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
  

≤
(𝛽) 𝜀𝜌ώ𝜏.

 ∫ (1 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0
 

= [𝑥 −
𝑥2

2
]
0

1

 

= 1 -  
1

2
 

= 
1

2
 τετρ. μον.  

30. 25766-4 Στον παρακάτω πίνακα φαίνεται το πρόσημο της παραγώγου μιας συνάρτησης f που είναι 

παραγωγίσιμη στο IR.  
 

 

 

Αν είναι γνωστό ότι η f είναι άρτια και επιπλέον ισχύουν: 

𝑥 −∞         −2                  0                   2  +∞ 

𝑓′(𝑥)         +      0          −       0         +       0          − 

⟹
𝜋𝛼𝜌𝜀𝜇𝛽.

   
𝜅𝜌𝜄𝜏.

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

(1 − 𝑥) 𝜂𝜇2 (
1

1−𝑥
) = 0 = f(0). 
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞       𝑓(0) = 1        και     𝑓(2) = 5 

τότε: 

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  (Μονάδες 7) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.        (Μονάδες 6) 

γ) Να λύσετε την εξίσωση 𝑓(𝑥) = |𝑥2 − 4| + 5.      (Μονάδες 7) 

δ) Να αποδείξετε ότι ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= 0.       (Μονάδες 5) 

Λύση:  
α) Θεωρούμε τα διαστήματα Δ1 = (-∞, -2], Δ2 = [-2,0], Δ3 = [0,2], Δ4 = [2,+∞).  

Μονοτονία: Η συνάρτηση είναι συνεχής σε καθένα από αυτά και από το πρόσημο της παραγώγου της 

συμπεραίνουμε ότι η f είναι: 

• γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα Δ1 και Δ3. 

• γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα Δ2 και Δ4. 

Σε ότι αφορά στα ακρότατα της f, ισχύει: 

Η συνάρτηση παρουσιάζει (ολικό) μέγιστο για x = -2 και x = 2 που 

είναι ίσο με f(-2) = f(2) = 5, αφού η f είναι άρτια. 

Η συνάρτηση παρουσιάζει (τοπικό) ελάχιστο για x = 0 το f(0) = 1. 

β) Ισχύουν: 

• f(Δ1) =
𝑓 ↑
( 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) , 𝑓(−2)] = (-∞,5], γιατί 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑢→+∞

𝑓(−𝑢) 

 =
𝑓 ά𝜌𝜏𝜄𝛼

𝑙𝑖𝑚
𝑢→+∞

𝑓(𝑢) 

= -∞. 

• f(Δ2) =
𝑓 ↓
[𝑓(0), 𝑓(−2)] = [1,5]. 

• f(Δ3) =
𝑓 ↑
[𝑓(0), 𝑓(2)] = [1,5]. 

• f(Δ4) =
𝑓 ↓
( 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , 𝑓(2)] = (-∞,5]. 

Επομένως, το σύνολο τιμών της f είναι f(IR) = (-∞,5]U[1,5]U[1,5]U(-∞,5] 

= (-∞,5]. 

γ) Από το ερώτημα (β) προκύπτει ότι f(x) ≤ 5 με την ισότητα να ισχύει μόνο για x = -2 και x = 2. 

Επιπλέον, g(x) = |𝑥2 − 4| + 5 ≥ 0+5 = 5, με την ισότητα να ισχύει μόνο για x = -2 και x = 2. 

Επομένως οι αριθμοί -2, 2 είναι λύσεις της εξίσωσης f(x) = g(x) και είναι οι μοναδικές, αφού για οποια-

δήποτε άλλη τιμή του x ισχύει f(x) < g(x), οπότε η εξίσωση f(x) = g(x) είναι αδύνατη. 

δ) Η συνάρτηση h(x)=xf(x) είναι περιττή, γιατί h(-x) = -xf(-x)  

 =
𝑓 ά𝜌𝜏𝜄𝛼

 -xf(x)  

= -h(x). 

Άρα (παρατήρηση 23) ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= 0. 

 

Εναλλακτικά αν θέσουμε  𝛪 = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 = ∫ 𝑢𝑓(−𝑢)𝑑𝑢

−1

1
 

=
𝑓 ά𝜌𝜏𝜄𝛼

 ∫ 𝑢𝑓(𝑢)𝑑𝑢
−1

1
 

 = −∫ 𝑢𝑓(𝑢)𝑑𝑢
1

−1
 

 = −𝐼. 

Άρα 2𝐼 = 0  𝐼 = 0. 

31. 26184-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥

√𝑥
, 𝑥 > 0. 

α) Να βρείτε, με απόδειξη, την κατακόρυφη ασύμπτωτη και την οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης της 𝑓.         (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 έχει ολικό μέγιστο για 𝑥 = 𝑒2. (Μονάδες 8) 

γ) Να υπολογίστε το ολοκλήρωμα 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑒2

1
.     (Μονάδες 9) 

Θέτω u = -x. 

Τότε x = -u  

και όταν x→ -∞, τότε u→ +∞ 

Θέτω u = -x. 

Τότε x = -u  

(x)΄dx=(-u)΄du  dx= -du 

Όταν x = -1 τότε u=1 

Όταν x=1 τότε u = -1 
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Λύση: 
α) Κατακόρυφη: Καθώς η συνάρτηση f είναι συνεχής στο (0,+∞), ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων, 

κατακόρυφη ασύμπτωτη μπορεί να είναι μόνο η ευθεία με εξίσωση x = 0. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑥

√𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝑙𝑛𝑥  
1

√𝑥
) = (-∞)(+∞) = -∞. 

Άρα η ευθεία x = 0 (άξονας yy΄) είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη. 

Οριζόντια: 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥

√𝑥
  

=
𝐷𝐿𝐻

(
+∞

+∞
)

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑥)΄

(√𝑥)΄
  

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

1

𝑥
1

2√𝑥

 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

2

√𝑥
 

 = 0. 

'Ώστε η ευθεία y = 0 (άξονας xx΄) είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +∞. 

β) f ΄(x) = (
𝑙𝑛𝑥

√𝑥
)
′

= 
√𝑥(𝑙𝑛𝑥)΄−(√𝑥)΄𝑙𝑛𝑥

(√𝑥)2
 

 = 

√𝑥

𝑥
 − 
𝑙𝑛𝑥

2√𝑥

𝑥
 

 = 

1

√𝑥
 − 
𝑙𝑛𝑥

2√𝑥

𝑥
 

 = 
2−𝑙𝑛𝑥

2𝑥√𝑥
. 

• f ΄(x) = 0  …  x = e2. 

• f ΄(x) > 0  …  0 < x < e2 και f ΄(x) < 0  …  x > e2. 

x 0                     e2                  +∞ 

f ΄(x) + - 

f(x)   

O.M. f(e2) 

'Ώστε η γραφική παράσταση της f έχει ολικό μέγιστο για x = e2. 

γ) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑒2

1
 = ∫

𝑙𝑛𝑥

√𝑥
𝑑𝑥

𝑒2

1
 = 2∫

1

2√𝑥
𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥

𝑒2

1
………………..πολ/ζουμε & διαιρούμε με 2 

 = 2∫ (√𝑥)΄ 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥
𝑒2

1
 

=
𝜊𝜆𝜊𝜅𝜆.

𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾.
 2[√𝑥𝑙𝑛𝑥]

1

𝑒2

− 2∫ √𝑥(𝑙𝑛𝑥)΄𝑑𝑥
𝑒2

1
 

 = 4e−2∫
√𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑒2

1
 

 = 4e−2∫
1

√𝑥
𝑑𝑥

𝑒2

1
 

 = 4e−4∫
1

2√𝑥
𝑑𝑥

𝑒2

1
 

 = 4e−4[√𝑥]
1

𝑒2

 

 = 4e−4𝑒 + 4 
 = 4. 

32. 27321-4: Σε μια χώρα, οι επιστήμονες μελέτησαν για μεγάλο χρονικό διάστημα την μεταβολή του 

πληθυσμού των ψαριών σε έναν ποταμό και δημιούργησαν ένα προσεγγιστικό μαθηματικό μοντέλο 

που συσχετίζει τον πληθυσμό 𝑥 των ψαριών στο τέλος ενός συγκεκριμένου έτους με τον αναμενόμενο 

πληθυσμό 𝑦 των ψαριών στο τέλος της αμέσως επόμενης χρονιάς. Το μοντέλο εκφράζεται από τη 

σχέση 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥𝑒−𝛽𝑥, 𝑥 ∈ (0,+∞) όπου 𝛼, 𝛽 θετικές σταθερές, με 𝛽 ∈ (0,1) και 𝑎 ∈ (1,+∞).  
α) Να βρείτε την τιμή του τρέχοντος πληθυσμού 𝑥 που μεγιστοποιεί τον πληθυσμό 𝑦 των ψαριών το 

επόμενο έτος σύμφωνα με αυτό το μοντέλο. Ποια είναι αυτή η μέγιστη τιμή του πληθυσμού 𝑦;

            (Μονάδες 9) 
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β) Να εξηγήσετε γιατί ένας απεριόριστα μεγάλος πληθυσμός ψαριών δεν θα είναι βιώσιμος την αμέσως 

επόμενη χρονιά.          (Μονάδες 7) 

γ) Θεωρούμε συνάρτηση 𝐹 η οποία είναι μια παράγουσα (αρχική) της συνάρτησης 𝑓. Να αποδείξτε ότι 

𝐹(𝛽) − 𝐹(2𝛽) =
𝛼

𝛽2
∙
2𝛽2+1−(1+𝛽2)𝑒𝛽

2

𝑒2𝛽
2 .        (Μονάδες 9) 

Λύση:  

α) Για x > 0 είναι f '(x) = α[(x)΄e-βx + x(e-βx)΄] 

 = α[e-βx + x(-βx)΄e-βx] 

 = αe-βx (1 - βx). 

• ΄ f '(x) = 0  1 – βx = 0  x = 
1

𝛽
 , αφού α > 1, e-βx > και β > 0 

• ΄ f '(x) > 0  1 – βx > 0  x < 
1

𝛽
 , αφού α > 1, e-βx > και β > 0 

και f '(x) > 0  …  x > 
1

𝛽
 , 

 οπότε παίρνουμε τον παρακάτω πίνακα. 

x 0                     
1

𝛽
                    +∞ 

f ΄(x) + - 

f(x)   

Ο.Μ. 𝑓 (
1

𝛽
) = 

𝛼

𝛽𝑒
 

Επομένως όταν ο τρέχων πληθυσμός είναι x = 
1

𝛽
 , τότε ο πληθυσμός την αμέσως επόμενη χρονιά θα 

πάρει την μεγαλύτερη δυνατή τιμή, ίση με  𝑓 (
1

𝛽
) = 

𝛼

𝛽𝑒
. 

β) Καθώς θέλουμε να προσεγγίσουμε τον πληθυσμό y των ψαριών, όταν την αμέσως προηγούμενη 

χρονιά, ο πληθυσμός είναι απεριόριστα μεγάλος, ζητάμε το 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑎 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥

𝑒𝛽𝑥
 

=
𝐷𝐿𝐻

(
+∞

+∞
)

𝑎 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑥)′

(𝑒𝛽𝑥)
′  

= 𝑎 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

1

𝑒𝛽𝑥(𝛽𝑥)′
 

= 
𝑎

𝛽
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

1

𝑒𝛽𝑥
 

= 0, 

κάτι που σημαίνει ότι αν ο πληθυσμός κάποια χρονιά είναι απεριόριστα μεγάλος, την αμέσως επό-

μενη χρονιά ο πληθυσμός των ψαριών πρακτικά θα εξαφανιστεί. 

γ) Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού, θα έχουμε: 

F(β) – F(2β) = [𝐹(𝑥)]2𝛽
𝛽

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

2𝛽
 = 𝑎 ∫ 𝑥𝑒−𝛽𝑥𝑑𝑥

𝛽

2𝛽
 

= −
𝑎

𝛽
∫ 𝑥(𝑒−𝛽𝑥)

′
𝑑𝑥

𝛽

2𝛽
 

 =
𝜊𝜆𝜊𝜅𝜆.

𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾.
 [−

𝑎

𝛽
𝑥𝑒−𝛽𝑥]

2𝛽

𝛽
+ 
𝑎

𝛽
 ∫ (𝑥)′𝑒−𝛽𝑥𝑑𝑥
𝛽

2𝛽
 

= [
𝑎

𝛽

𝑥

𝑒𝛽𝑥
]
𝛽

2𝛽
+ 
𝑎

𝛽
 ∫ 𝑒−𝛽𝑥𝑑𝑥
𝛽

2𝛽
  

= 
2𝛼

𝑒2𝛽
2 −

𝛼

𝑒𝛽
2 − 

𝑎

𝛽2
[𝑒−𝛽𝑥]

2𝛽

𝛽
  

= 
2𝛼

𝑒2𝛽
2 −

𝛼

𝑒𝛽
2 + 

𝑎

𝛽2
[
1

𝑒𝛽𝑥
]
𝛽

2𝛽

  

= 
2𝛼

𝑒2𝛽
2 −

𝛼

𝑒𝛽
2 + 

𝑎

𝛽2
(
1

𝑒2𝛽
2 −

1

𝑒𝛽
2)  

= 
𝑎

𝛽2
(
2𝛽2

𝑒2𝛽
2 −

𝛽2

𝑒𝛽
2) + 

𝑎

𝛽2
(
1

𝑒2𝛽
2 −

1

𝑒𝛽
2)  

= 
𝑎

𝛽2
(
2𝛽2

𝑒2𝛽
2 −

𝛽2

𝑒𝛽
2 +

1

𝑒2𝛽
2 −

1

𝑒𝛽
2) 



ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ   11 
 

= 
𝑎

𝛽2
(
2𝛽2

𝑒2𝛽
2 −

𝛽2𝑒𝛽
2

𝑒2𝛽
2 +

1

𝑒2𝛽
2 −

𝑒𝛽
2

𝑒2𝛽
2) 

= 
𝑎

𝛽2
 
2𝛽2+1−𝑒𝛽

2
(1+𝛽2)

𝑒2𝛽
2 . 

33. 27322-4: Ο νόμος του Νεύτωνα που αφορά την μείωση της θερμοκρασίας 𝑇 (σε βαθμούς Κελσίου) 

ενός σώματος συναρτήσει του χρόνου 𝑡 (σε ώρες), ορίζεται από την εξίσωση 

𝑇(𝑡) = 𝐸 + (𝑇0 − 𝐸)𝑒
−𝑘𝑡 , όπου: 

• 𝛦 είναι η σταθερή θερμοκρασία του περιβάλλοντος χώρου στον οποίο βρίσκεται το σώμα με 𝐸 < 𝑇0. 

• 𝛵0 = 𝛵(0) είναι η αρχική θερμοκρασία του σώματος τη στιγμή που τοποθετείται στον περιβάλλοντα 

χώρο.  

• 𝑘 είναι μια θετική σταθερά. 

α) Να υπολογίστε το 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

𝑇(𝑡) και να ερμηνεύστε το αποτέλεσμα.   (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξτε ότι 𝑇′(𝑡) = 𝑘[𝐸 − 𝑇(𝑡)].       (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξτε ότι το ολοκλήρωμα 𝐼 = ∫ (𝛦 − 𝑇(𝑡)) ∙ 𝑙𝑛(𝑇(𝑡))𝑑𝑡
1

0
 ισούται με 

2𝑒3−3𝑒4

𝑘
 αν είναι 𝛵(0) =

𝑒4 και 𝛵(1) = 𝑒3.                  (Μονάδες 10) 

Λύση: 

α) 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

𝑇(𝑡)  = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

(𝐸 + (𝑇0 − 𝐸)𝑒
−𝑘𝑡)  

= Ε + (T0 -E) 0 

= E……………………γιατί 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

𝑒−𝑘𝑡 = 0. 

Πρακτικά, αυτό σημαίνει ότι μετά την πάροδο απεριόριστα μεγάλου χρονικού διαστήματος η θερμοκρα-
σία του σώματος θα εξισωθεί με την θερμοκρασία του περιβάλλοντος. 

β) T '(t) = (Ε)΄+ (Τ0 – Ε)e-kt(-kt)΄ 

 = -k(Τ0 – Ε)e-kt . 

 = -k(T(t) – E). 

 = k(E - T(t)). 

γ) 𝐼 = ∫ (𝛦 − 𝑇(𝑡)) ∙ 𝑙𝑛(𝑇(𝑡))𝑑𝑡
1

0
=
(𝛽) 1

𝑘
∫ 𝑇′(𝑡) ∙ 𝑙𝑛(𝑇(𝑡))𝑑𝑡
1

0
 

=
𝜊𝜆𝜊𝜅𝜆.

𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾. 1

𝑘
[𝛵(𝑡) ∙ 𝑙𝑛𝑇(𝑡)]0

1 −
1

𝑘
∫ 𝑇(𝑡) ∙ [𝑙𝑛𝑇(𝑡)]′𝑑𝑡
1

0
  

  = 
1

𝑘
𝑇(1)𝑙𝑛𝑇(1) −

1

𝑘
𝑇(0)𝑙𝑛𝑇(0) −

1

𝑘
∫ 𝑇(𝑡) ∙

1

𝑇(𝑡)
𝑇 ΄(𝑡)𝑑𝑡

1

0
  

  = 
1

𝑘
𝑒3𝑙𝑛𝑒3 −

1

𝑘
𝑒4𝑙𝑛𝑒4 −

1

𝑘
∫ 𝑇(𝑡) ∙

1

𝑇(𝑡)
𝑇 ΄(𝑡)𝑑𝑡

1

0
  

  = 
1

𝑘
(3𝑒3 − 4𝑒4 − ∫ 𝑇 ΄(𝑡)𝑑𝑡

1

0
)  

  = 
1

𝑘
(3𝑒3 − 4𝑒4 − [𝛵(𝑡)]0

1)  

  = 
1

𝑘
(3𝑒3 − 4𝑒4 − 𝑇(1) + 𝑇(0))  

  = 
1

𝑘
(3𝑒3 − 4𝑒4 − 𝑒3 + 𝑒4)  

  = 
2𝑒3−3𝑒4

𝑘
 . 

34. 27668-4: Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 3)(𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 1), 𝑥 ∈ IR με 1 < 𝜆 < 3. 

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓′(𝑥) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες στο ℝ.          (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε η συνάρτηση 𝑓 έχει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο και ένα σημείο κα-

μπής.           (Μονάδες 8) 

γ) Αν επιπλέον ισχύει 𝑓(𝑥) = −𝑓(4 − 𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ IR, τότε να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

1
.          (Μονάδες 5) 
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Λύση: 

α) Για κάθε 𝑥 ∈ IR έχουμε f '(x) = (x-3)'(x-λ)(x-1) + (x-3)(x-λ)΄(x-1) + (x-3)(x-λ)(x-1)΄ 

= (x-λ)(x-1) + (x-3)(x-1) + (x-3)(x-λ). 

Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στα διαστήματα[1,λ] και [λ,3] αφού 

• είναι συνεχής σε αυτά ως πολυωνυμική, 

• παραγωγίσιμη στα (1,λ), (λ,3) και 

• f(1) = f(λ) = f(3) = 0.. 

Επομένως, υπάρχουν ξ1(1,λ) και ξ2(λ,3) τέτοια, ώστε f ΄(ξ1) = f ΄(ξ2) = 0. 

Επειδή η συνάρτηση f '(x) = … = 3x2 – (2λ + 8)x + 4λ + 3 είναι πολυωνυμική δευτέρου βαθμού, έπεται 

ότι η εξίσωση f '(x) = 0 δεν έχει άλλες ρίζες εκτός από τις ξ1, ξ2 στο IR. 

Σχόλιο: Παρατηρούμε ότι η f ' (x) = 3x2 – (2λ + 8)x + 4λ + 3 έχει διακρίνουσα Δ = … = 4(λ2 - 4λ+7) > 0 

γιατί το λ2 - 4λ+7 έχει Δ΄ = -12 < 0 οπότε λ2 - 4λ+7 > 0 για κάθε λIR. 

Άρα η f '(x) = 0 έχει ακριβώς δυο ρίζες άνισες στο IR.  
β) Το πρόσημο της f '(x) , η μονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον πίνακα. 

x -∞            ξ1               ξ2        +∞ 

f΄(x) + - + 

f(x) 
   

Τ.Μ.             Τ.Ε. 

Άρα η συνάρτηση f έχει ένα τοπικό μέγιστο, το f(ξ1) και ένα τοπικό ελάχιστο, το f(ξ2), που παρουσιά-

ζονται στις θέσεις ξ1 και ξ2 αντίστοιχα. 

f ΄΄(x) = 6x - (2λ+8). 

f ΄΄(x) = 0  6x - (2λ+8) = 0 

 6x = 2λ+8 

 x = 
𝜆+4

3
 . 

Το πρόσημο της f ΄΄(x), τα κοίλα και το σημείο καμπής  

της f φαίνονται στον διπλανό πίνακα. 

 

Από το πρόσημο της f ΄΄(x) που φαίνεται στον πίνακα,     Σ.Κ. 

προκύπτει ότι η f είναι κοίλη για x(−∞,
𝜆+4

3
) και κυρτή για x(

𝜆+4

3
, +∞). Έχει Σ.Κ. στη θέση x0 = 

𝜆+4

3
. 

 γ)  𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

1
 = −∫ 𝑓(4 − 𝑥)𝑑𝑥

3

1
  

= −∫ 𝑓(𝑢)(−𝑑𝑢)
1

3
 

= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
1

3
 

= −∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
3

1
 

= −𝐼. 

Άρα 𝐼 = −𝐼  2𝐼 = 0  𝐼 = 0  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

1
= 0. 

β τρόπος : 𝑓(𝑥) = −𝑓(4 − 𝑥)   (𝑥 − 3)(𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 1) = −(4 − 𝑥 − 3)(4 − 𝑥 − 𝜆)(4 − 𝑥 − 1) 

 (𝑥 − 3)(𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 1) = −(1 − 𝑥)(4 − 𝑥 − 𝜆)(3 − 𝑥) 

 (𝑥 − 3)(𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 1) = (𝑥 − 1)(𝑥 + 𝜆 − 4)(𝑥 − 3) 

 (𝑥 − 3)(𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 1) − (𝑥 − 1)(𝑥 + 𝜆 − 4)(𝑥 − 3)=0 

 (𝑥 − 3)(𝑥 − 1)(2 − 𝜆)=0 ……η οποία για να ισχύει για κάθε 𝑥 ∈ IR 

 2-λ=0 

 λ=2.  
Άρα f(x) = (x-3)(x-2)(x-1) = … = x3-6x2+11x-6, οπότε: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

1
 = ∫ (𝑥3 − 6𝑥2 + 11𝑥 − 6)𝑑𝑥

3

1
 = [

𝑥4

4
− 2𝑥3 + 11

𝑥2

2
− 6𝑥]

1

3

 

 = 
81

4
− 54 +

99

2
− 18 − (

1

4
− 2 +

11

2
− 6) = 

81

4
− 54 +

99

2
− 18 −

1

4
+ 2−

11

2
+ 6 

 = 
80

4
− 64 +

88

2
 

 = 20 – 64 + 44 

 = 0. 

x -∞               
𝜆+4

3
                  +∞ 

f  ΄ ΄ (x) - + 

f(x) 

  

 

Θέτω u = 4 - x. 

Τότε x = 4 - u  

(x)΄dx=(4-u)΄du  dx= -du 

Όταν x = 1 τότε u=3 

Όταν x=3 τότε u = 1 
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35. 29549-4: Δίνεται η δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓: IR → IR με συνεχή δεύτερη παράγωγο 

τέτοια, ώστε  𝑓′(0) = 𝑓(0) = 0 και ∫ (𝑓(𝑥) + 𝑓″(𝑥))𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
= 0. Να αποδείξετε ότι: 

α) ∫ 𝑓″(𝑥)𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
= −∫ 𝑓′(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥

𝜋

0
.       (Μονά-

δες 7) 

β) 𝑓(𝜋) = 0.          (Μονάδες 8) 

γ) Στο διάστημα (0, 𝜋) υπάρχει μια τουλάχιστον πιθανή θέση σημείου καμπής.     (Μονάδες 10) 

Λύση: 

α) ∫ 𝑓″(𝑥)𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
 = ∫ (𝑓′(𝑥))

′
𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥

𝜋

0
  =
𝜊𝜆𝜊𝜅𝜆

𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾.
[𝑓′(𝑥)𝜂𝜇𝑥]0

𝜋 − ∫ 𝑓′(𝑥)(𝜂𝜇𝑥)′𝑑𝑥
𝜋

0
  

= f ‘(π)ημπ - f ‘(0)ημ00−∫ 𝑓′(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
 

= −∫ 𝑓′(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
. 

β) ∫ (𝑓(𝑥) + 𝑓″(𝑥))𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
= 0  ∫ 𝑓(𝑥)𝜂𝜇𝑥 + 𝑓″(𝑥)𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥

𝜋

0
= 0 

(𝛼)
⇔  ∫ 𝑓(𝑥)𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥

𝜋

0
− ∫ 𝑓

′(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
= 0 

 −∫ 𝑓(𝑥)(𝜎𝜐𝜈𝑥)΄𝑑𝑥
𝜋

0
− ∫ 𝑓

′(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
= 0 

 −∫ (𝑓(𝑥)(𝜎𝜐𝜈𝑥)΄ + 𝑓′(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥)𝑑𝑥
𝜋

0
= 0 

 −∫ (𝑓(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥)′𝑑𝑥
𝜋

0
= 0 

 ∫ (𝑓(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥)′𝑑𝑥
𝜋

0
= 0 

 [𝑓(𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥]0
𝜋 = 0 

 

 f(π)συνπ – f(0)συν00 = 0 

 - f(π) = 0 

 f(π) = 0. 

γ) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,π] και παραγωγίσιμη στο (0,π) ως δυο φορές παραγωγίσιμη στο 
IR και είναι f(0) = f(π) = 0. 
Επειδή η συνάρτηση f πληροί τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο [0,π], υπάρχει τουλάχιστον ένα  

x0(0,π), τέτοιο, ώστε f ‘(x0) = 0. 
Ακόμη η f ‘ είναι συνεχής στο [0,x0] και παραγωγίσιμη στο (0,x0), ως παραγωγίσιμη στο IR και είναι f ‘(0)= 
= f ‘(x0) = 0.  
Επειδή η συνάρτηση f ‘ πληροί τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο [0,x0], υπάρχει ένα τουλάχιστον 

ξ(0,x0), τέτοιο ώστε f ΄΄(ξ) = 0 που σημαίνει ότι το ξ είναι πιθανή θέση Σ.Κ. 

36. 31551-4: Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓(𝑥) = {

𝜂𝜇𝑥

𝑥
  ,  𝑥 ∈ [−𝜋, 0) ∪ (0, 𝜋]

1  ,  𝑥 = 0    
 

 και 𝜑(𝑥) = 𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥,                  

𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋]. 
α) Να αποδείξετε ότι η 𝜑 είναι γνησίως φθίνουσα στο [−𝜋, 𝜋] και να βρείτε το πρόσημό της. 

               (Μονάδες 10) 

β) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.        (Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε τις τιμές του 𝜅 ∈ (−𝜋, 𝜋) για τις οποίες ισχύει ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝜅

0
.  (Μονάδες 5) 

Λύση: 

α) Η συνάρτηση φ είναι παραγωγίσιμη στο [-π,π] ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με φ'(x) =        

= –xημx + συνx – συνx = –xημx. 

Είναι φ'(π) = φ'(-π) = φ'(0) = 0 . 

• Για x(-π,0) είναι x < 0 και ημx < 0 (3ο - 4ο τεταρτημόρια) οπότε φ'(x) = –xημx < 0, άρα η φ είναι γνησίως 

φθίνουσα στο (-π,0). 

• Για x(0,π) είναι x > 0 και ημx > 0 (1ο -2ο τεταρτημόρια) οπότε φ'(x) = –xημx < 0, άρα η φ είναι γνησίως 

φθίνουσα στο (0,π). 

Επειδή η συνάρτηση φ είναι συνεχής στο x = 0, θα είναι και γνησίως φθίνουσα στο [-π,π]. 

Πρόσημο φ(x): 

0 0 

-1 1 0 



ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΤΡΑΠΕΖΑΣ ΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ   14 
 

• Για x < 0 
𝜑 ↓
⇔  φ(x) > φ(0)  φ(x) > 0. 

• Για x > 0 
𝜑 ↓
⇔  φ(x) < φ(0)  φ(x) < 0. 

Πίνακας προσήμου φ(x) 

x -π                0                   π 

φ(x) + - 
β) Η συνάρτηση f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη σε καθένα από τα διαστήματα [-π,0) και (0, π] ως 

πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με f '(x) = 
𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥−𝜂𝜇𝑥

𝑥2
 = 
𝜑(𝑥)

𝑥2
. 

Επίσης 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
 = 1 = f(0) = 1, οπότε η f είναι συνεχής στο 0. 

• Για x < 0 είναι φ(x) > 0 και άρα και f '(x) > 0 και η f είναι γνησίως αύξουσα στο [-π,0]. 

• Για x > 0 είναι φ(x) < 0 και άρα και f '(x) < 0 και η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,π]. 

Παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 0 το f(0) = 1 και ολικό ελάχιστο στο -π και στο π το f(π) = f(-π) = 0. 

γ) Η ισότητα αληθεύει για κ = 0 αφού ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 0
0

0
. 

• Αν κ > 0 τότε 0 < x < κ  φ(x) < 0 και ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 < 0
𝜅

0
. 

• Αν κ < 0 τότε κ < x < 0  φ(x) > 0 και ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 > 0
𝜅

0
. 

Συνεπώς η μοναδική τιμή του κ(-π,π) για την οποία ισχύει ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝜅

0
 είναι η κ = 0. 

37. 32225-4: Για μια συνεχή συνάρτηση f: [−1,+∞) →IR ισχύουν: 

•  (f(x) + x)2 = x2(x + 1), για κάθε x ∈ [−1,+∞), 

• f(1) > −1 και f (−
1

2
) <

1

2
. 

α) Αν g(x) = f(x) + x, x ∈ [−1,+∞) τότε  

i. Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης g(x) = 0.       (Μονάδες 5) 

ii. Να αποδείξετε ότι g(x) < 0 για κάθε x ∈ (−1,0) και  g(x) > 0 για κάθε x ∈ (0,+∞). 

(Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι f(x) = x(√x + 1 − 1), x ≥ −1.           (Μονάδες 7) 

γ) Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή τότε να αποδείξετε ότι η h(x) = f(x + 1) − f(x), x ∈ (−1,+∞) είναι 

γνησίως αύξουσα και έπειτα ότι  ∫ (f(x + 1) − f(x))dx
2024

2023
< ∫ (f(x + 2) − f(x + 1))dx

2024

2023
. 

(Μονάδες 6) 

Λύση: 

α) i. Για κάθε x ∈ [−1,+∞), είναι (f(x) + x)2 = x2(x + 1)  g2(x) = x2(x + 1)………………….(1) 

𝑔(𝑥)=0
⇔     x2(x+1) = 0 

𝑥≥−1
⇔   x2 = 0 ή x + 1 = 0 

 x = 0 ή x = -1. 

ii. Η συνεχής (ως άθροισμα συνεχών) g(x) είναι μη μηδενιζόμενη σε καθένα από τα διαστήματα (-1,0) και 

(0,+∞), άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα (-1,0) και (0,+∞).  

Ακόμη είναι g(1) = f(1)+1 > -1+1 = 0, οπότε g(x) > 0 στο διάστημα (0,+∞) και 𝑔 (−
1

2
) = 𝑓 (−

1

2
) −

1

2
 < 0, 

οπότε g(x) < 0 στο διάστημα (-1,0). 

β) • Για -1 < x < 0 είναι g(x) < 0 και x < 0 οπότε |g(x)| = - g(x) και |x| = - x. 

(1)  |𝑔(𝑥)| = |𝑥|√𝑥 + 1  −𝑔(𝑥) = −𝑥√𝑥 + 1 

 𝑔(𝑥) = 𝑥√𝑥 + 1 

 𝑓(𝑥) + 𝑥 = 𝑥√𝑥 + 1 
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 𝑓(𝑥) = 𝑥(√𝑥 + 1 − 1)……………………….(2) 

• Για x > 0 είναι g(x) > 0 οπότε |g(x)| =g(x) και |x| = x. 

(1)  |𝑔(𝑥)| = |𝑥|√𝑥 + 1  𝑔(𝑥) = 𝑥√𝑥 + 1  

 𝑓(𝑥) + 𝑥 = 𝑥√𝑥 + 1 

 𝑓(𝑥) = 𝑥(√𝑥 + 1 − 1)………………………(3) 

Ακόμη είναι (f(x) + x)2 = x2(x + 1)
𝑥=−1
⇔   (f(-1)-1)2 = 0  

 f(-1) = -1,  

η οποία προκύπτει και από τη σχέση (2). 

Επίσης είναι (f(x) + x)2 = x2(x + 1)
𝑥=0
⇔  f 2(0) = 0  

 f(0) = 0,  

η οποία προκύπτει και από τη σχέση (3). 

Άρα ο τύπος της συνάρτησης f είναι f (x) = 𝑥(√𝑥 + 1 − 1), για κάθε x ≥ -1. 

γ) Η συνεχής συνάρτηση f είναι κυρτή άρα η f ' είναι γνησίως αύξουσα στο (-1,+∞).  

Ακόμη είναι h'(x) = f '(x+1)  (x+1)’ – f ‘(x)  = f '(x+1) – f ‘(x). 

x+1 > x 
𝑓′↑
⇔  f ‘(x+1) > f ‘(x) 

  f ‘(x+1) - f ‘(x) > 0 

  h'(x) > 0. 

Άρα η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα.  

Για κάθε x[2023,2024]είναι x < x +1 
ℎ ↑
⇔ h(x+1) < h(x). Επιπλέον οι h(x), h(x+1) είναι συνεχείς άρα ισχύει 

∫ ℎ(𝑥 + 1)
2024

2023
𝑑𝑥 > ∫ ℎ(𝑥)

2024

2023
𝑑𝑥  ∫ (𝑓(𝑥 + 2) − 𝑓(𝑥 + 1))

2024

2023
𝑑𝑥 > ∫ (𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥))

2024

2023
𝑑𝑥. 

38. END. 


