1.

ENNOIA THX MAPArQroy >YNAPTH2HZ

Opioudéc: ‘Eotw f: A—IR kal XoeA.
To 6pio lim )~/ (*o)

(1)oTav uttapyel Kai
xX-x, X™Xg
€ival TTPAYHUATIKOG apIBuOG, AéyeTal TrTapayw-
YOG apiBudg TnG f 010 X0 KAI GUPBOAICETAI UE
. df(xo) , df(x) .
f"(Xo), P n I x:xo' AnAadn:
f'(xp) = lim TE)T o) rare n ouvdp-
xX-xg XXp

Tnon f Aéue OTI eival TTapaywyiciygn oTo on-
MEio Xo TOU TTEdiOU OpPIoUOU TNG,

MoAAEG @opEG avTi TOu TTapaTTAvw opiou, Xpn-

OIJOTTOIOUE TIG HOPYEG:
' . f(xo+h)—f(x0)
a Xo) = lim ,
) f'(x0) pm h
otnVv (1) Béocoupe x=xo+h. (Me ammddeign).
' . fxoh)—f(Xo)
Xy) = lim——————
B) /7 (%0) h-1 xo(h-1)
(1) B€ooupe x=xoh. (Me atrddeIgn).
/ g AFO) . Ay
Vo f(xe) = fim =l = lims
eav otnv (1) Béooupe Af(x)=Ay=f(x)-f(xo) Kai
AX=Xx-Xo..
Q¢ yvwoTtév 10 Oplo dev egapTaTal atd TO
ypéupa g petaBAnmis. Apa f'(xg) =
. - . t)—
lim fO)—f(xo) _ lim f(®) f(xo)_
xX-x, X—Xg tox, t—Xo
H TTapdywyog HIag ouvaptnong €xel vonua
MOVO yia Ta onueia Tou TTediou opiopou TNG A.

‘ETot:
f'(x0) =

i) Eav A=[Xo,q), T0TE
lim TG~/ (%) €IR. To 6pio auTd Aéye-
x-xg XX

Tal Kol 8e§1d TTAgUpIKA TTapdywyog TnG f
OTO Xo KOl cUpBOAICeTal F5 (Xo).
f(xo) =

ii) Eav A=(a,Xo], T0TE
€ R. To 6pio auTtd Aéye-

edv

, €Qv oTnVv

lim f(x)—f(xo)
xX-x,  X~Xg
Tal KAl ApPIOTEPR TTAEUPIKN TTAPAYWYOG
NG f 0TO Xo KaI cupBoAIZeTal Fy (Xo).

iii) Eav 10 X0 &¢v €ival akpo d1a0TAPATOG, TOTE
n f eivar Tapaywyioiuyn o©TO0 Xo, €AV
lim L9 &0) _ i FEO=F(x0) R.Tnv I-
x_,xa' X=X xX—>xg X=X
016TNTa QUTA TNV XPNOIMOTIOIOUUE UTTO-
XPEWTIKA OTavV B€Aoupe va Bpouue Tnv
TTOPAYWYO OUVAPTNONG O€ GNUEIO TTOU aA-
AGCel o TTOAAATTAGG TUTTOG TNG.

fO)—fxo) _ 4

TNV TEPITITWaon Tou lim
X—>xo X—Xo

f dev gival TTapaywyiciun oTo Xo.

Opioudc: H ouvdptnon S(t) Tou kaBopilel Tn
B¢on evOg OWPATOG TN XPOVIKN OTIyunA t, ovo-
padeTal ouvdpTtnon 8€éong Tou KivnTou.

00, N

7. Opioudc: Méon taxuTtnTa TOU KIvnTOU OTO

Xpoviké didotnua At=t-t, ovouddeTal 1o TN-
S(t)-S(t :
Aiko (t)—S( 0)= us'ra‘L"oman-
t—to xpovog

. Opioud¢: To 6plo TG péong TaxuTnTag, Ka-

Bwg 10 t TEivel oTO to, TO OVOPALOUNE OTIY-
MIgio TaXUTNTA TOU KIVNTOU TN XPOVIKN
oTIyHnA to Kal TN oupBoAifoupe pe u(to). AnAadn

u(to) = lim SW=5C0) g4y,

[

-ty t—to
O ioxupiouos: «E@arrrouévn evog KUKAou o€
éva anueio tou A ovoudlouue tnv gubcia n o-
Toia EXEI UE TOV KUKAO £va UOVO KOIVO anueio.
O 0pIouOGS QUTOC UTTOPET va YEVIKEUTET yia o-
T0IadNTTOTE KAUTTUANY» €ival E0QAAUEVOG, YIATI
€101 N KAPTTUAN y=x? Ba €ixe OTO Onueio TG
A(1,1) duo eaTtrtéueveg € kai ¢ (ox. 3), evw N
KAPTTUAN y=x3 dev Ba gixe KAWIG £QATITOPEVN
(ox. 4).

Vi

=y

/

10. Opioud< epamrduevns KaumuAng: ‘Eotw f pia

ouvapTtnon kai A(xo,f(Xo)) éva anueio NG Cr.
Av utt@pxel To 6pio lim T~/ (%)

X-xg  X—Xg
€VaG TTPAYMOTIKOG apiBuog A, 10T opioupe
wg e@atTopévn TG Cr 01O onueio TG A, TNV
euBeia € TTou diépxeTal atTd To A Kal €XEl OU-
vTeAEOTH B1eUBuvong A.

Kal givai



11.

12.

13.

TewWUETPIKA _EpuUNVEia Tapaywyou ouvaptn-
ong kai éiowan eQamropevng kaumuAng: ‘E-
oTw f pia ouvapTtnon kai A(xo,f(xo)) éva oTa-
Bepd onpeEio TNG YPOYPIKAG TNG TTAPACTACNG
NG ouvdptnong. 'EoTw etTiong €va GAAo on-
peio M(x,f(x)) To otroio pTTOpEi VO KIveiTal
TTAVW OTN YPAPIKN TTapdoTaon NG ouvapTn-
ong. KaBuwg 10 X TEiVEI OTO Xg HE X>Xo (OX. 5)
n téyvouoa AM @aiveTal va Traipvel yia o-
plaknf Béon €.

VA

A(_‘(._.:f(,\’“)}

L
(@] Xy &

X

(@] X — X

Tnv idia opiakr) B€on @aiveTal va TTaipvel Kal
OTaV TO X TEIVEI GTO Xo WE X<Xo (OX. 6).

H euBeia AM éxel ouvteAeoTn) dielBuvong

A=%’;§x°). H opiakr} 6€on € NG AM Ba €xel

ouvteAeoTy dielBuvong A=lim T@)-Tx0)
x-xg X~Xo

f' (x0) €pdOOV UTTAPKE! KAl €ival €vVag TTPAYUOTI-

KOG aplBuog.

Eéiowaon eparmropévng:  y-f(xo)=Ff"(Xo)(X-Xo).

Av uia ouvdptnon f dev gival TTapaywyiciyn

OTO Xo, TOTE Oev opioupe epatTopévn TNG Cy

oT1o anpueio A(xo,f(Xo)).

MNapdywyoc kai ouvéxeia: Av pia cuvapTtnon f

gival TTapaywyioiun o’ éva onueio Xo, TOTE €i-

Val KOl OUVEXNG OTO ONUEIO QuTO.

Amodeién: MNa x#xo EXOUME:

f(x)-f(xo):%-(x-xo), OTIOTE:

lim (f (x) — f(x)) = lim LOOZI o) i (5 —
X—Xq X—Xg

X—Xo X—Xg
Xo)
=f"(X0)-0
=0.

2

Emopévwg lim f(x) = f(xg), dnAadn n f givai

OUVEXNG OTO Xo.
14. Mia ouvdaptnon f ptropei va gival ouvexig o’
£va ONUEIo Xo XWpIG va gival TrTapaywyioiyn o’
autd. Ty n ou- -
vaptnon  f(x)=|x| '
gival ouvexng oTo
onueio A(0,0),

ox. 7

yiari _
lim|x| =0=f(0), 0 X

x—0

evw Oev gival TTapaywyioign oto 0, yiarti
. x]=0_ 4. x_

lim lim ==1

x-0% x=0 x-0*tx

x>0

eved lim %= 1im =X= 1 (ox. 7).

x>0~ x-0 x—)0+ X
x<0

15. E4v pia ouvdptnon d¢gv gival ouvexng os éva
onueio xo, TOTE dEV Eival TTAPAYwWYiCIUn OTO
onueio auto.

16. Opioud¢: 'EoTtw f pia ouvdptnon pe 1medio o-
pICHOU €va ouvolo A. H cuvdpTtnon f AéyeTai
TTAPAYWYioIun o1o A | ammAd, Trapaywyi-
olun, otav gival TTapaywyioiyn o€ k&Be on-
MEio XoEA.

17. Opioud¢: Mia cuvapTtnon f Aéyetal Trapayw-
yioiun oto (a,B) Tou Tediou opicpou TNG, 6-
Tav €ivar TTapaywyioiun o€ k&Be onueio
X0€(a,B).

18. Opioud¢: Mia cuvapTtnon f Aéyetal Trapayw-
yioiun oo [a,B] Tou Tediou opicpou NG, 6-
Tav €ivar TTapaywyioiun o€ K&Be onueio

f)-f(a)

x—a

Xo€(a,B) kot emmiTTAéov  lim, € IR kal
X—->a

lim OB ¢ g

x>~ x=f

Opioudc: ‘Eotw f pia ouvdptnon pe medio opl-
OpoU A kal Ay TO GUVOAO TwV Cnueiwy Tou A
OTa OTToia AUTH €ival TTapaywyioiun. AvTioTol-
xiCovtag k@Be xeA oTo f'(x), opifouue TN OU-
vapTtnon n otroia ovouddeTal TPWTN TTapd-
ywyog Tn¢ f  atmrAd mapdywyog tng f.

19. 2 TTEPITTTWOEIS TTOU DEV YVWpPICouuE TOV TUTTO
MIOG ouvaptnong, aAAG divetal pia ouvapTn-
OIaKr oxéan, TOTE Ta TTPORANMATA TTAPAYWYWVY
AUvovTal pe Tov OpIoHO, 1} JE KATTOIOV ATTO TOUG
TUTTOUG TNG Trapatipnong (2) tou TTapdvTog
@UAAadiou, TToU TaIPIACEl UE TRV OUVAPTNOIOKA
ox€on Tng doknong.

20. Eav 10 X0 €ival Akpo dIaoTHPATOG, TOTE TTAPA-
ywyiceTal (TTAEUPIKA TTApAywyog) Kal UTTAPXEI
NUIEQaATTTOPEVN (BA. OXMOTA TTAPAKATW).
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22.

23.

1.

W ———————————————

(€]

. Ta va Bpouue Tnv e€iowon epatrTopévng, 0TV

oidetal n ouvdpTnon Kal TO OnuEio eTaPng

Mo(Xo,f(x0)), Bpiokoupe Ta f(xo), f'(x), f'(Xo) Kai

e@apuodlouue Tov TUTTO TNG TTapaTipnong 11.

MNa va Bpoupe Tnv e€iocwan epaTTopévng, 6Tav

oideTal N ouvapTtnon kai dgv dideTaI TO oNuEio

eTa@ns Mo(xo,f(Xo)), TOTE BpPIOKOUUE TO Xo ME

KAdtrolov atmé Toug TTaPAKATW TUTTOUG, avda-

Aoya pe Ta dedopéva TG AoKNoNG:

a. A=f'(xo).

b. 81//82 = )\1=)\2 KOl €11€ & )\1)\2=-1.

c. A=€@w OTTOU W N Ywvia TTou oxXnMaTICEl N
{nToUuEVN €QATITOMEVN UE TOV BETIKG NUIG-
gova Ox.

d. Mag divetal £éva onueio TNG £QATITOMEVNG,
OIOQOPETIKO ATTO TO ONMEIo €TTAPNG. AVTI-
KaBioToUpe TIGC ouv/veg Tou 0BEvTog an-
Meiou oTnv e€iowan TG €QATITOPEVNG KAl
TTPOKUTITEI £€ioCWON TTOU €XEl AYVWOTO TO
Xo.

e. O ouvrekeotng OlelBuvong piag eubegiag
TTou diEpxeTal  amd  Ta  onueia A(x1,y1),

B(x2,y2), ival A= % .

Mia cuvdpTtnon dev £xel EQATITOUEVN OE On-
MEio TNG Mo(Xo,f(Xo0)), 6TV dev TTapaywyideTal
OTO Xop.

AOKNOEIC OTNV E1I0AYWYH TWV TTOPOYWYWV

Na uttoAoyioete 1o aeR T€TOI0 WOTE N Cuvdp-
Tnon

3 _ >
fx) = 4)2( (20 + 1)x, x=1
(a“ + 3)x-4q, x <1
va gival TTapaywyiciyn o1o X.=1.



2. Na uttoAoyioete Ta a,BeR TETOI0 WOTE N CUVAP-

™Ton
x? +2ax+B, x> 2
f(x) =
x2+5+4+2, X < 2
va €ival Tapaywyiciyn 010 Xo=2.
3. Edv f(xo)=1 ka1 f "(X,)=668 , va atrodeiteTe OTI
. 3 -3
lim 2923 = 2004,
X-x, X—Xo
4. Edv f mapaywyioiun oto 2, va deieTe OTI
. 2)-2 '
1im LEZ2IE _ 2y _2F'(2)..
x—2 xX—2
5. Edv f TTapaywyioiun o1o X, va deigeTe OTI

o o) = X6/ () _ Fx) = xof (x0).

li
X—>Xg X — X,

6. Edv f TTapaywyioiuyn oTo a, va UTTOAOYIoETE T

opla

n1: o fOO)—f(a)
lim ==——

20~ @)

iylim
X-a X—a
7. Eav f(0)=2 ka1 f '(0)=5, va utroloyioeTe TNV
g’(0),6Tav:

i) g(x)=x3f(x)-3x> i) g(x)=f%(x)-xf(x)

8. Eotw fIR—IR pe f(x+y)=f(x)+f(y) yia kd&6e
x,yelR . Na amodeigete 6T av n f gival mapa-
ywyiolun oto 0, 16T¢ Ba gival TTapaywyiciun
oT1o R kal pdAioTa f (xo)=f "(0), yia KGBe x.<IR.

9. Eotw fIR—IR Tapaywyiociyn oto 0 kai
f(x+y)=f(xX)f(y) yia k&8¢ x,yeIR «ai f(0)=0.

a) Na uttoAoyioete 10 f(0)
B) Na atrodeitete 0TI f “(Xo)=f(Xo)f "(0), yia KGOE
Xo€lR.

10.Eotw f,g: R »R Tmapaywyioipyeg oto aelR pe
f(a)=g(a) ka1 f(x) < g(x) yia k&dBe xeIR. Na a-
TodeigeTe o1 f “(a)=g ().

11. Na v cuvaptnon fIIR—IR 1oy Uer:

g(x)-x? < f(x)< g(x)+x2 ,yia kGBe xR,
OT1TOU g oUVApPTNON TTapaywyioiun oto 0.
Na atodeicete o011 n f TTapaywyiletal 6To Xo,=0
kai ivar f (0)=g’(0).

12. Av f Tapaywyioiun oto X,=0 Kai limZ® =

x—=0 X
2004, va &¢itete om f (0)=2004.

13. EME:
Av [f(x) | < x2 yia kaBe xeIR , va Sei€ete 611 f (0)=0.
14.'Eotw f: IR —IR pe ig TTApakdTw 1810TNTEGS:
a) f(x+y)=f(x)f(y) yia k&be x,yelR ,
B) f(x)=1+xg(x) yia k&Oe xeIR ,6TT0U g OU-
vapmon pe limg(x) = 1,

4

Na &¢iete 611 n f gival TTapaywyioiun oTo

IR.
15. Eotw f: IR IR pe If (x)-f(y) | < Ix-y I yia ka0
x,yelR, veIN*.

a) Na deigeTe 611 av v=2 n f gival TTapayw-
yiolun oto IR pe f "(x)=0,

yiowun oto IR pe f "(x)=0,
y) Av v=1 gival TTapaywyioiun ;
16. EME Ocwpouue ouvdaptnon f ouvexn oto
Xo€R TéT010 WoTE LiMm f0)-2xts _ 0. Na
xX-x, X~Xg
atrodeigete 6T N euBcia (g):y=2x-3 €@ATTTETAI
oTn ypagikn mmapdotacn Cr g f o100 onueio
A(Xo,f(x0))
17. Olkovouiko (4" 5éopn) 1983:
Aivetal n ouvaptnon f opiouévn o€ éva didoTnua
NG HOPPNAG (Xo-€,Xo+E).
i) Na avagépeTte 11 AéyeTal TTapdywyog
NG f oTO ONUEIo Xo,
ii) Na ypayete TV e€icwon Tng eubeiag
TNG €QATTITONEVNG O€ €éva OnpEio M(Xo,f(Xo0)) TNG
YPOQPIKAG TTapACTACNS MIOG OouvapTnong e
TUTTO Y=f(X), 6TOV f "(X0)ER,
lii) Na Bpebei n e€Ciowon Tng eubtiag
NG e@atTouévng oTo onueio M(1,1) TG ypagi-
KAG TapdoTtaong Wiag ouvdptnong We TUTTO
y=x3,.
18. EME:
Na &¢igete 011 n ouvdptnon f: IR—IR ue
f(x)= [x-1 [+2
O¢ev gival TTapaywyioiun oto 1.
19. Oxford I.P. 1990:

A. Aivovtal ol TTapaywyioiyeg oto didotnua (a,B)
ouvaptnoels f kal g. YroBEToupe 611 Xoe(a,p).
Oewpoupe Kal TNV ouvdptnon ¢ HE @(x) =
{f(x) ,  avxE (a,X,)

g(x), QVXE|[x,,B)
i) Av f(Xo)=g(Xo) kai f "(Xo)=g (Xo), va

OciCeTe OTI N @ ival TTapaywyioiun oTo anueio
XO!

' B) Na &¢citete 6T av v>2 n f gival TTapayw-

ii) Av n ¢ gival TTapaywyioiun oTo on-

MEIO Xo, TOTE f(Xo)=g(Xo) KaI T "(X0)=g"(Xo),
B. Na TpoodiopiceTe TOUG TTPAYHATIKOUG a-
p1Buol¢ a kal B, woTte n ocuvdptTnon @
a(x+1), avxe (-3,0) ]
He @(x) = {Zeﬁx, avxe[0,4) * 'AE"

val mapaywyioiun oto 0.

20. Aivetat n ouvaptnon f  pe  f(x) =

{xz +ax+pf, OvxE€ (—=,1]
VxZ + 3, avx € (1,+«)

Na TrpoadiopioTouyv ol a,elR , waoTe va uttdp-
XEI 0 TTapdywyog apiBuédg tng f oTo 1.



21. i) Aivetai n ouvaptnon f pe f(x) =
x? avx < 2 .
{cxx +B avx>2 Na Bpebouv 1a a,felR

, WOTE va gival TTapaywyioiyn oTo 2,

ii) Na mmpoodlopioTei 0 TTPayUATIKOG apIBPOS
A, woTte n ouvdptnon f pe TUTTO f(X) =
ertu A LelR | va ival TTapaywyioiun oto

x=0.
22. Aivetair n ouvapmon f pe f(x) =
1 avx € (—= 0]
{1+lnﬂ avx € (0,1)

i) Na d¢i¢ete o1 n f dev TTapaywyiletail oto 0.
ii) Na Aubei n eCiowon f'(x)=0 oto (0,1).

23. Ocwpoupue Tnv cuvaptnon f:A—IR , yvrjoia po-
voTovn ato didoTnua A. Av n f gival TTapayw-
yiolun a10 Xo€A, f “(Xo)#0 kai f1:f(A)— IR n a-
vTioTPO®N TNG ouvexnc ato f(A), 1ote kai n
Tapaywyigetal oTo yo—f(xo) Kal 1I0XUEI

_ 1
(f ) (yO) f(x ) f'(f_l(YO))

24. Oswpoupe v ouvdptnon f: IR -IR , pe f(1)=e
kai f(x+y)=f(x)f(y), yia kaBe xelR. Na deigete
oTI:

i) f(x) > 0, yia kGBe xelR,
ii) f(0)=1,
iii) Av n f gival ouvexAg 010 X,=0, TOTE €i-
val ouvexng kai o1o IR,
iv) Av n f gival TTapaywyioiun oto X.=0,
TOTE €ival TTapaywyioiun kai oto IR.
25.24756-2: 'Eotw ouvdptnon f: IR — IR pe

f(0)=0 ka1 yia TNV oTT0iC I0XUEI OTI 11m ( )= 2.

a) Na amrodeigete ot f'(0) = 2. (Movaésg 9)

B) Na Bpeite 10 lirréf(x) . (Movadeg 8)
X—

y) Na Bpeite 10 lina% (Movadeg 8)

26. 25234-2: OscwpoUue TNV TTOPAywWYioiun ou-
vaptnon f : [a, +) = IR kai TNV ouvapTtnon
gx) = %x - % xe IR. O1 ypa@IkéG TTaPACTA-

o€lg Cy, C4 TWV OUVOPTACEWY f, g QvTioTOIXA,

@aivovTal 0TO TTAPAKATW OXNHA.
1L

27.

28.

MNnvwpi¢oupe oI

e 01 (f, Cy TéEPvVOVTal 0TO ONueio A(1,0).

e n Cr OIEpXETQI ATTO TNV APXN TWV AGOVWV.

e n G Oev €xel GAAO KoIva onueia Pe Tov G-
Eova x'x ekTOG aTT6 Ta ONEia O Kal A.

a) Na uttoAoyioeTe TO hm % (Movadeg 8)

(

B) Av eivai hm =1, va UTTOAOYIOETE TO

f'(0). (Movadeg 8)
¥) Na utrodoyioete 1o lim “;8 . (Movédec 9)
27315-2: Aivetain ouvapmon

2_
z 24, av x< 2
fO=9 " xa ue a € IR.

ax*—4, av x>2
a) Na Bpeite Ta TTAEUPIKA 6pIa TNG f OTO X =2,

onAadn 1a lim f(x) kar lim f(x).
x—-27 x—2%

Movdadeg 12
B) Na Bpeite TNV Ty ToU @, WOTE N OCuvdp-
TNON fVva gival CUVEXNG OTO Xo =2.
Movadeg 7
y) Av a = 2, va Bpeite 6TT0U OpIfETAI TNV TTO-
pAywyo TnG ouvaptnong f.
36840 OEMA 2: 310 mopakatw oxnpa divovrat
oL YPadIKEC TIOPACTACELG 2 TIAPOYWYICLUWY
ouvaptioewv twv f kat h. Kat ot 2 ypadikeg
TaPAoTAcELS edamnrtovtal Tou afova X'x oto
onpeio tou A(6,0). N'vwpiloupe otLn f maipvel
BETIKEG TIUEG KovTA oTo 6 Kat n h maipvel ap-
VNTIKEG TLUEG OPLOTEPA TOU 6 KAl BETIKEG TLUEC
de€la tou 6.

Movadeg 6




o) Na Bpeite to nedio oplopou KABe piag amnod Tig
ouvaptnoeLg f kat h. Movadec 6
B) Na Bpeite, av umapyxouv, Ta TAPAKATW OpPLA,

SikatoAoywvtag TV andavinon oog.

1
i. lim—— Movadeg 7

x—6 f(x)
.. . 1 ,
ii. }Cl_r)ré Py Movdaseg 7

iii. lim 1) Movadec 5
x—6 X—6
29. END.
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