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Σύλλογος Θετικών 

Επιστηµόνων ∆ράµας 

∆ιαγωνισµός στη µνήµη  

του καθηγητή: Βασίλη Ξανθόπουλου 

 

Μαθηµατικά : 

 

Τάξη: B΄  
∆ράµα 28 Μαρτίου 2010 

Θέµα 1ο  

Η διαίρεση πολυωνύµου f(χ) µε το  g(χ) = χ2 + 1 δίνει πηλίκο π(χ) = χ + 1 

και υπόλοιπο  υ(χ) = ( ) 14
2

1 2 ++





 −+ xx ασυνσυναηµα   

για κάποια γωνία α rad. 

 

α)     Να βρείτε το f(x) 

 

β)     i)     Να βρείτε το f(α + 1),  α ∈ R. 

 

        ii)   Για 1≠x   να διασπάσετε το κλάσµα ( )41

)(

−x

xf
 σε άθροισµα  

              κλασµάτων µε σταθερό αριθµητή και παρονοµαστή δύναµη του χ-1. 

 

Θέµα 2ο  

∆ίνεται η εξίσωση   χ2 + ψ2 - 2 xλ  + µ 2 = 0   (1) , λ,µ∈R µε 
2

λ
µ <2 . 

α)     Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε µ,λ∈ R. 

 

β)     i)    Αν   (C1) κύκλος της εξίσωσης (1) που διέρχεται από την αρχή  

               των  αξόνων Ο και τέµνεται από  την ευθεία  (ε): ψ = χ – 2  

                στα σηµεία  Α, Β έτσι ώστε 0=ΟΒ⋅ΟΑ
→→

, τότε να βρείτε τα λ, µ. 

      

     ii)     Έστω κύκλος C2: χ
2 + ψ2 = 4. Να βρείτε την γραµµή στην οποία  

                κινείται σηµείο Μ του επιπέδου, από το οποίο το εφαπτόµενο  

                τµήµα προς τον (C1) έχει διπλάσιο µήκος από το µήκος του                      

                εφαπτόµενου τµήµατος που φέρεται από το σηµείο Μ προς τον  

                κύκλο C2. 
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Επιστηµόνων ∆ράµας 

∆ιαγωνισµός στη µνήµη  
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Τάξη: B΄  
∆ράµα 28 Μαρτίου 2010 

Θέµα 1ο  

α)   Ο διαιρέτης δ(χ) = χ2 + 1 είναι δευτέρου βαθµού, άρα  το  υπόλοιπο  

υ(χ) είναι το πολύ πρώτου βαθµού ή το µηδενικό πολυώνυµο. Εποµένως 

ηµα + συνα - 2

1
 = 0  ⇔ ηµα + συνα = 2

1
 άρα 

 ηµ2α + συν2α + 2ηµασυνα = 4

1
 ⇔  ηµ2α = 4

3
−    

Επίσης συν4α = 1 – 2ηµ22α =  1 – 
16

9
2 ⋅  = 

8

1
− .  Άρα υ(χ) = x

8

1
−  + 1  

Οπότε από την ταυτότητα της ευκλείδιας διαίρεσης  έχουµε 

f(x) = (χ2 + 1)(χ + 1) x
8

1
−  + 1   ⇔    f(x) = χ3 + χ2 + x

8

7
 + 2  

 

β)     i)     Θέτουµε χ = α + 1  ⇔  χ – 1 = α  οπότε το  f(x) γίνεται:  

        f(α + 1) = (α + 1)3 + (α + 1)2 + 
8

7
(α + 1) + 2  

        ⇔  f(α + 1) =  α3 + 3α2 + 3α + 1 + α2 + 2α + 1 + 
8

7
α + 

8

7
 + 2    

        ⇔  f(a + 1) =  a3 + 4a2 + 
8

47
a  + 8

39
   (1)    

        

       ii)     Επίσης η (1) χρησιµοποιώντας τις αντικαταστάσεις του 

               i) ερωτήµατος γίνεται  

       f(x) =  (χ - 1)3 + 4(χ - 1)2 + 
8

47
(χ - 1)  + 8

39
 

        για   χ ≠  1  διαιρώ µε (χ-1)4 και προκύπτει :    
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Θέµα 2ο  

α)     Α2 + Β2 – 4Γ = 4λ – 4µ2 = 4(λ – µ2).   Αλλά λ > 2µ2≥µ2  Άρα λ > µ2 

        ∆ηλαδή  Α2 + Β2 – 4Γ > 0 οπότε η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο  

        µε κέντρο  Κ( λ ,0) και ακτίνα   ρ = ( )24
2

1
µλ −  = 

2µλ −    

β)    i)    Επειδή ο κύκλος (C1)  της εξίσωσης (1) διέρχεται από την αρχή     

        των  αξόνων Ο(0,0),  θέτουµε  χ = ψ = 0,  οπότε  µ2 = 0  ⇔  µ = 0. 

        Επίσης 0=ΟΒ⋅ΟΑ
→→

, άρα 
→→

ΟΒ⊥ΟΑ , Ο
∧

=ΑΟΒ 90 . Εποµένως ΑΒ είναι  

        διάµετρος του κύκλου (C1), οπότε η ψ = χ – 2  διέρχεται από το κέντρο  

        Κ( λ ,0) του κύκλου (1). Με επαλήθευση του κέντρου  Κ( λ ,0)  

        έχουµε  0 = λ  - 2 ⇔  λ  = 2  ⇔  λ = 4. 

        Εποµένως (λ , µ) = (4, 0).  

         

      ii)   Έστω Μ(χ, ψ) σηµείο του επιπέδου  από το οποίο το  

            εφαπτόµενο τµήµα ΜΓ προς τον (C1) έχει διπλάσιο µήκος, από το  

            µήκος του  εφαπτόµενου τµήµατος Μ∆ προς τον κύκλο  

            C2: χ
2 + ψ2 = 4. 

            Έχουµε (ΜΓ) = 2(Μ∆) ⇔  (ΜΓ)2 = 4(Μ∆)2  

            ⇔  (ΜΚ)2 – 22 = 4[(ΜΟ)2 – 22]  

            ⇔  (χ – 2)2 + ψ2 – 4  = 4(χ2 + ψ2 – 4)   

            ⇔  3χ2 + 3ψ2 + 4χ – 16 = 0 ⇔  
9

4

3

16

9

4

3

2
2 22 +=++⋅+ ψxx  
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