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ΤΑΞΗ  Γ΄                                          

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

 

1. ∆ίνεται  παραγωγίσιµη  συνάρτηση  f : R →  R  

      για την οποία ισχύει :        

                     f (2) < f ΄(χ) < f (3)  για κάθε χ∈R.                                                                            

i. Να  αποδείξετε ότι  η  f  είναι γνησίως αύξουσα  

στο  R.     

ii. Να  αποδείξετε ότι η εξίσωση   f(χ) =0 έχει  

ακριβώς µια ρίζα στο διάστηµα (1,2). 

iii.  Να  αποδείξετε ότι υπάρχουν  ξ 1 , ξ 2  ∈ (1,3)  µε               

ξ 1 < ξ 2  τέτοια  ώστε : 
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          iv.   Να βρείτε το όριο :    
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2. ∆ίνεται  η  παραγωγίσιµη συνάρτηση  f : R →  R ,              

η  συνεχής συνάρτηση  g : R →  R  και η  συνάρτηση                           

h(χ)= f (χ).g(χ) , χ∈R . 

Έστω ότι ισχύει     h(χ) ≥  1 + χ f (χ)   για κάθε χ∈R . 

i. Αν g(2)=1, δείξτε ότι  η εξίσωση   g(χ) =0 έχει µια 

τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (0,2). 

ii. Αν οι συναρτήσεις f ΄ και g  είναι  άρτιες 

συναρτήσεις 

  δείξτε  ότι ισχύει                                                                                    

h(χ)+ h(-χ)= 2f (0).g(χ)   για κάθε χ∈R . 

 



ΤΑΞΗ  Γ΄             ΛΥΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

1. 

3.    Η f παραγωγίσιµη στο R ,άρα  και συνεχής σε αυτό.                    

Εποµένως (Θ.Μ.Τ στο [2,3] για την f), υπάρχει χ 1 ∈ (2,3)  

ώστε    f ΄(χ 1 )=f(3)- f(2).  Όµως  f (2) < f ΄(χ) < f (3)   (1)                           

για κάθε χ∈R. Άρα : 

      f (2) < f(3)- f(2) < f (3) οπότε  f(3)- f(2) < f 

(3)⇔ f(2)>0 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα  στο R  

4.  Από Θ.Μ.Τ για την f στο  [1,2], υπάρχει χ 2 ∈ (1,2)  ώστε                                             

f ΄(χ 2 )=f(2)- f(1). Λόγω (1)   έχουµε : 

 f (2) < f(2)- f(1) < f (3) οπότε  f(2)- f(1) > f(2)⇔ f(1)<0 

      Εποµένως , από θ. bolzano  για την f στο  [1,2], η 

εξίσωση    f(χ) =0 έχει  τουλάχιστον  µια ρίζα στο διάστηµα 

(1,2) η οποία είναι και µοναδική γιατί  η f είναι γνησίως 

αύξουσα  στο R . 

5.  Έστω χο η ρίζα της εξίσωσης   f(χ) =0, δηλαδή f(χο) =0.   

Εφαρµόζω Θ.Μ.Τ για την f στα  [1, χο]και [χο ,3] οπότε 

υπάρχει                   ξ 1 ∈ (1, χο )  και ξ 2 ∈ ( χο ,3)  ώστε :                                       

f ΄(ξ 1 )= 0
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f ΄(ξ 2 )= 0
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Εποµένως  (3- χο)-(1-χο)=2 

6. Θεωρώ την συνάρτηση  g(χ) = f(χ)-χf(2)  , χ∈R 

       Είναι  g ΄(χ) = f ΄(χ)-f(2) > 0 , χ∈R 

Άρα , η g είναι γνησίως αύξουσα  στο R . 

Οπότε  για    χ > 2  είναι g(χ) > g(2)⇔  f(χ)-χf(2) > - f(2)                                      

⇔ f(χ) >χf(2) - f(2)   

Όµως 
+∞→x

lim ( χf(2) - f(2))= 
+∞→x

lim   χf(2) =+∞  (f(2)>0).                                                

Άρα και      
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2.      



i.  

Είναι  g(2)=1>0 , άρα αρκεί g(0) < 0                                         

(και µετά   θ. bolzano      για την g στο [0,2]  )  

       Ισχύει   h(χ) ≥  1 + χ f (χ)     και                               

h(χ)= f (χ).g(χ)   , για κάθε χ∈R.    

Άρα         f (χ).g(χ) ≥  1 + χ f (χ)  (1) , για κάθε χ∈R. 

Η (1) για χ=0 δίνει: f (0).g(0) ≥  1 + 0.f (0) 

                           ⇔  f (0).g(0) ≥  1        (2) 

Η (1) για χ=2 δίνει: f (2).g(2) ≥  1 + 2 f (2)  

              ⇔   f (2) ≤  -1            ( γιατί g(2)=1 )  

Έστω ότι υπάρχει    χο ∈R ώστε   f(χο) =0. 

Η (1)  για χ= χο  δίνει:  f (χο ).g(χο ) ≥  1 + χο f (χο)⇔0≥1        

άτοπο 

  Άρα  f(χ) ≠0  για κάθε χ∈R και επειδή η f συνεχής στο R 

διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο R. Όµως  f (2) ≤  -1<0 ,  άρα :                                 

f(χ) <0 για κάθε χ∈R ,οπότε και  f(0) <0 .         

                   Εποµένως, λόγω  (2), είναι  g(0) < 0. 

ii.    Για κάθε χ∈R είναι :  

             h(χ)+ h(-χ)= f (χ).g(χ) + f (-χ).g(-χ)          

        ⇔  h(χ)+ h(-χ)= f (χ).g(χ) + f (-χ).g(χ)   (η g είναι 

άρτια)  

        ⇔  h(χ)+ h(-χ)=(f (χ)+ f (-χ)).g(χ)                (3) 

       Θεωρώ την συνάρτηση φ(χ)= f (χ)+ f (-χ) ,  χ∈R. 

      Η φ είναι παραγωγίσιµη στο  R µε :    

 φ΄(χ)= f ΄(χ)- f΄ (-χ)  

        =f ΄(χ)- f΄ (χ)=0 ,για κάθε χ∈R     (η f ΄ είναι 

άρτια). 

Άρα  η φ είναι σταθερή στο  R  µε φ(0)=f (0)+ f (-0)=2f (0) 

Εποµένως                φ(χ)= 2 f (0) ,  για κάθε χ∈R .  

                                            ∆ηλαδή       f (χ)+ f (-χ)= 2 f (0) ,  για κάθε χ∈ R. 

  Οπότε , από (3), είναι : 

                     h(χ)+ h(-χ)= 2 f (0) .g(χ), για κάθε χ∈R.          



    

 
          


