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Σύλλογος Θετικών 

Επιστηµόνων ∆ράµας 

∆ιαγωνισµός στη µνήµη  

του καθηγητή: Βασίλη Ξανθόπουλου 

  

Μαθηµατικά :  Τάξη: Β΄ 

∆ράµα 1 Απριλίου 2012 

Θέµα 1ο  

Α.     Να δείξετε ότι η συνάρτηση  g(x) = x2 + 2x + 3 , x R∈ ,  

        έχει ελάχιστη  τιµή η οποία και να βρεθεί. 

Β.    ∆ίνεται η συνάρτηση   f(x) = ex + ηµx, x R∈  

      i)     να δείξετε ότι για κάθε x R∈ ισχύει:  f(2x) > f(-x2–3)  
         ii)    να δείξετε ότι το πολυώνυµο ( )1)3( −⋅ πfx  είναι παράγοντας 

                  του πολυωνύµου Ρ(x) = x3 – e-3πx2 – e2x + e2-3π, x R∈ . 
Θέµα 2ο  

Θεωρούµε τα σηµεία Α(α,0) και Β(0,β) στους θετικούς ηµιάξονες Οχ και 

Οψ αντίστοιχα έτσι ώστε 103 =ΟΒ+ΟΑ
→→

 και σηµείο Γ της ΑΒ για το οποίο 

ισχύει: 
→→

ΓΒ=ΑΓ 9 .    
 

α.        να δείξετε ότι οι κάθετες ευθείες επί της ΑΒ στο σηµείο Γ περνούν   

           από σταθερό  σηµείο Σ. 

β.        έστω Σ΄ συµµετρικό  του Σ ως προς την ΑΒ. Να δείξετε ότι 

          το σηµείο Γ κινείται σε σταθερή ευθεία (η), και το σηµείο Σ΄ κινείται   

          σε σταθερή ευθεία  (δ).  

γ.        αν  Κ(χ1,ψ1) είναι σηµείο της ευθείας (η)  και Λ(χ2,ψ2) σηµείο  

          της ευθείας (δ) του ερωτήµατος β), να δείξετε ότι 

          09)(10)(10 2
21

2
21 ≥−−+− ψψxx . 
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Σύλλογος Θετικών 

Επιστηµόνων ∆ράµας 

∆ιαγωνισµός στη µνήµη  

του καθηγητή: Βασίλη Ξανθόπουλου 

 

ΛΥΣΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ : Τάξη: B΄  

∆ράµα 1 Απριλίου 2011 

Θέµα 1ο  

Α)    Για  x R∈ , x2 + 2x + 3 = x2 + 2x + 1 + 2 = (x + 1)2 + 2. 

            (x + 1)2 ⇔≥ 0  (x + 1)2 + 2 ⇔≥ 2  g(x) )1()(2 −≥⇔≥ gxg     

            αφού 2)1( =−g .  

            Εποµένως η g(x) παρουσιάζει για x = -1 ελάχιστη τιµή ίση µε 2. 
Β)    i)  Για κάθε x R∈ ,   

   ( ) ( )⇔−−> 32 2xfxf
↑

−−+−−+ ⇔>
xe

xxxx ee )3(322 22 ηµηµ
 

   ⇔−−+−−>+ )3(322 22 xxxx ηµηµ  

  ⇔+−−−>+ )3(322 22 xxxx ηµηµ  

   ).3(232 22 +−−>++ xxxx ηµηµ  (1)   

   Αλλά από το Α,  x2 + 2x + 3 2≥    

   Επίσης για κάθε x R∈ ,  121 ≤≤− xηµ  και 1)3(1 2 ≤+≤− xηµ  άρα      

   2)3(2 2 −≥++ xx ηµηµ  ⇔ 2)3(2 2 ≤+−− xx ηµηµ  για κάθε x R∈     

   Εποµένως για να ισχύει η (1)    για κάθε x R∈ , θα  πρέπει το σύστηµα   

  
( )








=+−−

=++

232

232

2

2

xx

xx

ηµηµ
 να είναι αδύνατο. 

   Πράγµατι  x2 + 2x + 3  = 2   όταν χ = -1.  

   Για χ = -1  το  )3(2 2 +−− xx ηµηµ  γίνεται  242 ≠−ηµηµ .   

   Εποµένως )3(232 22 +−−>++ xxxx ηµηµ    άρα και  

  ( ) ( )32 2 −−> xfxf    ισχύει για κάθε  x R∈ . 

 ii)  Είναι ( ) άxfxx σταθερυυππ ,)(1)3()( +⋅−⋅=Ρ ,  για κάθε 

χ R∈ . 

 Για )3(

1

πf
x =  είναι  υ

π
=








Ρ

)3(

1

f .  
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  ( )π
ππηµππ

υ 3
333

11

)3(

1 −
+

Ρ=






Ρ=






Ρ=







Ρ= e

eef . 

Αλλά ( ) ππππππ 32326393 −−−−−− +−−=Ρ eeeeeee  

0323299 =+−−= −−−− ππππ eeee  

Άρα  ( ) )(1)3()( xfxx ππ ⋅−⋅=Ρ , οπότε ( )1)3( −⋅ πfx  παράγοντας του 

Ρ(χ). 

Άλλη Λύση για το B ii). 
ππ 322233)( −− +⋅−⋅−=Ρ exexexx ππ 322233 −− ⋅+⋅−⋅−= eexexex  

    =−−=−−−= −−− ))(()()( 2233232 exexexeexx πππ
 

    

)()1(
1

))(
1

())(( 223
3

22
3

223 exex
e

ex
e

xexex −⋅−⋅=−−=−−= − π
ππ

π
 

   )()1)3((
1 22
3

exfx
e

−⋅−⋅= ππ  γιατί 
ππηµππ 333)3( eef === +

 

     Άρα το ( )1)3( −⋅ πfx  είναι παράγοντας του πολυωνύµου  

    Ρ(x) = x3 – e-3πx2 – e2x + e2-3π, x R∈ . 

Θέµα 2ο  

a)     Είναι Α(α,0) και Β(0,β), άρα 

=ΟΑ
→

α  και =ΟΒ
→

β, οπότε α >0, 

β >0 και  

α + 3β = 10 (1)   (αφού 

103 =ΟΒ+ΟΑ
→→

).    Αν Γ(κ,λ)  

τότε: 

),( λακ −=ΑΓ
→

  και 

),( λβκ −−=ΓΒ
→

.  Είναι 

⇔ΓΒ=ΑΓ
→→

9  
( ) ( )⇔−−=− λβκλακ ,9,  

( ) ⇔






 −−=− λβκλακ 99,9,  

Γ

O

Χ

Ψ

Β

Α

(ε)

Σ
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



⇔
−=

−=−
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







=

=

10

9
10
β

λ

α
κ

 .   Άρα  






Γ
10

9
,

10

βα
. 

Έχουµε α
β

λ −=ΑΒ . Αν ( ) ΑΒ⊥ε στο σηµείο της Γ, τότε  β
α

λε =  και  

(ε) :  091010
1010

9 22 =−+−⇔






 −=− αββψα
α

β
αβ

ψ xx . 

Η (ε) διέρχεται από το σταθερό σηµείο Σ(χ0,ψ0) αν και µόνο αν  
 

( 091010 22
00 =−+− αββψαx  για κάθε α,β ),0( +∞∈  µε α + 3β = 10)  

 

⇔ ( 0)310(910)310(10 22
00 =−−+−− βββψβ x  για κάθε α,β ),0( +∞∈ , α=10–

3β) 
  

⇔ 060910091030100( 22
000 =+−−+−− ββββψβxx  για κάθε β>0, 10-

3β>0) 

⇔ 0)1(100)36(10( 000 =−+−− xx βψ  για κάθε 






∈
3

10
,0β ) 

⇔




⇔
=−−

=−

036

01

00

0

ψχ
x





=

=

3

1

0

0

ψ
x

.  

Άρα οι κάθετες ευθείες (ε) της ΑΒ στο Γ περνούν από το  

σταθερό σηµείο Σ(1,3). 

β.     

• Έστω Γ(χ,ψ).  Τότε:  








=

=

10

9
10
β

ψ

α
x

  






=

=
⇔

9

10
10
ψ

β

xa

  Επίσης από την (1) 

έχουµε 

⇔=⋅+ 10
9

10
310

ψ
x   033 =−+ψx .  

Άρα το Γ κινείται στην σταθερή   ευθεία   (η): 033 =−+ψx . 

• Το Σ είναι σηµείο της (ε)  και (ε)⊥ΑΒ στο Γ.  Άρα ΣΓ⊥ΑΒ συνεπώς 

το Γ είναι µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος ΣΣ΄, λόγω συµµετρίας. 

Έστω Σ΄(χ,ψ):  τότε:  








=
+

=
+

10

9

2

3
102

1

βψ

αx

     






+
=

+=
⇔

9

155
55

ψ
β

χα
. 
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Η (1) δίνει ⇔=
+

++ 10
9

155
355
ψ

x    ⇔=
+

++ 2
3

3
1

ψ
x  03 =+ψx  

Άρα το Σ΄  κινείται στην σταθερή   ευθεία   (δ): 03 =+ψx . 

γ.   Είναι (η) // (δ)  αφού   λη = λδ = -3. Το σηµείο Ο(0,0) είναι σηµείο της    

       ευθείας(δ).  Ισχύει 
10

3

13

3003
),(),(

22
=

+

−+⋅
== ηδη Odd . 

      Για οποιαδήποτε θέση των Κ, Λ στις ευθείες (η) και (δ) αντίστοιχα, 

ισχύει: 

      ( ) ( ) ( ) ⇔≥−+−⇔ΚΛ≤
10

3
),( 2

21
2

21 ψψχχδηd  

     ( ) ( ) ⇔≥−+−
10

92
21

2
21 ψψχχ    09)(10)(10 2

21
2

21 ≥−−+− ψψxx  

 


