Θέματα για τον διαγωνισμό Β. Ξανθόπουλου

Α! Λυκείου

    1)     Δείξτε ότι όλα τα γραφήματα (παραβολές) που ορίζονται από την συνάρτηση 
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  όταν το μ διατρέχει το R , διέρχονται από δύο σταθερά σημεία του επιπέδου ανεξάρτητα του μ.
2)       α) Μία βιομηχανία έχει δύο αποθήκες Α και Β που βρίσκονται στην ίδια μεριά της όχθης ενός ποταμού, η οποία θεωρείται ευθεία. Η εταιρία θέλει να κατασκευάσει μια αποβάθρα Λ κοντά στις αποθήκες για να προσεγγίζουν τα πλοία. Ένα φορτηγό θα μεταφέρει τα έτοιμα προϊόντα από την αποθήκη Α στην αποβάθρα Λ για φόρτωση στο πλοίο, ενώ από εκεί θα παραλαμβάνει πρώτες ύλες και θα τις μεταφέρει στην αποθήκη Β. Σε ποιο σημείο πρέπει να κατασκευαστεί η αποβάθρα έτσι ώστε η απόσταση ΑΛ+ΛΒ να είναι η ελάχιστη δυνατή;

β) Αν φέρουμε ημιευθεία Λχ , κάθετη στην όχθη στο σημείο Λ, δείξτε ότι για την παραπάνω θέση του Λ η Λχ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΛΒ.
γ) Δύο τοίχοι  ενός δωματίου, σχηματίζουν τυχαία γωνία. Δύο άτομα Α και Β είναι στραμμένα προς αυτούς. Σε ποια σημεία των δύο τοίχων πρέπει να τοποθετηθούν δύο κάτοπτρα Ε και Ζ, ώστε να είναι δυνατόν αυτά τα δύο άτομα να αλληλοβλέπονται. 
Λύσεις

1) Αν όλες οι παραβολές διέρχονται από ένα σταθερό σημείο, έστω το
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, τότε πρέπει να ισχύει: 
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 (1)
Η σχέση (1) είναι πρώτου βαθμού ως προς  μ και για να ισχύει για όλα τα μ , πρέπει να είναι ταυτότητα. Άρα πρέπει  να ισχύουν ταυτόχρονα 
[image: image10.wmf]0

7

8

0

2

0

=

+

-

c

c

 και 
[image: image11.wmf]0

1

0

0

=

-

+

-

c

y

. 
[image: image12.wmf]Þ

 
[image: image13.wmf]2

28

64

8

0

-

±

=

c

 και 
[image: image14.wmf]1

0

0

-

=

c

y



[image: image15.wmf]Þ

 
[image: image16.wmf]2

6

8

0

±

=

c

 και 
[image: image17.wmf]1

0

0

-

=

c

y

 
[image: image18.wmf]Þ

 
[image: image19.wmf](

)

)

6

,

7

(

,

0

0

=

y

c

ή 
[image: image20.wmf](

)

)

0

,

1

(

,

0

0

=

y

c


        2 α) Έστω Μ μία τυχαία θέση στην όχθη. Αν Β` το συμμετρικό του Β ως προς την όχθη , τότε ΑΜ+ΜΒ=ΑΜ+ΜΒ` > ΑΒ`. Άρα η ζητούμενη θέση του Λ ορίζεται ως η τομή της ΑΒ` με την όχθη, διότι ΑΛ+ΛΒ= ΑΛ+ΛΒ`=ΑΒ` ( Η ευθεία είναι η μικρότερη απόσταση μεταξύ δύο σημείων)
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2 β) Η Λχ και ΒΒ` είναι παράλληλες γιατί είναι κάθετες στην ίδια ευθεία. Άρα 

(ω= (ΒΛχ ως εντός εν αλλάξ,  (φ=(ΑΛχ ως εντός εκτός και επί τα αυτά και  (ω=(φ διότι ΛΒ=ΛΒ` .Επομένως  (ΒΛχ= (ΑΛχ 

2 γ) Αν Α` και Β` τα συμμετρικά των Α και Β ως προς τους τοίχους, τότε η ευθεία Α`Β` τέμνει τους τοίχους στα σημεία Ε και Ζ τα οποία είναι τα ζητούμενα.
Πράγματι έχουμε Ε1=Ε2 λόγω συμμετρίας, ενώ Ε1=Ε3 ως κατά κορυφή . Άρα Ε2=Ε3 και το φως ακολουθεί την πορεία ΑΕΖ, αφού η γωνία προσπτώσεως είναι ίση με την γωνία ανακλάσεως. Το ίδιο συμβαίνει και από την άλλη πλευρά ( Ζ1=Ζ2= Ζ3)
Επομένως ο Α στο κάτοπτρο της θέσης Ε, βλέπει το σημείο Ζ δηλαδή το κάτοπτρο μέσα στο οποίο  καθρεφτίζεται ο Β 
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