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14.30 
Αν η f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [0,2] με f(0)=0 και f(2)=e3 : 
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14.33 
Αν οι συναρτήσεις f και g έχουν συνεχή δεύτερη παράγωγο και f(α) = f(β) = g(α) = g(β) = 0, να 
αποδείξετε ότι:        f x g x dx f x g x dx

 

 
   . 

 

                

                   

                     
        

0 0

0 0

f x g x dx f x g x dx f x g x f x g x dx

f g f g f x g x dx f x g x dx f x g x dx

f x g x f x g x dx f g f g f x g x dx

f x g x dx f x g x dx

  

  

  

  

 

  

 

 

   

   

         

               

             

     

  
  

 

 

 

 
14.34 

   

 
 

         

2

2 2

1

2

2

1 1 1

ln 1 ,
,

1 ln ,0
[1,e)
( ,e ]

lim ( ) lim 1 ln 0 [1, ]

lim ( ) lim ln 1 0

(e) lne 1 0

1 ln ln 1

e

x e x e

x e x e

e e e e

e

x x e
f x f x dx

x x e
f ή
f ή e

f x x ό f ή e

f x x

f

f x dx f x dx f x dx x dx x

  

  

    
 

 

 

 

 
     

  

  

  

       



   
 

   

        

 

2

2 2 2

2 2

22

2

1 1 1

2 2

1 1

2
1 1

2

1

1 ln ln 1 1 ln ln

2 1 ln ln 2 1 ln ln

2 1 ln ln ln ln

2 1 0 1

e

e

e e e e e e

e e e

e e e e

e e

e ee e

e e

e

dx

dx xdx xdx dx e xdx xdx e e

e e xdx xdx e e x xdx x xdx

e e x x x x dx x x x x dx

e e e dx



          

             

         

       



     

   

 



 

2 2

2

2 2 2

1

2 2 2

1

2 1 2 1 1 2 1

1 1 1 1 1 2 2

e e e

e e

e e

e

e e dx e e e dx e e dx

e dx dx e e e e e

           

           

  

 
 

 
   

     
   

         
 

42

0

2 2

2 2

4 2 4 2 42 2

0 0 2 0 2

2 43 2 3 2

0 2

3 4 2 ,

3 4 2 3 2 12 , 2, 2

3 4 2 3 2 12 , ( , 2] [2, )

3 2 12 3 2 12

12 12 8 4 24 0 6

f x x x f x dx

ί f x x x x x x

ί f x x x x x x

f x dx f x dx f x dx x x dx x x dx

x x x x x x





    

         

           

           

                  



    
   4 16 48 8 4 24

20 32 12 64

     

   

 

 



 

   

 
   

       

         

1

1 1 1
1 1 1 11 1 1

1 11
11 1 11

ln ,

ln , [1, )

ln , 0,1
(0, )

ln ln ln ln

ln ln ln ln ln

e

e

e e e e

e e e e

e e

ee e

f x x f x dx

ί f x x x

ί f x x x
f ή

f x dx f x dx f x dx x dx xdx xdx x dx

x xdx x x dx x x x x dx x x x





  

  

   

   



          

           
 



      

    
1

1 1
1 11 1

ln

1 1 1 1 20 1 0 1 1 1 1 1 2

e

e e

e e

x dx

dx e dx dx e dx e e
e e e e e

 

 
                      

 



   

 

 
 

   

 

   

1

1

121 1

1 1
1

1 ,

1 1 0 ,
1 ,

1 1 1 11 1 1 2
2 2 2

x

x x

x

x x

f x e x f x dx

ί e x e x x R
ί f x e x x R
f ή R

xf x dx e x dx e x e e
e e





  



 


    

       

    

                         
    



 

 

 
14.35 
Αν η συνάρτηση f  έχει συνεχή παράγωγο στο διάστημα [0,1] και: 
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14.36 
Αν η συνάρτηση f  έχει συνεχή παράγωγο στο διάστημα [0,2] και:    
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14.39 
Αν η συνάρτηση f  έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο με f(π) = 3 και:     
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14.42 
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14.46 
Να αποδείξετε τους παρακάτω αναγωγικούς τύπους: 
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14.48 

Αν είναι 4 2
0

4

,xdx xdx
 

 
        , να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό ν ≥ 3 ισχύει: 
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14.49 

Αν είναι  1 2

1
1 x dx



 
    , να αποδείξετε ότι: 1
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14.50 

Αν είναι 
1

ln , *
e x dx v N
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     , να αποδείξετε ότι: 
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14.51 
α. Αν είναι 2

1
x ln
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xdx

    , να αποδείξετε ότι: 3
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β. Αν είναι 
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x 1 xdx
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14.52 
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f : R→R για την οποία ισχύει:    1 4012 ,f x f x x R     
 
α. Να αποδείξετε ότι    
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14.53 
Αν οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς στο R , να αποδείξετε ότι: 
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f x g x dx f x g x dx
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β.    

2 2
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Από πριν είναι:         
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Αν    ,f x x g x x    ,τότε  η σχέση (1) γίνεται:    
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14.54 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  και f(x) + f(α+β-x)=c για κάθε x∊[α,β] , να 
αποδείξετε ότι: 
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14.55 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [-1,1]  και     ( ) 3 , ,f x y f x f y xy x y R     , να 

αποδείξετε ότι:  
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14.56 
α. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και f(x)≠0 για κάθε x∊R , να αποδείξετε ότι: 
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β. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο διάστημα [0,α] και f(x) = f(α-x) ,                  

g(x) +g(α-x) = β για κάθε x∊[0,α] να αποδείξετε ότι:      
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14.57 
α. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [-α,α] , f(x) ≠ -1 και f(x)f(-x) = 1 για κάθε x∊[-α,α] να 

υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 
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β. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β]  και ισχύει  ( ) ,f x f x x R      , να 

αποδείξετε ότι:    
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14.58 
 

Δίνεται η συνάρτηση  
2 1

2 1x

xf x 
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α. Να αποδείξετε ότι     2 1 ,f x f x x x R      
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β. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  f x dx
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14.59 
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14.60 
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14.61 
 
Έστω f άρτια συνάρτηση και συνεχής στο [-2,2]. Αν F είναι μια παράγουσα της f και               
F(-2)=F(2) – 2008 , να βρείτε το ολοκλήρωμα   

2

0
f x dx   . 

 

         

      

     

*2 0 2 2 2

2 2 0 0 2

2

2

0 0 2

2 2 0

2

1

12 2
2

1 1 12 2 2008 1004
2 2 2

*

0 0
2 2

ά

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

F x F F

f x dx f u du f u du

έ x u dx du
x u
x u





  





       

         

   

     
  
   

    

  

 

 
 
 
 
 
 



 
14.62 

Αν f(x+T) = f(x) για κάθε x∊R , να αποδείξετε ότι:    
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14.63 

α. Έστω f άρτια συνάρτηση και συνεχής στο [-α,α].Να αποδείξετε ότι    
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β. Αν α > 1 και f, g συνεχείς στο [-1,1] με f άρτια και g περιττή, να αποδείξετε ότι 
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14.64 
 
Αν η f είναι συνεχής στο R και :      1 2 0 ,f x f x f x x R      , να αποδείξετε ότι: 
α. Η f είναι περιοδική με περίοδο Τ=3. 
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14.65 
Αν η f είναι συνεχής στο R και περιοδική , να αποδείξετε ότι: 
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14.66 
Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3+x+1 
α. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της f-1. 
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β. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  
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14.67 
Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη και έχει συνεχή παράγωγο στο [α,β] , να αποδείξετε 
ότι:    
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Γεωμετρική Ερμηνεία – Απόδειξη 



 
 

 
 

Με βάση το παραπάνω σχήμα: 
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14.68 

Έστω η συνάρτηση   , ,
2 2

f x x x  
      

 

α. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται 
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δ. Να αποδείξετε ότι    
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14.69 
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f :R→R  για την οποία ισχύει :     2 ,f x f x x R     

α. Να αποδείξετε ότι    
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β. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  
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14.70 
Μια συνάρτηση f  με f(0) = 1 και f(1) = 2 είναι παραγωγίσιμη στο [0,1]. 
Να βρείτε τα ολοκληρώματα: 
α.     1 2

0
3x f x xf x dx    

 
Aφού η f  είναι παραγωγίσιμη, θα είναι και συνεχής στο [0,1]. 
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14.71 
Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση f με συνεχή παράγωγο στο διάστημα [1,3] , 

       3 , 1,3 , 3 31 , 1 6f x x x f f      
 
Έστω ότι υπάρχει τέτοια συνάρτηση. Τότε: 
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14.72 
Αν        21 , , 0 1 0f x f x x R f f      , να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
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14.73 
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f :R→R  . Να αποδείξετε ότι: 
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14.74 
Να βρείτε την συνάρτηση f :R→R  με    
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14.75 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [0,1] , να αποδείξετε ότι: 
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14.76 
Να αποδείξετε ότι: 
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14.77 
Αν η συνάρτηση f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [0,π] , η γρ. παράσταση της f ΄ διέρχεται 
από το Α(π,1) και ισχύει     

0
1f x f x xdx


  , να εξετάσετε αν η γρ. παράσταση της f ΄ 

διέρχεται από το Β(0,-2). 
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14.78 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R , να αποδείξετε ότι: 
 
α.    f x dx f x dx
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2

1

1

xf dx

xέ u dx du dx du

x u
x u

xf dx u du f x dx





  

  



 
 

 
 

 


 
 

 

     

  
  

 
   

 



  

 

 



 
 

δ.    1 , 0f x dx f x dx



 


 


    

 

 

 

2

1

1

1 1

f x dx

έ x u dx du dx du

x u

x u

xf dx u du f x dx






  

  



  











  



     

  

  

 
   

 



  

 

 
 
ε.      

1

0
f x dx f x dx




            

 
 
   

   

       

   

1

0

2

1

1 1

0 0

1
0

f x dx

έ x u dx du
x u
x u

f x dx f x dx

f u du f x dx
 

 

    

     




         

     

      

  
  

             

 



 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
14.79 
Έστω συνάρτηση f συνεχής με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο R. Αν ισχύουν:  
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14.80 
Η συνάρτηση f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο με f(π) = 1 και     
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14.81 
Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο [-α,α] , η f είναι άρτια και η g περιττή, να 

αποδείξετε ότι:    ( ) 01g x
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14.82 
Έστω μια συνάρτηση f: [0,1] → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με συνεχή δεύτερη 
παράγωγο στο [0,1] και f(1) = f ΄(1) = 0. 
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14.83 
Να αποδείξετε ότι:  
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14.84 
 

Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 2
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14.85 
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
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14.86 
α. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,π] , να αποδείξετε ότι:  
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14.87 

Δίνεται το ολοκλήρωμα 2
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14.88 
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:  
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14.89 
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα : 
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14.90 
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
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14.91 

Δίνεται η συνάρτηση   1 ,
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α. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση 1f  . 
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β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  1 0f x   έχει μοναδική ρίζα το 0. 
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γ. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  
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14.92 
Αν η συνάρτηση f :[0,1] → (0,+∞) έχει συνεχή παράγωγο, f(0) = 1 και f(1) = 2, να υπολογίσετε 

το ολοκλήρωμα  
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14.93 

Δίνεται το ολοκλήρωμα      2 2 20

4
1 2 3

x dx
x x x


 

    

α. Να υπολογίσετε την τιμή Ι(α). 
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14.94 
Αν η συνάρτηση f έχει συνεχή παράγωγο στο [α,β] και για κάθε x∊[α,β] ισχύει 

   f x f x     , να αποδείξετε ότι: 
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14.95 
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
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14.96 

Ένας μαθητής στην προσπάθειά του να υπολογίσει το ολοκλήρωμα 
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   και κατέληξε σε αντίφαση. 

 
α. Σε ποια από τις δύο σκέψεις έχει κάνει λάθος; 
 
Απάντηση: Στην 1η σκέψη. 
Δικαιολόγηση: Αν στον υπολογισμό του  f x dx




    θέσουμε x=g(u) , τότε πρέπει η 

συνάρτηση f(g(u)) να ορίζεται και να είναι συνεχής στο διάστημα (u1 , u2) ,όπου u1 = g(α) και 
u2 = g(β). 
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β. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι 
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Να αποδείξετε ότι  ln ln 2
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14.99 
Δίνεται η συνεχής και άρτια συνάρτηση f στο διάστημα [-1,1] και το ολοκλήρωμα: 
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