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Σχετ.: Εγκύκλιος με αρ. πρωτ.: 123000/Δ2/17-09-2020 

Αποσαφηνίζουμε και συμπληρώνουμε κάποιες έννοιες της σχολικής ύλης και παρουσιά-

ζουμε κάποιες προτάσεις, που δεν περιέχονται στο σχολικό βιβλίο, οι οποίες μετά από εισή-

γηση του ΙΕΠ, μπορούν να χρησιμοποιηθούν αναπόδεικτα για τη λύση ασκήσεων. Παρουσιά-

ζουμε επίσης ορισμένες εφαρμογές για καλύτερη εμπέδωση των παραπάνω. 

1)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 1.2 

Επισήμανση 

Είναι δυνατόν το γινόμενο δύο συναρτήσεων να είναι η σταθερή συνάρτηση μηδέν χωρίς 

καμία από τις δύο να είναι ίση με τη συνάρτηση μηδέν. Ένα κατάλληλο παράδειγμα αποτε-

λούν οι συναρτήσεις f και g με 

f(x) x x  , x  και g(x) x x  , x  

Πράγματι: 

Υπάρχει x  ώστε 

f(x) 0 , π.χ. f(1) 2  

Επίσης υπάρχει x  ώστε 

g(x) 0 , π.χ.   g( 1) 2  

Όμως για κάθε x  έχουμε 

    
22 2 2f g (x) f(x) g(x) x x x x x x x x 0            

Στα επόμενα σχήματα φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g, f g . 

         

http://www.pe03.gr/abc/arxeia-trexonta/2017-10-02---%5beg-163573-d2%5d---diaxeirisi-didakteas-ylis-math-pro-c-gel-2017-2018.html
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Εφαρμογή 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f :(0, )   για τις οποίες ισχύει 2 2f (x) ln x . 

Απάντηση 

Για κάθε x (0, )   έχουμε 

  

2 2 2 2f (x) ln x f (x) ln x 0

f(x) lnx f(x) lnx 0

   

   

 

Αυτό δεν σημαίνει ότι οι συναρτήσεις είναι μόνο 

f(x) lnx  για κάθε x (0, )   ή f(x) lnx   για κάθε x (0, )   

Υπάρχουν άπειρες τέτοιες συναρτήσεις οι οποίες είναι 

f(x) lnx  για κάθε x (0, )   

ή 

f(x) lnx   για κάθε x (0, )   

ή 

lnx  αν x A
f(x)

  lnx  αν x (0, ) A 

  
 

  
 όπου Α (0, )   

Σχόλιο 

Σύμφωνα με τον ορισμό της συνεχούς συνάρτησης, που αναφέρεται στην παράγραφο 1.8, υ-

πάρχουν ακριβώς τέσσερις τέτοιες συναρτήσεις που είναι συνεχείς. Παρακάτω φαίνονται οι 

τύποι τους και τα αντίστοιχα σχήματα με τις γραφικές τους παραστάσεις. 

1f (x) lnx , x (0, )   

 

2f (x) lnx , x (0, )   

 

3

lnx  αν x (0,1)
f (x)

  lnx  αν x [1, )

 
 

 
 

 
 

4

  lnx  αν x (0,1)
f (x)

lnx  αν x [1, )
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2)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 1.2 

Επισήμανση 

Δίνεται μια συνάρτηση f και οποιαδήποτε 1 2 fx ,x D . Από τον ορισμό της συνάρτησης προκύ-

πτει, ότι 

αν 1 2x x , τότε ισχύει 1 2f(x ) f(x )  

Το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει. Όπως φαίνεται στην παράγραφο 1.3 το αντίστροφο ισχύει 

μόνο όταν η f είναι συνάρτηση 1-1. Δηλαδή μόνο όταν η f είναι συνάρτηση 1-1 ισχύει η ισο-

δυναμία 

1 2 1 2x x   f(x ) f(x )   . 

Εφαρμογή 

Έστω η συνάρτηση f :   τέτοια, ώστε 

 f f(x) 3x 2   για κάθε x . 

Να αποδείξετε ότι: 

α)     f f f(x) f 3x 2   για κάθε x . 

β) f(1) 1   

Απάντηση 

α) Για κάθε x  έχουμε  f f(x) 3x 2  . Επομένως 

    f f f(x) f 3x 2   

β) Αξιοποιώντας εκ νέου τη δοθείσα σχέση, η τελευταία ισότητα γράφεται 

   
x

3f(x) 2

f f f(x) f 3x 2 3f(x) 2 f 3x 2



  
        

  

 

Για x 1  έχουμε: 

3f(1) 2 f(3 1 3) 3f(1) 2 f(1)

2f(1) 2

f(1) 1

      

 

 

 

3)  Κατά τη μελέτη της παραγράφου 1.2 

Επισήμανση 

Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν: 

 έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού Α και 

 για κάθε x Α  ισχύει f(x) g(x)  

Ο ορισμός της ισότητας δυο συναρτήσεων δεν μπορεί να υποκατασταθεί από τον ορισμό: 

«Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού και τον ίδιο τύπο» 

Ο λόγος είναι ότι δεν έχουν όλες οι συναρτήσεις τύπο. Αλλά και αν έχουν τύπο είναι δυνατόν 

να είναι ίσες, παρόλο που ο τύπος τους είναι διαφορετικός. Για παράδειγμα οι συναρτήσεις  

f,g :   με f(x) 1  και 2 2g(x) ημ x συν x   



Μαθηματικά Ομάδων Προσανατολισμού Γ' τάξης ΓΕΛ  •  Δημήτριος Σπαθάρας, τ. Σχολικός Σύμβουλος 

4 

Εφαρμογή 

Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με τύπους 

2f(x) lnx  και g(x) 2ln x  

Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις είναι ίσες. 

Απάντηση 

 Η συνάρτηση f ορίζεται για 2x 0  x 0   . Δηλαδή, *
fD   

Η συνάρτηση g ορίζεται για x 0  x 0   . Δηλαδή, *
gD   

Επομένως f gD D  

 Επίσης για κάθε *x  είναι 

22f(x) lnx ln x 2ln x g(x)     

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι f g . 

4)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 1.3 

Προτάσεις 

Για την επίλυση ασκήσεων μπορούν οι μαθητές να χρησιμοποιηθούν, αναπόδεικτα, τις πα-

ρακάτω προτάσεις οι οποίες δεν υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο: 

1) Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ, τότε 

για οποιαδήποτε 1 2x ,x Δ  ισχύει η συνεπαγωγή: 1 2 1 2f(x ) f(x ) x x    

2) Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ, τότε 

για οποιαδήποτε 1 2x ,x Δ  ισχύει η συνεπαγωγή: 1 2 1 2f(x ) f(x ) x x    

Για διδακτικούς λόγους παρουσιάζουμε την απόδειξη των προτάσεων αυτών. 

Απόδειξη: 

1) Έστω ότι υπάρχουν 1 2x ,x Δ , για τα οποία ισχύει η υπόθεση και δεν ισχύει το συμπέρα-

σμα της συνεπαγωγής. Τότε θα είναι 

1 2f(x ) f(x )  και 1 2x x  

• Αν ήταν 1 2x x , επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα, θα ίσχυε 1 2f(x ) f(x )  που αντίκειται 

στην υπόθεση. 

• Αν ήταν 1 2x x , από τον ορισμό της συνάρτησης, θα ίσχυε 1 2f(x ) f(x )  που αντίκειται στην 

υπόθεση. 

Επομένως ισχύει το ζητούμενο. 

2) Αποδεικνύεται όμοια. 

Τελικά: 

• Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ, τότε ισχύει η ισοδυναμία: 

1 2 1 2f(x ) f(x ) x x    για κάθε 1 2x ,x Δ  

• Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ, τότε ισχύει η ισοδυναμία: 

1 2 1 2f(x ) f(x ) x x    για κάθε 1 2x ,x Δ  
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Σχόλιο 

Στον ορισμό του σχολικού βιβλίου ορθώς γίνεται χρήση συνεπαγωγής, δηλαδή ορθώς γράφε-

ται «για οποιαδήποτε 1 2x ,x Δ  με 1 2x x  ισχύει: 1 2f(x ) f(x ) ». Στο στάδιο αυτό, όπου ορίζεται 

η έννοια, δεν έχουμε τη δυνατότητα να χρησιμοποιήσουμε ισοδυναμία, για το λόγο ότι το α-

ντίστροφο αποδεικνύεται με χρήση του ιδίου του ορισμού. Η χρήση ισοδυναμίας θα δημιουρ-

γούσε ένα «φαύλο ορισμό». Όμως, όπως αναφέραμε παραπάνω, μετά τον ορισμό μπορεί να 

αποδειχθεί το αντίστροφο και στη συνέχεια να αναφερθεί ότι τελικά ισχύει η ισοδυναμία. 

Εφαρμογή 

Δίνεται η συνάρτηση f :   με xf(x) e x   

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία. 

β) Να λύσετε την ανίσωση f(x) 1  

Απάντηση 

α) Για κάθε 1 2x ,x   με 1 2x x  έχουμε 

1 2x xe e   

Επομένως 

1 2x x
1 2 1 2e x e x   f(x ) f(x )      

Άρα, η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα. 

β) Επειδή f(0) 1  είναι  

f(x) 1  f(x) f(0)    

Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα ισοδύναμα έχουμε 

f(x) f(0)  x 0    

5)  Κατά τη διδασκαλία των παραγράφων 1.4 - 1.5 - 1.6 - 1.7 (Όρια) 

Διαισθητική κατανόηση των ορίων 

Με δεδομένο ότι οι τυπικοί ορισμοί των ορίων δεν συμπεριλαμβάνονται στην ύλη, να δοθεί 

βάρος στην διαισθητική προσέγγιση των εννοιών αυτών. Δηλαδή να γίνει προσπάθεια μέσα 

από τις γραφικές παραστάσεις κατάλληλων συναρτήσεων, να αποκτήσουν οι μαθητές μια 

καλή εικόνα και να αποφευχθούν παρανοήσεις για τις έννοιες αυτές. 

Παράδειγμα 1 

Δίνεται η συνάρτηση *f :   με 

1
f(x) xημ

x
  

Η f δεν ορίζεται στο 0. Για το όριο στο 0 έχουμε 

 
x 0

1
limxημ 0

x
   

To παράδειγμα είναι κατάλληλο για να κατανοή-

σουν οι μαθητές, ότι το όριο της f στο 0x  δεν ε-

ξαρτάται από την τιμή της στο 0x , η οποία μπορεί 
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και να μην υπάρχει. Το όριο εξαρτάται από τις τιμές της f κοντά στο 0x . Με το παράδειγμα 

αυτό γίνεται επίσης κατανοητό στους μαθητές, ότι η ύπαρξη του ορίου στο 0x  δεν συνεπά-

γεται μονοτονία ούτε τοπική μονοτονία αριστερά και δεξιά του 0x . Από τις έρευνες προκύ-

πτει, ότι η παρανόηση αυτή είναι αρκετά συνηθισμένη στους μαθητές. 

Παράδειγμα 2 

Δίνεται η συνάρτηση *f :   με 

1
f(x) ημ

x
  

Δεν υπάρχουν τα πλευρικά όρια στο 0 

x 0

1
lim ημ

x
 και 

x 0

1
lim ημ

x
 

Προφανώς δεν υπάρχει το όριο 
x 0

1
limημ

x
 

Το παράδειγμα είναι κατάλληλο για να κατανοήσουν οι μαθητές, ότι η μη ύπαρξη του ορίου 

δεν σημαίνει απαραίτητα ότι τα πλευρικά όρια υπάρχουν αλλά δεν είναι ίσα. 

Παράδειγμα 3 

Δίνεται η συνάρτηση *f :   με 

2

1 100
f(x) 2ημ 3

x x

 
  

 
 

Για x 0  τότε έχουμε: 

2 2 2

100
1 ημ 1

x
100

2 2ημ 2
x

100
1 2ημ 3 5

x

1 1 100 5
2ημ 3

x x x x

   

   

   

 
   

 

 

Επειδή 
2 2x 0 x 0

1 5
lim lim

x x 
    σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής είναι: 

2x 0

1 100
lim 2ημ 3

x x

 
   

 
 

Το παράδειγμα είναι κατάλληλο για να αποφύγουν οι μαθητές την παρανόηση που συνδέει 

την ύπαρξη μη πεπερασμένου ορίου με τη μονοτονία. 

Παράδειγμα 4 

Δίνεται η συνάρτηση f :   με f(x) ημx  
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Μια εποπτική αιτιολόγηση για τη μη ύπαρξη του ορίου 
x
lim ημx


 είναι, μέσω της γραφικής 

παράστασης της συνάρτησης f με f(x) ημx . 

Παράδειγμα 5 

Δίνεται η συνάρτηση *f :   με 

5ημx
f(x)

x
  

Για x 0  τότε έχουμε 

5ημx 5 ημx 5

x x x
   

Oπότε 

5 ημx 5

x x x
    

Επειδή 
x x

5 5
lim lim 0

x x 

 
   
 

, σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής είναι: 

x

5ημx
lim 0

x
  

Το παράδειγμα είναι κατάλληλο για να αποφύγουν οι μαθητές την παρανόηση που συνδέει 

την ύπαρξη του ορίου στο άπειρο με τη μονοτονία. Το όριο 
x

5ημx
lim

x
 υπάρχει αλλά η συ-

νάρτηση δεν είναι μονότονη. 

6)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 1.7 

Προτάσεις 

Για την επίλυση ασκήσεων μπορούν οι μαθητές να χρησιμοποιηθούν, αναπόδεικτα, τις πα-

ρακάτω προτάσεις οι οποίες δεν υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο:  

Έστω f, g δύο συναρτήσεις που είναι ορισμένες κοντά στο 0x { , }    . 

1) Αν ισχύουν: 

α) f(x) g(x)  κοντά στο 0x  και 

β) 
0x x

lim f(x)


  , 

τότε θα ισχύει και 
0x x

lim g(x)


   

2) Αν ισχύουν: 

α) f(x) g(x)  κοντά στο 0x  και 

β) 
0x x

lim g(x)


  , 

τότε θα ισχύει και 
0x x

lim f(x)


   

Η παρουσίαση των παραπάνω προτάσεων μπορεί να γίνει διαισθητικά με τη βοήθεια κατάλ-

ληλων γραφικών παραστάσεων. Παρόλα αυτά παρουσιάζουμε μια απόδειξη η οποία μπορεί 

να διδαχθεί κατά την κρίση του διδάσκοντος. 
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Απόδειξη: 

1) Έστω 0x { , }      

Επειδή 
0x x

lim f(x)


  , είναι 0 f(x) g(x)   κοντά στο 0x . Άρα: 

1 1
f(x) g(x)  

f(x) g(x)
    κοντά στο 0x  

Επομένως ισχύει 

1 1
0

g(x) f(x)
   κοντά στο 0x  

Όμως 

0x x
lim 0 0


  και 
0x x

1
lim 0

f(x)
  

Άρα σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής έχουμε: 

0x x

1
lim 0

g(x)
  

Τελικά επειδή g(x) 0  κοντά στο 0x  έχουμε 

0x x
lim g(x)


   

2) Αποδεικνύεται όμοια. 

Εφαρμογή 

Δίνεται η συνάρτηση f :   για την οποία ισχύει 
2x f(x) 1  για κάθε x 0   

Να βρείτε το όριο 
x 0
limf(x)


  

Απάντηση 

Για x 0  έχουμε 

2

2

1
x f(x) 1  f(x)

x
    

Όμως 

2x 0

1
lim

x
  . 

Επομένως 

x 0
limf(x)


   

7)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 1.8 

Επισήμανση 

Στο θεώρημα προσδιορισμού του συνόλου τιμών συνάρτησης της οποίας το πεδίο ορισμού 

είναι το ανοικτό διάστημα  α,β , τα α, β μπορεί να είναι και μη πεπερασμένα, δηλαδή να 

είναι διάστημα της μορφής  α,  ή  ,β  ή  ,  . Μπορεί επίσης να είναι διάστημα 

της μορφής  α,  ή  ,β . 
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Εφαρμογή 

Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης  f : 1,   με 
1

f(x) 1
x

   

Απάντηση 

Η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  1, . Άρα το σύνολο τιμών της 

είναι το 

   
x

f 1, lim f(x),f(1)


 


 

Έχουμε 

x x x x

1 1
lim f(x) lim 1 lim 1 lim 1 0 1

x x   

 
       

 
 και f(1) 2  

Τελικά το σύνολο τιμών της συνάρτησης f είναι το 

    f 1, 1,2   

8)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 1.8 

Πρόταση 

Αν μια συνεχής συνάρτηση f ορισμένη σε ένα ανοικτό διάστημα  1 2σ ,σ  έχει την ιδιότητα 

1x σ
lim f(x)


   και 
2x σ

lim f(x)


   

τότε το σύνολο τιμών της είναι το . (Η συνάρτηση δεν είναι απαραίτητα γνησίως μονότονη)   

Η απόδειξη μπορεί να παρουσιαστεί στη τάξη για διδακτικούς λόγους. 

Απόδειξη 

Αρκεί να δείξουμε ότι κάθε πραγματικός αριθμός y είναι τιμή της συνάρτησης f. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) f(x) y  , h οποία είναι συνεχής και ισχύουν 

1x σ
lim g(x)


   και 
2x σ

lim g(x)


   

Επομένως θα υπάρχουν  1 2 1 2x ,x σ ,σ  με 1 2x x  ώστε 

1g(x ) 0  και 2g(x ) 0  

Σύμφωνα με το Θεώρημα Bolzano η g θα έχει μια τουλάχιστον ρίζα 0x  στο ανοικτό διάστημα 

με άκρα 1 2x ,x  άρα και στο  1 2σ ,σ . Δηλαδή θα είναι 

0 0g(x ) 0  f(x ) y    

Εφαρμογή 

Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f με 
3

2

x 7
f(x)

4 x





 

Απάντηση 

Η συνάρτηση f ορίζεται όταν 

2

2

x 2 και x 24 x 0
        2 x 2

   2 x 2  4 x 0
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Επομένως το πεδίο ορισμού της f είναι το  fD 2,2  . 

Η f είναι συνεχής στο  2,2  ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. Έχουμε 

• 2

x 2
lim 4 x 0


   και 24 x 0   κοντά στο 2 . Άρα 

2x 2

1
lim

4 x
 

  

Επίσης 

 3

x 2
lim x 7 15 0


     

Επομένως 

3

2x 2 x 2

3

2x 2

x 7
lim f(x) lim

4 x

1
lim (x 7)

4 x

 








 
  

 

 

 

• 2

x 2
lim 4 x 0


   και 24 x 0   κοντά στο 2 . Άρα 

2x 2

1
lim

4 x
 

  

Επίσης 

 3

x 2
lim x 7 1 0


    

Επομένως 
3

2x 2 x 2

3

2x 2

x 7
limf(x) lim

4 x

1
lim (x 7)

4 x

 








 
  

 

 

 

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι το σύνολο τιμών της συνάρτησης f είναι το . 

9)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 2.7 

Πρόταση 

Για κάθε x  είναι xe x 1   και το ίσον ισχύει μόνο όταν x 0 . 

Απόδειξη: 

Για όλους τους θετικούς αριθμούς x είναι 

lnx x 1   και το ίσον ισχύει μόνο όταν x 1 . 

Επομένως και για τον θετικό xe  έχουμε 

x x x

x

lne e 1 x e 1

e x 1

    

  
` 

Η ισότητα αληθεύει μόνο όταν xe 1  x 0   . 
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Εφαρμογή 

Να λύσετε την εξίσωση 
2x 2e x 1 0     

Απάντηση 

Για κάθε x  είναι xe x 1   και το ίσον ισχύει μόνο όταν x 0 . 

Θέτουμε όπου x το 2x  και έχουμε 
2 2x 2 x 2e x 1  e x 1 0       και το ίσον ισχύει μόνο όταν 2x 0  x 0   . 

Επομένως η εξίσωση 
2x 2e x 1 0    έχει μοναδική ρίζα το 0. 

10)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 2.9 

Διαισθητική κατανόηση του κανόνα De L' Hospital 

Για μια διαισθητική κατανόηση του κανόνα De L' Hospital για όρια της μορφής 
0

0
 προτείνεται 

πριν τη διατύπωσή του η παρακάτω δραστηριότητα. 

Δραστηριότητα 

1) Να παραστήσετε γραφικά στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων τις συναρτήσεις f και g με 

f(x) lnx , x 0  και 2g(x) 1 x   και να δείξετε ότι το σημείο Α(1,0)  είναι κοινό σημείο των 

γραφικών παραστάσεων. 

2) Να δείξετε ότι η εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των f και g στο κοινό τους ση-

μείο Α(1,0) είναι 1ε : y x 1   και 2ε : y 2x 2   αντίστοιχα και να τις χαράξετε. 

3) Να κάνετε χρήση του γεγονότος ότι «κοντά στο 1 οι τιμές των συναρτήσεων f και g προ-

σεγγίζονται από τις τιμές των εφαπτομένων τους 1ε  και 2ε  και να βρείτε κατά προσέγγιση 

την τιμή του πηλίκου 
2

f(x) lnx

g(x) 1 x



. 

4) Να καταλήξετε ότι κοντά στο 1 ισχύει η προσέγγιση 
f(x) f (1)

g(x) g (1)




, η οποία υπό μορφή ο-

ρίου γράφεται 
x 1

f(x) f (1)
lim

g(x) g (1)





. 
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Απάντηση 

1) Για το σημείο Α(1,0) έχουμε 

f(1) ln1 0   και 2g(1) 1 1 0    

Επομένως το Α(1,0) είναι κοινό σημείο την γραφικών παραστάσεων των f και g. Στο σχήμα 

φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g και το κοινό τους σημείο Α. 

2) Έχουμε 

1
f (x)

x
   και f (1) 1   

Επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο Α(1,0)  είναι 

1ε : y f(1) f (1)(x 1)  y f (1)x f (1)  y x 1            

Επίσης 

g (x) 2x    και g (1) 2    

Επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης της gC  στο Α(1,0)  είναι 

2ε : y g(1) g (1)(x 1)  y g (1)x g (1)  y 2x 2            

Στο σχήμα φαίνονται οι ευθείες 1ε  και 2ε . 

3) Το πηλίκο 
2

f(x) lnx

g(x) 1 x



 κατά προσέγγιση κοντά στο 1 είναι 

2

f(x) lnx x 1 x 1 1
  

g(x) 1 x 2x 2 2(x 1) 2

 
   

    
  

4) Είναι 

f(x) f (1)(x 1) f (1)
  

g(x) g (1)(x 1) g (1)

 


 
 

Επομένως έχουμε 

x 1

f(x) f (1)
lim

g(x) g (1)





 

11)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 2.9 

Επισήμανση 

Οι κανόνες De L' Hopital δεν είναι πάντα πρόσφοροι για το υπολογισμό των ορίων. 

Παράδειγμα 1 

Να υπολογίσετε το όριο

2

x 0

1
x ημ

xlim
ημx

 

Το όριο είναι της μορφής 
0

0
. Αν επιχειρήσουμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα βρίσκουμε 

 

2 1 1 1x ημ 2xημ συν
x x x

συνxημx
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Όμως το όριο 
x 0

1
limσυν

x
 δεν υπάρχει οπότε δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα. 

Χωρίς τον κανόνα βρίσκουμε 

2

x 0 x 0

1
x ημ

1 1 1xlim lim xημ 0 0
ημxημx x 1

x

 

 
 

    
 
 

 

Παράδειγμα 2 

Να υπολογίσετε το όριο
2

x

x 1
lim

x


 

Το όριο είναι της μορφής 



. Αν επιχειρήσουμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα βρίσκουμε 

 
 

2

2

x 1 x

x 1x





 

 και 
 

 

2

2

x x 1

x
x 1

 





 

Δηλαδή επιστρέφουμε εκεί που αρχίσαμε χωρίς να βρούμε το όριο. 

Χωρίς τον κανόνα βρίσκουμε 

2 2 2

x x x

1 1
x 1 x 1

x 1 x xlim lim lim 1 0 1
x x x  

 


      

12)  Κατά τη διδασκαλία της παραγράφου 2.9 

Επισήμανση 

Είναι δυνατόν η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης να τέμνει μια οριζόντια ή πλάγια α-

σύμπτωτή της. 

Παράδειγμα 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f με 

5
f(x) x 2ημ

x
  , x 0  έχει πλάγια ασύμπτωτη 

στο   την ευθεία y x  διότι  

 
x x

5
x 2ημ

1 5x
lim lim 1 2 ημ 1

x x x 

 
 

      
 

 

 
x x

5 5
lim x 2ημ x lim 2ημ 0

x x 

 
    

 
 

Άρα η ευθεία y x  είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC  στο  . Όμοια βρίσκουμε ότι η ευθεία

y x  είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC  στο  . Η ευθεία y x  τέμνει την fC  σε άπειρα σημεία 

με τετμημένες  

5 5 5 5
f(x) x  x 2ημ x  ημ 0  κπ  x

x x x κπ
          , *κ  

 


