
Σελίδα 1 από 29 

Μπάμπης Στεργίου – Μαθηματικός  

 
Θέματα για την Επανάληψη  

 
Μπάμπης Στεργίου – Μάρτιος  2021 

      

NEA ΥΛΗ 
 

 

ΘΕΜΑ 1ο (Β) 

Δίνεται η συνάρτηση  3 2f (x) αx βx 3x 1     , με  α,β . H συνάρτηση  f  παρουσιάζει στο 

σημείο  x 1   τοπικό ακρότατο και η κλίση της στο σημείο με τετμημένη  2  είναι ίση με 9.  

(α) Να αποδείξετε ότι  α 1 και β 0  . 

(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα. 

(γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f  και να αποδείξετε ότι η εξίσωση  3x 3x 1   έχει δύο θετικές 

και μία αρνητική ρίζα. 

(δ) Να βρείτε τις εφαπτομένες της  fC  που διέρχονται από το σημείο  M(2,3).   

(ε) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα, τα σημεία καμπής και να χαράξετε τη γραφική της 

παράσταση. 

 
 

ΘΕΜΑ 2ο (Β) 

 

Δίνεται η συνάρτηση  2f (x) | x 2x |  ,  x .   

Β1. Να εξετάσετε την  f  ως προς τη συνέχεια και να αποδείξετε ότι (η  f )  δεν παραγωγίζεται στα  

     σημεία  x 0  και  x 2 . 

Β2. Να μελετήσετε την  f  ως τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα. 

Β3. Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f  και να εξετάσετε αν έχει ολικά ακρότατα. Στη συνέχεια να  

     χαράξετε τη γραφική παράσταση της  f .   

Β4. Να αποδείξετε ότι οι  εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της  f  που διέρχονται από το 

σημείο 
5

P(1, )
4

 είναι κάθετες μεταξύ τους. Ποιες είναι οι εξισώσεις αυτών των εφαπτομένων ;   

Β4. Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της  f .   
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ΘΕΜΑ 3ο(Β) 

Δίνεται η συνάρτηση 
2 x

2

4e , x 2
f (x)

4x x , x 2

 
 

 
  

(α) Να μελετήσετε την   f  ως προς τη μονοτονία . 

(β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f  . 

(γ) Να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται και να βρείτε την  1f .  . 

(δ) Να χαράξετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές τους παραστάσεις των  f  και  1f .   Σε ποια 

σημεία τέμνονται οι δύο αυτές γραφικές παραστάσεις ;  

 

 
 

ΘΕΜΑ 4ο(Δ) 

Δίνεται η συνάρτηση  2f (x) 10x x   . 

(α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία , τα ακρότατα και τα κοίλα.Να χαράξετε στη 

συνέχεια τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f .   

(β) Να βρείτε  τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της  f  που διέρχονται από το σημείο 

A(6,40)   

(γ) Να αποδείξετε ότι από  κάθε σημείο της ευθείας 
101

(ε) : y
4

  μπορούμε να φέρουμε ακριβώς δύο 

εφαπτομένες προς τη  fC  , οι οποίες μάλιστα είναι  κάθετες μεταξύ τους.  

(δ) Ένα  σύρμα  μήκους  20m  διατίθεται  για  την  περίφραξη  ενός 

ανθόκηπου  σχήματος  κυκλικού  τομέα.  Να  βρείτε  την  ακτίνα  r 

του  κύκλου,  αν  επιθυμούμε  να  έχουμε  τη  μεγαλύτερη  δυνατή 

επιφάνεια του κήπου.  

 

 r

 Ο

 θ
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ΘΕΜΑ 5ο(Γ) 

Δίνεται η συνάρτηση 
3

2

x 3x , x 1
f (x)

3x 6x 1, x 1

  
 

  
. 

(α) Να αποδείξετε ότι η  f είναι συνεχής και δύο φορές παραγωγίσιμη στο  . 

(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

(γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f  ,  το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης  f (x) 0  και να     

         αποδείξετε ότι η μεγαλύτερη από αυτές τις ρίζες βρίσκεται στο διάστημα  (1, 2) . 

(δ) Να εξετάσετε, αν για την  f  εφαρμόζεται το ΘΜΤ στο διάστημα [ 1,3]  και αν ναι, να βρείτε τη   

        θετική τιμή του  ξ  , το οποίο επαληθεύει το συμπέρασμα του ΘΜΤ στο διάστημα αυτό.  

(ε) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 

 

ΘΕΜΑ 6ο(Β) 

   Δίνεται η συνάρτηση  3 2f (x) x αx 2,α    .Στο σημείο  2  η  f   παρουσιάζει τοπικό ακρότατο. 

(α) Να αποδείξετε ότι  α 3 . 

(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και  τα ακρότατα.  

(γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f  και το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης  3 2x 1 3x    

(δ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 

 

 ΘΕΜΑ 7ο(Β) 

Δίνεται η συνάρτηση 
3 2

2

x αx β
f (x)

x 1

 



 , με   α,β .  Για τη συνάρτηση  f  ισχύει ότι   

x 1

1
lim f (x)

2
   

(α) Να αποδείξετε ότι  α 1 ,β 0    

(β) Να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο Α του  , στο οποίο οι συναρτήσεις  f ,g  είναι ίσες, όπου  

2x
g(x)

x 1



 

(γ) Να μελετήσετε την  g  ως προς τη μονοτονία ,  τα ακρότατα , τα κοίλα και να βρείτε το σύνολο 

τιμών της. 

(δ) Να λύσετε την εξίσωση  2 2 4 2 4 2(3x 7) (x 2) 3(x 2)(x 3)       

(ε) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της  gC  και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση, καθώς και την 

fC . 
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ΘΕΜΑ 8ο(Γ-Δ) 

Δίνεται η συνάρτηση  3f (x) x 6(ημx x), x .      

 (α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

 (β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  2 ημx
x 6(1 )

x
   είναι αδύνατη. 

 (γ) Να λύσετε την εξίσωση :   x x x xf (2 ) f (4 ) f (5 ) f (3 )     

 (δ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 

 

Υπόδειξη ((α),(γ) ,(ε)) 

(α) Είναι  f ''(x) 6(x ημx)   , η οποία έχει μοναδική λύση την  x 0  και έτσι εφαρμόζουμε τη 

μέθοδο της επιλεγμένης τιμής (πχ   x π ,   x π  ) 

(γ) Για  x 0  επαληθεύεται. Για  x 0  είναι  x x x x x x2 3 f (2 ) f (3 ) , f (4 ) f (5 )     και 

προσθέτουμε κατά μέλη. Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη για  x 0 .Όμοια για  x 0. Ερώτημα που αν 

κάποιος δεν γνωρίζει τη διαδικασία δεν μπορεί εύκολα να απαντηθεί (είναι δύσκολο).  

(δ) Είναι κοίλη στο διάστημα   ( ,0]  και κυρτή στο διάστημα [0, ).   

 

ΘΕΜΑ 9ο(Γ-Δ) 

 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f :    με  f (0) 2  και  f '(x)f (x) x 1   για κάθε  x .   

(α) Να αποδείξετε ότι  2f (x) x 2x 2    ,  x .   

(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

(γ) Να αποδείξετε ότι από το σημείο  N( 1,0)  δεν άγονται εφαπτομένες προς την  fC . 

(δ) Να βρείτε το όριο : 

                                            
x

A lim (f (x) f ( x) f (2x))


      

(ε) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της  fC , να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα και να χαράξετε τη 

γραφική της παράσταση. 

Υπόδειξη ((α),(β,γ) , (δ), (ε)) 

 (α) Γράφεται 

                                 
2 2 2 2

f '(x)f (x) x 1 2f '(x)f (x) 2x 2

(f (x)) ' (x 2x) ' f (x) x 2x c

     

     
  

Όμως  f (0) 2  , οπότε  c 2 .Άρα  2| f (x) | x 2x 2     
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Επιπλέον είναι   f (x) 0   και έτσι η συνάρτηση ως συνεχής διατηρεί πρόσημο και μάλιστα θετικό 

αφού  f (0) 2 0   

 

(γ) Έστω  M(α, f (α))  το σημείο επαφής μιας τέτοιας εφαπτομένης. Γράφουμε την εξίσωση της 

εφαπτομένης. Αυτή πρέπει να περνάει και από το  N( 1,0)  και έτσι καταλήγουμε σε άτοπο. 

(δ) Γράφουμε : 

x x
A lim (f (x) f ( x) f (2x)) lim [(f (x) x) (f ( x) x) (f (2x) 2x)]

 
            

και εργαζόμαστε με συζυγείς παραστάσεις. 

(ε) Είναι  
x 1

f '(x)
f (x)


  και 

'

3

x 1 1
f ''(x)

f (x) f (x)

 
  
 

.Η συνάρτηση είναι κυρτή.
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ΘΕΜΑ 10ο(Γ) 

 (Πρόβλημα) 

 

Δίνεται η συνάρτηση 
22x 5x

f (x) , x 2.
x 2


 


  

Α. Να μελετήσετε την  f (i)  ως προς τη μονοτονία και  τα ακρότατα  (ii) ως προς τα κοίλα και τα 

σημεία καμπής. 

Β. Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f . 

Γ. Να  βρείτε  τις  ασύμπτωτες  της  γραφικής  παράστασης  της  f   και  να  χαράξετε  τη  γραφική  της 

παράσταση. 

Δ. Μια τράπεζα θέλει να τυπώσει πιστωτικές κάρτες σχήματος ορθογωνίου (ΑΒΓΔ). Η εκτυπώσιμη 

επιφάνεια της κάρτας που στο σχήμα περικλείεται από το εσωτερικό (μπλε στο αρχείο) ορθογώνιο 

πρέπει  να  έχει  εμβαδόν  18  2cm .Τα  περιθώρια  εκτύπωσης  αριστερά  –δεξιά  είναι  2cm   και  πάνω 

κάτω είναι 1cm .    

 

(α) Να εκφράσετε τη συνολική επιφάνεια της κάρτας ως συνάρτηση της μικρής πλευράς της. 

(β) Ποιες είναι οι διαστάσεις της πιο οικονομικής κάρτας που μπορεί να εκδώσει η τράπεζα ;  

 

Θέμα 10 - Υπόδειξη ((Α),(Β) ,(Γ) , (Δ)) 

 

Α. Είναι  
2

2

2(x 4x 5)
f '(x)

(x 2)

 



  

 ♦ 
2

2
2

2(x 4x 5)
f '(x) 0 0 x 4x 5 0 x 1ή x 5

(x 2)

 
          


. 

Τοπικά ακρότατα είναι τα  f ( 1) 1 T.M., f (5) 25 T.E.     

Β. Σύνολο τιμών είναι το  f (A) ( ,1] [25, )    .  
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Γ. Είναι
3

36
f ''(x)

(x 2)



.Η συνάρτηση αλλάζει κοίλα στο 2(δεξιά του 2 είναι κυρτή). 

 

Δ. (α) Πρέπει 

4x 10
(x 2)(y 4) 18 y

x 2


    


. 

 Επομένως  

24x 10x
E(x) 2f (x), x 2

x 2


  


 

     (β) Με βάση προηγούμενο ερώτημα θα είναι  x 5, y 10    

 

ΘΕΜΑ 11ο(Γ) 

Δίνεται η συνάρτηση 
x

2
αf (x) (x α)e , α 0.



     

(α)  Να μελετήσετε τις   f  και  f '  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

(β)  Να αποδείξετε ότι καθώς το α μεταβάλλεται, το σημείο  0 0M(x , f (x ))  , όπου  0x είναι η θέση του 

τοπικού ακροτάτου της  f  κινείται σε μια ευθεία, της οποίας να βρείτε την εξίσωση. 

(γ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο τομής της με τον 

άξονα των τετμημένων έχει σταθερή κλίση. 

(δ) Για α = 1 να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα, να βρείτε τις ασύμπτωτες και να χαράξετε τη 

γραφική της παράσταση. 

 

 Υπόδειξη  

(α) 
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(β) 

   

(γ) 

   

 

ΘΕΜΑ 12ο(Γ-Δ) 

Πρόβλημα με βάση το σχολικό 

 

Δίνεται η συνάρτηση 
1 1 π

f (x) , x (0, ).
ημx συνx 2

     

(α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα ακρότατα. 

(β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f .  

(γ) Να  μελετήσετε  την  f ως  προς  τα  κοίλα  και  να  βγείτε  τις  ασύμπτωτες  της  γραφικής  της 

παράστασης. Στη συνέχεια να χαράξετε τη γραφική παράσταση της  f .  

 

(δ)  Δύο διάδρομοι πλάτους 1m τέμνονται κάθετα.  

    (Δείτε το Σχήμα). 

 Να βρείτε το μεγαλύτερο δυνατό  μήκος μιας σκάλας 

που μπορεί, αν μεταφερθεί  οριζόντια, να στρίψει στη 

γωνία. 
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Υπόδειξη 

 

(α) Είναι  

3 3

2 2 2 3

συνx ημx ημ x συν x
f '(x)

ημ x συν x ημ x συν x

 
  


 

Είναι επίσης :  

3 3f '(x) 0 ημ x συν x 0

π
ημx συνx x

4

    

   
 

Η συνάρτηση παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για 

π
x

4
  με τιμή 

π
f ( ) 2 2.

4
  

 

(γ) Η συνάρτηση είναι κυρτή. Ασύμπτωτες είναι οι ευθείες στα άκρα του πεδίου ορισμού. 

 

 

(δ) Θα εκφράσουμε το μήκος ΑΒ ως συνάρτηση της 

γωνίας 
π

θ (0, ).
2

   

 

Αλλά από τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΑΓ και ΟΒΔ 

παίρνουμε ότι : 

ΟΓ 1
ΟΑ

συνθ συνθ
    και   

ΟΔ 1
ΟΒ

ημθ ημθ
   

Επομένως : 

1 1
ΑΒ ΟΑ ΟΒ

συνθ ημθ
     , 

π
θ (0, ).

2
  

Είναι λοιπόν  

1 1
ΑΒ f (θ)

συνθ ημθ
    , 

π
θ (0, ).

2
  

Το μικρότερο άνοιγμα στο διάδρομο είναι λοιπόν το  AB 2 2  και έτσι η μεγαλύτερη σκάλα που 

μπορεί να περάσει έχει μήκος  2 2 . 
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ΘΕΜΑ 13ο(Γ) 

Δίνεται η συνάρτηση  2f (x) 1 x x 1, x .       

(α) Να αποδείξετε ότι  f (x) 1  για κάθε  x   και 
1 1

1, x .
f (x) f ( x)

  


   

(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της . 

(γ) Να λύσετε την εξίσωση  2 21 ημ x ημx x 1 x      . 

(δ) Να βρείτε, αν ορίζεται,  την αντίστροφη της  f .   

(ε) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα, να βρείτε τις ασύμπτωτες και να χαράξετε τη γραφική 

της παράσταση. 

(στ) Να αποδείξετε ότι  f (3) f (11) 2f (7).    

Υπόδειξη 

(α) Είναι  2 2f (x) 1 x x 1 1 x x 1 x | x | 1 x ( x) 1 0                ,διότι  | x | x   . 

 Επίσης είναι : 

2 2

2 2 2 2

f (x)f ( x) ((1 x 1) x)((1 x 1) x)

[1 (x 1) 2 x 1] x 2(1 x 1)

        

       
 

και 

2 2 2f (x) f ( x) (1 x 1 x) (1 x 1 x) 2(1 x 1)             . 

Επομένως : 

2

2

1 1 f (x) f ( x) 2(1 x 1)
1, x .

f (x) f ( x) f (x)f ( x) 2(1 x 1)

   
    

   
  

(β) Είναι 
2

2 2

x 1 x x
f '(x) 1 0

1 x 1 x

 
   

 
,  

αφού  2 2x x 1 x x x | x | x ( x) 0          .Άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα. Είναι ακόμα : 

x
lim f (x)


   και      
2

2 2

2

2x x x

x 1 x
lim f (x) lim 1 x x 1 1 lim 1

x 1 x  

 
      

 
. 

Επομένως, αφού η  f  είναι και συνεχής,  το σύνολο τιμών της  είναι το  f ( ) (1, ).    

(γ)  Η εξίσωση γράφεται στη μορφή : 

f :1 1
2 21 1 ημ x ημx 1 x 1 x f ( ημx) f (x) x ημx x 0



                 

αφού η ισότητα  | ημx | | x |  ισχύει μόνο για  x 0.  
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ΘΕΜΑ 14ο (Β) 

 
Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο   , γνησίως μονότονη στο διάστημα  ( ,0]  , γνησίως 

μονότονη στο διάστημα [0, )  ,  f (0) 3,  
x
lim f (x)


   και  
x
lim f (x) 5


  . 

Α. Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f .   

Β. Να βρείτε το πλήθος των ριζών των εξισώσεων : 

   (α)  f (x) 2020                             (β)   f (x) 2    

   (γ) f (x) 2                                     (δ)  f (x) 3                     (ε) f (x) 2019   

Γ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό   γ ( ,0)   , ώστε  f (γ) 1940    

Δ. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f  έχει ακρότατα . 

Ε. Να λύσετε την εξίσωση  4 2f (x) 3 ημ x ημ x     

Υπόδειξη  

Μπορεί να   βοηθήσει το επόμενο σχήμα: 
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ΘΕΜΑ 15ο(Γ) 

 

Δίνεται η συνάρτηση 
3

x 1

x 1, x 1
f (x)

2e , x 1

  
 


 . 

(α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής , γνησίως μονότονη και να βρείτε το σύνολο τιμών της.  

(β) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η  1f   και να την βρείτε.  Στο ίδιο σύστημα αξόνων να σχεδιάσετε 

στη συνέχεια  τις γραφικές παραστάσεις των  f  και  1f .   

(γ) Να βρείτε τα όρια  : 

x x

x xx x x

f (x 1) 3 2 f (x 2) 3 2 f (2x) f (x 1) 2
A lim , B lim , Γ lim

f (2x) f (x 1) 1f (x 1) 3 1 f (x 2) 3 1  

        
  

       
 

(δ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) 4 x   έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα  (1, 2).   

(ε) Να λύσετε στο  (0, )  την εξίσωση  3 2 4f (x) f (x ) f (x ) f (x )   .  

 

 

ΘΕΜΑ 16ο(Γ-Δ) 

   

  Δίνεται η συνάρτηση  2f (x) x 2x 4 αx β      , με  α,β .  Δίνεται επίσης ότι 
x
lim f (x) 3


  . 

(α) Να αποδείξετε ότι   α 1 και β 2  . 

(β) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη και να βρείτε το πρόσημό της. 

(γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f  και το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης   f (x) 2021.   

(δ) Να βρείτε τα όρια 
x

f (x)
λ lim

x
  και 

x
μ lim (f (x) 2x)


   καθώς και τις ασύμπτωτες της  fC . 

(ε) Να βρείτε τα διαστήματα, στα οποία ο ρυθμός μεταβολής της  f  ως προς  x  αυξάνει. 

(στ) Να λύσετε την εξίσωση  f (x) f (4x) f (5x) f (3x)     

(ζ) Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της  f .   
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ΘΕΜΑ 17ο (Γ) 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f :    με  f (0) 0  και  f (x)f '(x) 2xe  για κάθε  x .   

(α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f (x) 2g(x) e x   είναι σταθερή στο   και να βρείτε τον τύπο 

της  f .   

Έστω ότι  2f (x) ln(x 1)  .  

(β) Να γράψετε την  f  ως σύνθεση δύο συναρτήσεων  G,H , καμία από τις οποίες δεν είναι η 

συνάρτηση  I(x) x , x .    

(γ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα και στη συνέχεια να βρείτε το 

σύνολο τιμών της  f . Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα και να χαράξετε την  fC .  

(δ) Να βρείτε το όριο 
x

A lim (ln x f (x))


  . 

(ε) Να αποδείξετε ότι στο σύνολο των σημείων  N {M(x, f (x)) | 0 x 2}    υπάρχει ένα 

τουλάχιστον σημείο  0 0 0M (x , f (x ))  , του οποίου η απόσταση από το σημείο  P(1,0)  είναι ελάχιστη.   

 

ΘΕΜΑ 18ο (Γ) 

Δίνεται η συνάρτηση 
3 2(μ 1)x λx

f (x)
x 1

 



  , με  x 1  και  λ,μ . Για την συνάρτηση  f  

γνωρίζουμε ότι 
x

f (x)
lim 1

x
  

(α) Να αποδείξετε ότι  λ μ 1.    

(β) Να μελετήσετε τις  f και  f '  ως προς την μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα. 

(γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f .   

(δ) Να αποδείξετε ότι από το σημείο  P(1,2)  δεν μπορούμε να φέρουμε εφαπτομένη προς τη γραφική 

παράσταση της  f .   

(ε) Να λύσετε την εξίσωση  x 2 2 x 2 2(e 2) (x 2) (e 1)(x 3)        

(στ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 

Υπόδειξη 

(β) Είναι  
2

2

x 2x
f '(x)

(x 1)





  

(ε) Παίρνει τη μορφή  x 2f (e 2) f (x 3)    .Στο διάστημα [2, )  η  f  είναι γνησίως μονότονη. 
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    ΘΕΜΑ 19ο (Δ) 

 
 
     Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f :    με  f ( 1) f (1) 1    και  xf '(x) 2f (x)  για κάθε 

x .  

(α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
2

f (x)
g(x)

x
  ,με  x 0  είναι σταθερή και  2f (x) x , x .    

(β) Να βρείτε τη θέση του σημείου Ρ της  fC  , για την οποία η απόσταση  ΡΝ  είναι η ελάχιστη, όπου         

     
9

Ν(0, ).
2

 

(γ) Να βρείτε τις εφαπτομένες της  fC  που διέρχονται από το σημείο  K( 1, 8).    

Δίνεται ένα μεταβλητό σημείο  M(x, f (x))  της γραφικής παράστασης της  f  με θετική τετμημένη. Η 

προβολή Τ του Μ στον άξονα  x 'x  πλησιάζει τον άξονα των τεταγμένων με ρυθμό  2 m / min . 

 (δ) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής τη στιγμή  0t   που η τετμημένη του Μ είναι  ίση με  3 m  : 

   (i) Της τεταγμένης  του σημείου  Μ. 

   (ii) Της απόστασης του Μ από την αρχή των αξόνων. 

  (iii) Της γωνίας θ ΜΟT


  και της γωνίας ω που σχηματίζει η εφαπτομένης της  fC  στο Μ με τον      

        άξονα  x ' x.   

(ε) Δίνεται το σημείο  Ν( 4,8)  .Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του  εμβαδού του τριγώνου  ΜΟΝ ,  

τη χρονική στιγμή που η τετμημένη του Μ είναι ίση με 2 .   

 

    ΘΕΜΑ 20ο (Γ) 

Δίνεται η συνάρτηση 
100

f (x) 2(x ) , x 0.
x

     

(α) Να μελετήσετε την  f   ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα. 

(β)  Να  βρείτε  το  σύνολο  τιμών  της  f ,  να  την  μελετήσετε  ως  προς  τα  κοίλα,  να  βρείτε  τις 

ασύμπτωτες και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση.  

(γ) Να αποδείξετε ότι η ευθεία (ε) με εξίσωση  y 6x 80    εφάπτεται στη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης  f .   

(δ)  Ένα  τυπογραφείο  θέλει  να  τυπώσει  ορθογώνιες  κάρτες  με  επιφάνεια  2100cm ,  θέλει  όμως  οι 

κάρτες  να  έχουν  την  ελάχιστη  περίμετρο.  Ποιες  πρέπει  να  οι  διαστάσεις  της  κάρτας  για  να  το 

πετύχει αυτό και πόση θα είναι η ελάχιστη περίμετρος ;   
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    ΘΕΜΑ 21ο (Β) 

Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) x 2  και 
x 4

g(x)
3


 . 

Α. Να βρείτε τα κοινά σημεία των  f gC ,C . 

Β. Να ορίσετε την αντίστροφη της  f καθώς και την σύνθεση  f g  . 

Γ. Να χαράξετε στο ίδιο σύστημα τη γραφική παράσταση των  1f f
C ,C  . 

Δ. Δίνεται το σημείο 
3

A( ,0)
2

και το σημείο  M(x, f (x)) της  fC . Να εκφράσετε το μήκος του 

τμήματος  AM ως συνάρτηση του  x και να βρείτε την τιμή του  x , για την οποία η απόσταση ΑΜ 

είναι η ελάχιστη. 

Ε. Δίνεται το σημείο  N( α 4,0)  .Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία 

Μ(α, f (α))  και   N( α 4,0)   εφάπτεται στη  fC .   

Υπόδειξη 

(ε) Είναι  ΜΝ

α 2 α 2 1
λ f '(α)

2α 4 2(α 2) 2 α 2

 
   

  
.Επομένως η ευθεία ΜΝ εφάπτεται με την  fC .  

 



Σελίδα 16 από 29 

Μπάμπης Στεργίου – Μαθηματικός  

ΘΕΜΑ 22ο (Γ) 

Στο  παρακάτω  σχήμα  δίνονται  οι  γραφικές  παραστάσεις  μιας  συνάρτησης    f :     και  της 

παραγώγου της, όχι αναγκαστικά με αυτή τη σειρά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(α) Να  αιτιολογήσετε  με  δύο  τουλάχιστον  επιχειρήματα  ότι  το  πρώτο  διάγραμμα  αντιστοιχεί  στη 

συνάρτηση  f .  

 (β) (i)  Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f  παρουσιάζει στο  2  τοπικό ελάχιστο και να δικαιολογή-

σετε την απάντησή σας.  

(ii)  Nα  βρείτε  την  εξίσωση  της  εφαπτομένης  της  γραφικής  παράστασης  της  f   στο  σημείο  με 

τετμημένη 0. Θεωρείστε ότι 
8

f (0)
3

 .  

 

(γ) Να βρεθούν τα διαστήματα μονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα  της  f .  

(δ) Να βρείτε με αιτιολόγηση τα κρίσιμα σημεία της  f και το όριο:       

2

2x

f (x) 2f (x) ημx
K lim

f (x) 3f (x) συνx 4

 


  
 . 

(ε) Να υπολογίσετε τα όρια 
3

x 2

f (x)
A lim

x 2



 και    

2 2

x 0

f (x) f (0)
B lim

x


  

(στ) Θα μπορούσαν οι παραπάνω γραφικές παραστάσεις να αφορούν τη συνάρτηση;  

3

3

1
(x 2) , x 0

3
f (x)

1
(12x - x 8) , x 0

3
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Να αιτιολογήσετε την απάντησή της . 

    ΘΕΜΑ 23ο (B) 

 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται  η γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης  f : A    . 

 

 

Με βάση αυτό το σχήμα : 

Β1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού  Α και να  γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της  f .   

Β2. Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα και  το σύνολο τιμών της  f .   

Β3. Να βρείτε, αν υπάρχει,  το όριο της  f  στο 0 και να αιτιολογήσετε την απάντησή της. 

Β4. Να υπολογίσετε τα όρια : 
2

2x x x

ημx f (x) 2f (x) 3
A lim f (x) , B lim , Γ lim

f (x) f (x) 3f (x) 4  

 
  

 
  

Β5. Μια συνάρτηση  g  έχει πεδίο ορισμού το σύνολο  D [ 2,0) (0, 2]    και είναι  g f  στο σύνολο 

D. Να αποδείξετε ότι η  g  είναι 1 1  και στο διάγραμμα του σχήματος, που θα μεταφέρετε στην 

κόλλα της, να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της  1g . Ποιο είναι το πεδίο ορισμού της  1g ;   
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    ΘΕΜΑ 24ο (B) 

 

Δίνεται η συνάρτηση 
2

2

(λ 1)x x 2
f (x) , λ

x 1

  
 


 .Για την  f  γνωρίζουμε ότι 

x 1
lim f (x) .


   

(α) Να βρείτε την τιμή του  λ  και την τιμή του 
x 1
lim f (x)


. 

Στη συνέχεια θεωρούμε ότι  λ 2.   

(β) Να μελετήσετε την  f  ως της τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

(γ) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι 1 1  και να ορίσετε την αντίστροφη   1f   της  f . 

(δ) Να υπολογίσετε τα  όρια  

x 1
A lim f (x)


 ,   x x

x
B lim f (e 3 )


   ,  

x 0

2
Γ lim f (xημ )

x
 ,   2

x

3
Δ lim f (x ημ )

x
  

(ε) Να μελετήσετε την  f ως προς τα κοίλα, να βρείτε τις ασύμπτωτες και να χαράξετε τη γραφική 

της παράσταση. 

 

    ΘΕΜΑ 25ο (Γ) 

 

Δίνονται οι συναρτήσεις 
2

2

x 4
f (x)

x 2 | x |





 και  

2
g(x) 1

| x |
   .  

(α) Να αποδείξετε ότι  f g και να γράψετε την  g  στη μορφή  3 2 1g g g g   , έτσι ώστε : 

3 2 1g (2) 1,g (1) 2, g ( 1) 1      

(β) Να ορίσετε τη συνάρτηση  h g g    

(γ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

(δ) Αν  η  εφαπτομένη  της  gC   στο  τυχαίο  σημείο  της  M(α, f (α))   με  α 0   τέμνει  τις  ευθείες 

y 1, x 0   στα σημεία Α και Β, να αποδείξετε ότι  ΜΑ ΜΒ  και ότι το τρίγωνο  NAB  με  N(0,1)  

έχει σταθερό εμβαδόν , αν το Μ μεταβάλλεται.  

    

Υπόδειξη 

(α) Είναι   3 2 1

2
g (x) 1 x ,g (x) , g (x) | x | .

x
     

(γ) Η εξίσωση της εφαπτομένης είναι : 

2

2 2
y 1 (x α)

α α
     



Σελίδα 19 από 29 

Μπάμπης Στεργίου – Μαθηματικός  

Από αυτή με   y 1  ,  x 0  βρίσκουμε  αντίστοιχα  Α(2α,1)  και 
4

Β(0,1 )
α

 .Το τμήμα ΑΒ έχει όμως 

μέσο το Μ( Με τον τύπο από τη Β΄ Λυκείου). 

 

 ΘΕΜΑ 26ο (Β) 

Δίνονται οι συναρτήσεις 
8

f (x)
x

  και  2g(x) x 6x 12    . 

(α) Να αποδείξετε ότι το  A(2, 4)  είναι το μοναδικό κοινό σημείο των  fC  και gC . 

(β) Να αποδείξετε ότι οι  fC  και  gC έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους σημείο. 

(γ) Να βρείτε τη σχετική θέση των  fC  και gC . 

(δ) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  h g f   και να βρείτε  το σύνολο τιμών 

της. 

(ε)  Η  εφαπτομένη  της  fC σε  τυχαίο  σημείο  της  Μ  τέμνει  τους  άξονες  στα  σημεία  Ν  και  Ρ.Να 

αποδείξετε ότι ΜΝ= ΜΡ και ότι το τρίγωνο  ΟΝΡ έχει σταθερό εμβαδόν. 

 

ΘΕΜΑ 27ο (Γ) 

 

Δίνεται η συνάρτηση  2 2f (x) 5 100 x 3(300 x) , x .       

(α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα. 

(β) Να  βρείτε  το  σύνολο  τιμών  της  f ,   να  εξετάσετε  αν  η  f   έχει  ολικά  ακρότατα  και  αν  ναι,  να 

βρεθούνε. 

(γ) Να  αποδείξετε  ότι  η  γραφική  παράσταση  της  f   διέρχεται  από  τα  σημεία  P(75,1300) , 

N(240,1480)   και να υπολογίσετε το όριο 
x

A lim (f (x) 2x)


  .  

(δ) Μια εταιρεία θέλει να περάσει  ένα καλώδιο 

από τη διαδρομή ΑΒΓ. Το σημείο Α απέχει από 

τον  ευθύγραμμο  δρόμο    ΓΒΔ  100 m .Το  μήκος 

της  διαδρομής    ΓΔ  είναι  300m .  Το  κόστος 

εγκατάστασης  του  καλωδίου  που  περνάει  μέσα 

από  άγονη  περιοχή,  όπως  το  ΑΒ,  είναι  5  

εκατοντάδες  ευρώ  ανά  μέτρο,  ενώ  το  κόστος 

εγκατάστασης του καλωδίου κατά μήκος του δρόμου ΓΔ είναι 3 εκατοντάδες ανά μέτρο. 
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Σε  ποιο  σημείο  της  διαδρομής  ΓΔ  πρέπει  να  βρεθεί  το  σημείο  Β,  ώστε  το  συνολικό  κόστος 

εγκατάστασης του καλωδίου να είναι το ελάχιστο και πόσο είναι αυτό το κόστος;     

Υπόδειξη 

(α) Η συνάρτηση παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για  x 75.   

(γ) Είναι   2 2 2 2f (75) 5 4 25 3 25 3 300 75 125 16 9 675 625 675 1300              

(δ)Το κόστος δίνεται από τη συνάρτηση  f  και το ελάχιστο είναι  f (75) 1300  εκατοντάδες ευρώ. 

 

ΘΕΜΑ 28ο (Γ) 

Δίνονται οι συναρτήσεις 
x α

f (x) ln x
x


   και  g(x) ln x x 1    , με  x 0 και  α .  Το  f (1)  είναι 

τοπικό ακρότατο της  f .   

(α) Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης  g . 

(β) Να αποδείξετε ότι  α 1  . 

(γ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα. 

(δ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  συνάρτησης  f .   

(ε) Αφού  αποδείξετε  ότι  ορίζεται  η  1g ,  να  βρείτε  το  πεδίο  ορισμού  της  1g   και  να  λύσετε  την  

ανίσωση  1g (x) x  . 

(στ) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  έχει ακριβώς ένα σημείο καμπής  M( , f ( ))   

και ότι ισχύει 
( 1)(2 )

f ( )
2

  
 


 . 

Υπόδειξη 

(στ)  Είναι 
3

3 x 2ln x
f ''(x)

x

 
   .Η  συνάρτηση  του  αριθμητή  είναι  γνησίως  φθίνουσα  και  έχει 

σύνολο τιμών το  . Επομένως η  f ''  έχει μοναδική ρίζα, στην οποία αλλάζει πρόσημο. 
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ΘΕΜΑ 29ο (Γ) 

Μια συνάρτηση  f :    είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και η παράγωγός της έχει γραφική 

παράσταση που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα : 

 

Δίνεται ακόμα ότι  
x
lim f (x)


   , f (a) 0  ,   f ''(a) 3  ,    0

1
f (x )

2
  και 

x
lim f (x)


   

(α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία, τα κοίλα, να βρείτε το σύνολο τιμών της  και να 

αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) 0  έχει τρεις ακριβώς ρίζες  1, 2 3ρ ρ ,ρ  και ας είναι   1 2 3ρ ρ ρ  . 

(β) Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης  f .   

(γ) Να υπολογίσετε τα όρια : 

3x b

ln(x b)
Α lim

(f '(x))


      και     

x a

ημ(f '(x))
B lim

x a



 

(δ) Να αποδείξετε ότι για κάθε  x  ισχύει ότι     f (x 1) 2 f (x)     

(ε) Να λύσετε την εξίσωση  2 9
f '(x) f (x) f (x)

4
    . 

( Το θέμα οφείλω στο συνάδελφο Σωτήρη Σκοτίδα. Τον ευχαριστώ).  

Υπόδειξη 

(γ) Είναι : 

  (i) 
3 3x b x b

ln(x b) 1
Α lim lim(ln(x b)) ( ) ( )

(f '(x)) (f '(x)) 


          

διότι η παράγωγος είναι αρνητική δεξιά του a. 

 

 (ii) 
x a x a x a x a

ημ(f '(x)) ημ(f '(x)) f '(x) ημ(f '(x)) f '(x) f '(a)
B lim lim( ) lim( lim 1 f ''(a)

x a f '(x) x a f '(x) x a   
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(δ)  Εφαρμόζουμε ΘΜΤ στο διάστημα [x, x 1]  , οπότε υπάρχει  ξ (x, x 1) :    

f (x 1) f (x)
f '(ξ) f (x 1) f (x)

(x 1) x

 
   

 
 

Όμως    f '(ξ) 2 , διότι από το γράφημα παίρνουμε ότι  f '(x) 2 για κάθε  x .   

(ε) Τη γράφουμε στην ισοδύναμη μορφή :  2 9
f '(x) f (x) f (x)

4
    . 

Το  0x  είναι ρίζα. Αλλά  0f '(x ) 2  και  2
0 o

9
f (x ) f (x ) 2

4
    , διότι 

2 9 1
g(x) x x g( ) 2

4 2
     .Προφανώς μπορούμε να γράψουμε :   

2 2
0 o o

9 1
f (x ) f (x ) (f (x ) ) 2 2

4 2
       

 

ΘΕΜΑ 30ο (Γ) 

 

Δίνεται η συνάρτηση 
2

x , x 0
f (x)

x , x 0

 
 

 
 . 

(α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής, όχι όμως και παραγωγίσιμη στο  0.   

(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

(γ) Να αποδείξετε ότι η  f  αντιστρέφεται και να βρείτε την  1f .   

(δ)  Δίνονται  τα  μεταβλητά    σημεία  M(x, f (x))   και    N(f (x), x)   ,  με  x .   Ονομάζουμε  d   τη 

συνάρτηση που εκφράσει την απόσταση ΜΝ των σημείων Μ και Ν. 

    (i)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση d  έχει  ολικό ελάχιστο και δύο θέσεις τοπικού μεγίστου. Πώς 

ερμηνεύεται γεωμετρικά το παραπάνω συμπέρασμα ;  

    (ii) Να αποδείξετε ότι αν σε κάποια θέση  η d παρουσιάζει τοπικό μέγιστο, τότε οι εφαπτομένες 

στις γραφικές  παραστάσεις  των  f και  1f    στα αντίστοιχα σημεία τους Μ, Ν  είναι παράλληλες.  

 

ΘΕΜΑ 31ο (Β) 

 

Δίνεται η συνάρτηση 
x2

f (x) (1 )e
x

   , με  x 0.   

(α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 

(β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f . 
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(γ) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  
x2

1 λe
x

  , για τις διάφορες τιμές του  λ .   

(δ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) 2x  έχει μία ακριβώς ρίζα στο διάστημα  (0,1).   

(ε) Να βρείτε τις ασύμπτωτες . 

ΘΕΜΑ 32ο (Β) 

 

Δίνονται οι συναρτήσεις 
x 1

f (x)
x 1





 και 

1 x 1 x 1
g(x)

2 x 1 x 1

  
  

  
. 

(α) Να εξετάσετε αν  f g .Αν όχι, να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο  Γ  του    , στο οποίο είναι  

f g . 

(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.  

(γ) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι 1 1  και να βρείτε την 
1f .

  

(δ) Να αποδείξετε ότι η ευθεία με εξίσωση  y 2x 1    εφάπτεται με τη  fC .  

(ε) Η  εφαπτομένη  (ε)  της  fC   σε  ένα  μεταβλητό  της  σημείο  M(α,f (α))   τέμνει  τις  ευθείες  με 

εξισώσεις   y 1,x 1   στα σημεία Α και Β. Να αποδείξετε ότι  MA MB  και ότι το εμβαδόν του 

τριγώνου  NAB , όπου  N(1,1)  είναι σταθερό.    

 

 

ΘΕΜΑ 33ο (Γ) 

 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : {1}    , με  f (0) 2 , f (2) 4    ,  f (x) 1  και                

21
f '(x) (f (x) 1)

3
     για κάθε  x 1.  

(α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
1 x

g(x)
f (x) 1 3

 


 ,με  x 1  είναι σταθερή. 

(β) Να αποδείξετε ότι 
x 2

f (x)
x 1





,  x 1.  

(γ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία, τα κοίλα  και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

(δ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  αντιστρέφεται και να βρείτε την  1f .   

(ε) Να ορίσετε την συνάρτηση  f h , όπου  h(x) x ln x , x 0.      

(ε) Να βρείτε τις ασύμπτωτες και  χαράξετε τη γραφική παράσταση της  f .   
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ΘΕΜΑ 34ο (Δ) 

Δίνεται η συνάρτηση 
2 x

4
f (x)

1 e 



.  

(α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία , τα κοίλα και τα σημεία καμπής. 

(β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f και τις ασύμπτωτες της  fC .   

(γ) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη της  f  και να βρείτε την 
1f  . 

         Η  συνάρτηση  N(t)   που  δίνει  σε  κάποια  περιοχή  τον  αριθμών  των  ατόμων  (σε  χιλιάδες 

μονάδες) που  έχουν προσβληθεί από κάποιον  ιό  t μήνες μετά  το ξέσπασμα     μιας πανδημίας  έχει 

εκτιμηθεί από τους ειδικούς επιδημιολόγους ότι υπακούει στη σχέση 
1

N'(t) N(t)(4 N(t))
4

  , 

με  N(2) 2 . Επιπλέον ισχύει ότι 0 N(t) 4   για κάθε  t 0.   

(δ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
N(t)

K(t) ln t 2
4 N(t)

  


 με  t 0  είναι σταθερή. 

(ε) Να  προσδιορίσετε  τη  συνάρτηση  N(t) και  αφού  διαπιστώσετε  ότι  N f   στο  διάστημα 

Δ (0, )   , να βρείτε τη χρονική στιγμή που ο ρυθμός εξάπλωσης της πανδημίας είναι  μέγιστος. 

Αν δεν ληφθούν μέτρα, πόσα περίπου άτομα θα μολυνθούν σε βάθος χρόνου ; 

Υπόδειξη 

(α) Είναι 
2 x

2 x 2

e
f '(x) 4

(1 e )




 


 και  

2 x
2 x

2 x 3

e 1
f ''(x) 4e

(1 e )







 


 

 

ΘΕΜΑ 35ο (Γ) 

     Δίνονται  οι  συναρτήσεις  1 x 2g(x) ln x αx , h(x) e βx      και  f g h    ,  όπου  α,β .   Στο 

σημείο με τετμημένη 1 οι  g hC ,C  έχουν κοινή εφαπτομένη. 

(α) Να αποδείξετε ότι  α 4 , β 3   . 

(β) Να ορίσετε  τη συνάρτηση  f  και στη συνέχεια να την μελετήσετε ως προς τη μονοτονία  ,    τα  

ακρότατα, τα κοίλα και τα σημεία καμπής.  

(γ) Να  βρείτε  το  πρόσημο  ,  το  σύνολο  τιμών  της  συνάρτησης  f και  να  χαράξετε  τη  γραφική  της  

παράσταση.   

(δ) Να  αποδείξετε  ότι  ορίζεται  η  1g   ,  να  βρείτε  το  πεδίο  ορισμού  της 1g   και  να  λύσετε  την 

ανίσωση   1 x
g (x)

4
  . 
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(ε) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  h  έχει ένα ακριβώς τοπικό ακρότατο,  που είναι και ολικό, στη  

θέση  0x  , με  0x  (0,1) .  

(στ) Να αποδείξετε ότι  f (2) f (10) 2f (6)  .  

ΘΕΜΑ 36ο (Β) 

 

Δίνεται η συνάρτηση 
6 x

f (x)
x 4





  

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού , τη μονοτονία και το σύνολο τιμών της  f .Επίσης, να γράψετε την 

f  ως σύνθεση δύο συναρτήσεων , από τις οποίες καμία δεν είναι η συνάρτηση  y x.   

(β) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη της  f  και να βρείτε το πεδίο ορισμού της  1f   όπως         

        επίσης  και  την τιμή  1f (3) . 

(γ) Να βρείτε σε ποια διαστήματα η  1f
C   είναι πάνω από την  ευθεία με εξίσωση  y x . 

(δ) Τα  παρακάτω  διαγράμματα δύο συναρτήσεων  είναι συμμετρικά ως προς  την  ευθεία y x .Στο 

ένα από αυτά απεικονίζεται η  γραφική παράσταση της   1f  .Να  βρείτε με αιτιολόγηση ποιο από τα 

διαγράμματα (Α), (Β) αντιστοιχεί στην  1f  . Σε ποια σημεία τέμνουν οι γραφικές αυτές παραστάσεις 

την ευθεία  y x και τους άξονες;  

 
 
 

 
 

( Την ιδέα για το θέμα οφείλω στο συνάδελφο Φάνη Μαργαρώνη. Τον ευχαριστώ.)  
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Υπόδειξη 

(α)  f fD ( 4,6], f (D ) ( 4,6]    .Αν γράψουμε  
10

f (x) 1
x 4

  


, η μονοτονία προκύπτει και με 

τον ορισμό. Η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα.  

(β) Είναι  1f
f (D ) ( 4,6]   .Επίσης :  

1f (3) y 3 f (y) f ( 3) f (y) y 3           

(γ) Βρίσκουμε 
2

1
2

6 4x
f (x) , x 0.

1 x

 
 


 Η ανίσωση οδηγεί στην  

3 2x 4x x 6 0 (x 1)(x 2)(x 3) 0          

και τελικά , με πίνακα ή αλλιώς, βρίσκουμε ότι  x (0,1) , αφού  x 0.   

(δ) Στο διάγραμμα (Α), αφού η αντίστροφη έχει πεδίο ορισμού το  [0, ) . Το (Β) αντιστοιχεί στην 

γραφική παράσταση της συνάρτησης  f .    

 

ΘΕΜΑ 37ο(Γ) 

Δίνεται η γνησίως μονότονη  συνάρτηση   xf (x) (e x) (x 1) ln(x 1) x , .          

(α) Να αποδείξετε ότι  1.    

(β) Να μελετήσετε την  f  και την  f '  ως προς τη μονοτονία. 

(γ) Να λύσετε την εξίσωση  f (x) 1  και να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό  γ (0,1)  , τέτοιο ώστε            

f (γ) 2 2γ.   

(δ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα, τα σημεία καμπής, να βρείτε τις ασύμπτωτες και να 

χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 

Υπόδειξη 

 (α)  Αν  για  παράδειγμα  η  συνάρτηση  είναι  γνησίως  αύξουσα,  τότε  f '(x) 0 f '(0)    για  κάθε 

x 1  .Από το θεώρημα Fermat , πρέπει   f ' '(0) 0.  Αλλά:  

xf '(x) α(e 1) ln(x 1)         και      x 1
f ''(x) αe

x 1
 


 κλπ. 

(γ) Είναι :  e 2 ln 2 (e 2) 2(1 ln 2) 0       ). 
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ΘΕΜΑ 38ο(Γ) 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f :    με  f (0) 1  και  22xf (x) (x 1)(f (x) f '(x))    για 

κάθε  x .   

(α) Να αποδείξετε ότι 
x

2

e
f (x)

x 1



 

(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς την μονοτονία και να αποδείξετε ότι η  fC  έχει μία ακριβώς 

οριζόντια εφαπτομένη. 

(γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f . Πόσες ρίζες έχει η εξίσωση  x 2e 2020(x 1)  και γιατί. 

(δ) Να λύσετε την εξίσωση 
2x x 4 2e (x 1) x 1    . 

(ε) Να υπολογίσετε το όριο 
2

2x

ημ f (x)
A lim

f (x) 1 1


 
   

ΘΕΜΑ 39ο(Γ) 

 

Μια συνάρτηση  f :[0, )   έχει την ιδιότητα 
22 xf (x ) xe  για κάθε  x 0.   

(α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  δεν παραγωγίζεται στο  x 0 . 

(β) Να αποδείξετε ότι   xf (x) xe , x 0  . 

(γ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

(δ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f  και το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  x 2020
e

x
   

(ε) Να λύσετε την εξίσωση  3 4 2f (x) f (x ) f (x ) f (x )     

(στ) Αν  α 0 και  x αf (α ) f (x ) για κάθε  x 0 , να αποδείξετε ότι  α e.  

 

ΘΕΜΑ 40ο(Γ) 

Δίνονται οι συναρτήσεις  xf (x) e x   , 
2x 2

g(x)
2


  και  h f g  . 

(α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα , να βρείτε το σύνολο τιμών της και να 

εξετάσετε αν η  f  έχει ολικά ακρότατα. 

(β) Να εξετάσετε αν υπάρχουν παράλληλες ευθείες που εφάπτονται με την  fC .  

(γ) Να αποδείξετε ότι οι   fC , gC έχουν κοινή εφαπτομένη σε κοινό τους σημείο. Ποια είναι τα κοινά 

σημεία των  fC , gC ; 
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(δ) Να μελετήσετε την  h '  ως προς τη μονοτονία  και να λύσετε την εξίσωση:   

4 2 4 2h(x 1) h(x ) h(x ) h(x 1)      

(ε) Να αποδείξετε ότι: 

     (i) Η εξίσωση  f (x) 2  έχει μία ακριβώς ρίζα στο διάστημα  (1, 2).   

     (ii)   h(1) h(5) 2h(3)    

ΘΕΜΑ 41ο(Γ) 

 

Δίνεται η συνάρτηση  x 1f (x) e (λ 1)x ,λ 1.      

(α) Να μελετήσετε την  f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

(β) Να βρείτε τον σύνολο τιμών της  f και να λύσετε την εξίσωση  x 1e (λ 1)(x ln(λ 1)).      

(γ) Να βρείτε την μεγαλύτερη τιμή του λ, ώστε   x 1e (λ 1)x   για κάθε  x .  

(δ) Να αποδείξετε ότι για την τιμή του για  λ που βρήκατε στο ερώτημα (γ) ,  η ευθεία με εξίσωση 

   (ε) : y (λ 1)x    εφάπτεται  με  την  gC ,  όπου  x 1g(x) e    και  συγχρόνως  η  fC   εφάπτεται  με  τον 

άξονα  x ' x.  

(ε) Αν  x xf '(α β ) f '(2)   για κάθε  x  , όπου  α,β 0  ,να αποδείξετε ότι  αβ 1.    

 

Υπόδειξη 

(α) Ολικό ελάχιστο είναι το  f (1 ln(λ 1)) (λ 1) ln(λ 1)        

 

(β) Η εξίσωση παίρνει τη μορφή  f (x) f (1 ln(λ 1))    και με τον ορισμό της μονοτονίας προκύπτει 

ότι  f (x) f (1 ln(λ 1))   για κάθε  x 1 ln(λ 1)   .Μοναδική ρίζα είναι επομένως η  x 1 ln(λ 1)    

 

(γ) Πρέπει το ελάχιστο να είναι μη αρνητικό. Έτσι βρίσκουμε  1 λ 0    , οπότε  λ 0.  

 

(δ) Σημείο επαφής  ,  στις δύο περιπτώσεις αντίστοιχα, είναι το  Α(1,1)   και το  Α(1,0) . 

 

(ε)  Η  παράγωγος  είναι  γνησίως  αύξουσα  και  έτσι  παίρνουμε  την  x xα β 2  .Εργαζόμαστε  στη 

συνέχεια με το θεώρημα Fermat(χαρακτηριστική περίπτωση) στη συνάρτηση   x xh(x) α β 2   .Ας 

σημειώσουμε ότι  x xh(x) α β 2 0 h(0)     και έτσι πρέπει τελικά  h '(0) 0 .  
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ΘΕΜΑ 42ο(Γ) 

 

Δίνεται η συνάρτηση 
2ln x

f (x) 2(x ln x) , x 0.
2

      

(α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

(β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f και το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  

24(ln x x) ln x 4040   . 

(γ)  Να λύσετε την εξίσωση   4(x ln x) (2 ln x)(2 ln x)     

(δ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα και τα σημεία καμπής. 

(ε) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της  fC  και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση. 


