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ΣΩΣΤΟ – ΛΑΘΟΣ  

1. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και f (α) ≠ f (β), α, β ∈ R, α < β, τότε ισχύει  
f ΄ (x) ≠ 0 για κάθε x ∈ (α, β).  

2. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και x0 ∈ R, τότε για κάθε x ∈ R υπάρχει ξ ∈ R ώστε  
f (x) - f (x0) = f ́  (ξ) (x - x0).   

3. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, β), τότε υπάρχει 
ένα µόνο ξ ∈ (α, β) ώστε f (α) - f (β) = f ΄ (ξ) (α - β).  

4. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, β) και  
f (α) = f (β), τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο x0 εσωτερικό του διαστήµατος [α, β], στο οποίο η 
εφαπτοµένη του διαγράµµατος της f είναι παράλληλη στον άξονα x΄x.  

5. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, β), τότε 
υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο x0 ∈ (α, β) στο οποίο η εφαπτοµένη της Cf είναι παράλληλη προς την 
ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία (α, f (α)), (β, f (β)).  

6. Αν f είναι πολυωνυµική συνάρτηση, τότε µεταξύ δύο ριζών της f, υπάρχει τουλάχιστον µια ρίζα της f΄.  

7. Αν f είναι µια πολυωνυµική συνάρτηση, τότε µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της f ΄, υπάρχει το πολύ µια 
ρίζα της f.  

8. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [α, β], τότε υπάρχει εφαπτοµένη της Cf στο  

Α (x0, f (x0)), µε x0 ∈ (α, β), µε συντελεστή διεύθυνσης λ = 
α - β

(α) f - (β) f
. 

9. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [α, β], τότε ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος 
µέσης τιµής για την f.  

10. Υπάρχουν συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει το συµπέρασµα του θεωρήµατος Rolle, χωρίς να ισχύουν 
(όλες) οι υποθέσεις του θεωρήµατος.  

11. Αν για µια συνάρτηση ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος του Fermat, τότε υπάρχει x0 ώστε η 
εφαπτοµένη της Cf στο (x0, f (x0)) να είναι παράλληλη µε τον άξονα x΄x.  

12. Αν για µια συνάρτηση f εφαρµόζεται το θεώρηµα Rolle στο [α, β], τότε εφαρµόζεται και το θεώρηµα της 
µέσης τιµής, στο ίδιο διάστηµα.  

13. Για τη συνάρτηση του σχήµατος, υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο  
Μ (ξ, f (ξ)) της Cf µε ξ ∈ (α, β), όπου η εφαπτοµένη της f, να είναι 
παράλληλη µε την ΑΒ.  

 

14. Αν f΄(x) = (x + 3) x2, τότε το x0 = - 3 είναι θέση τοπικού ελάχιστου.   

15. Για τη συνάρτηση f (x) = 3x2, x ∈ [- 3, 2], υπάρχει µόνο ένα τοπικό 
ακρότατο.  

16. Για τη συνάρτηση f (x) = ηµx, x ∈ R, υπάρχει τουλάχιστον ένα τοπικό ελάχιστο µεγαλύτερο από κάποιο 
τοπικό µέγιστο.  

17. ∆ίνεται µια συνεχής συνάρτηση f, µε f΄(x)>0 για 2<x<7. Αν f(3)=5, τότε µπορεί να ισχύει f(5)=4.  

18. Η συνάρτηση f (x) = ηµx + 2ex, 0 < x < 
2
π

, παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x0 =
3
π

.  

19. Αν f ΄ (x) = 16-x2

e + , τότε η f δεν µπορεί να έχει τοπικά ακρότατα.  

 

20. Η συνάρτηση του σχήµατος έχει θετική παράγωγο για κάθε x ∈ (0, + ∞).  

 

21. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g που είναι παραγωγίσιµες στο πεδίο ορισµού τους. Αν σ’ 
ένα σηµείο x0 παρουσιάζουν και οι δυο τοπικό µέγιστο, τότε και η συνάρτηση f + g, 
εφόσον ορίζεται, θα παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο x0.  

22. Αν µια άρτια συνάρτηση έχει στο x0 τοπικό ελάχιστο, τότε στο - x0 θα έχει τοπικό µέγιστο.  

23. Αν για τη συνάρτηση f  ισχύει f  ́(x) < 0, x ∈ R, τότε f (x) < 0, x ∈ R.  

24. Αν για τη συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιµη στο R, ισχύει f ΄ (5) = 0, τότε η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο 
στο x0 = 5.   
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25. Μια περιοδική συνάρτηση f  µπορεί να έχει ένα µόνο τοπικό ακρότατο.  

26. Για τη συνάρτηση f (x) = 
x

1
, x ≠ 0, ισχύει f ΄ (x) = - 

2x

1
< 0 για κάθε x ≠ 0. 

Εποµένως η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R*.  

27. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R, και η γραφική παράσταση της f ΄ 
είναι αυτή του σχήµατος, τότε η f δεν είναι γνησίως µονότονη.  

 

28. Αν µια παραγωγίσιµη συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο R, τότε θα ισχύει  
f ΄ (x) ≤ 0.  

29. Για µια παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f, ισχύει f΄(x)= ex
ηµ4, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα.  

30. Ένα τοπικό µέγιστο µιας συνάρτησης f, µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο της f.  

31. Μια συνάρτηση f µπορεί να έχει τοπικό ακρότατο και σε σηµείο στο οποίο δεν είναι συνεχής.  

32. Αν µια συνάρτηση f παρουσιάζει ακρότατο στο x0, τότε ισχύει f ΄ (x0) = 0.   

33. Αν η παράγωγος µιας συνάρτησης f είναι µηδέν στο διάστηµα ∆, τότε η f είναι σταθερή στο ∆.  

34. Αν στο εσωτερικό σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της f ισχύει ότι f΄(x0)=0, τότε το x0 είναι τοπικό ακρότατο της 
f.  

35. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], τότε πιθανά ακρότατα της f είναι  

ii..  τα σηµεία του διαστήµατος (α, β) στα οποία η f ΄ µηδενίζεται 

iiii..  τα σηµεία του διαστήµατος (α, β) στα οποία η f δεν παραγωγίζεται 

iiiiii..  τα άκρα του [α, β].  

36. Αν f ΄ (x) = |x - 1|, τότε το σηµείο x0 = 1 είναι τοπικό ακρότατο της f.  

37. Στο σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση της f ΄ µιας συνάρτησης f. Τότε η f έχει 
δύο τουλάχιστον θέσεις τοπικών ακροτάτων.  

 

38. Αν f ΄ (x) = (x - 1)2, τότε το σηµείο x0 = 1 είναι θέση τοπικού ακροτάτου της f.  

39. Αν f ΄ (x) = x2 + 1, τότε η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ µια ρίζα.  

40. Αν f ΄ (x) = x2 - 5x + 6, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [2, 3].  

41. Αν το διάγραµµα Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα, 
τότε η f έχει ακρότατο στο x0 = 1.  

 

42. Αν το διάγραµµα Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό 
σχήµα, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

 

43. Αν το διάγραµµα Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό 
σχήµα, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

 

44. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιµη στο (α, β) µε  
f (α) = f (β) και f ΄΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ [α, β], τότε η εξίσωση f ΄ (x) = 0 έχει µια 
µόνο ρίζα στο (α, β).  

45. Η γραφική παράσταση Cf µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Τότε: 

ii..  το x1 είναι σηµείο καµπής 

iiii..  το x2 είναι σηµείο καµπής 

iiiiii..  το x3 είναι σηµείο καµπής 

46. Αν f ΄΄ (x) = (x - 2)2, τότε η f έχει σηµείο καµπής στο x0 = 2.  

47. Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Τότε ισχύει  
f ΄΄ (x) < 0 για κάθε x ∈ (0, + ∞).  
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48. Αν µια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη, και η γραφική παράσταση της f ΄ 
φαίνεται στο σχήµα, τότε η f στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω.  

49. Μια πολυωνυµική συνάρτηση 3ου βαθµού έχει οπωσδήποτε σηµείο καµπής.  

50. Μια πολυωνυµική συνάρτηση 4ου βαθµού έχει τουλάχιστον ένα σηµείο καµπής.  

51.  Η συνάρτηση f (x) = e-x είναι κυρτή στο R.  

52. Στο σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση της Β ΄΄ (t), όπου Β (t) είναι η συνάρτηση 
του βάρους κάποιου ανθρώπου που βρίσκεται σε δίαιτα, µετά από χρόνο t. Τότε ο 
ρυθµός µείωσης του βάρους, στην αρχή µειώνεται και µετά αυξάνει.  

 

53. Αν µια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ και η f είναι κυρτή στο ∆, τότε f ΄΄(x) ≥ 0 
για κάθε x ∈ ∆.  

 

 

 

54. Η f  παρουσιάζει στο x0 σηµείο καµπής.  

 

 

 

 

55. Το σηµείο Α (x0, f (x0)) είναι σηµείο καµπής µιας συνάρτησης f, όταν η f ΄΄ αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του 
x0.  

56. H ευθεία x = 2 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f,  

µε f (x) = 
2

2

2) -(x 

4 - x
. 

57. H γραφική παράσταση της συνάρτησης 
2004

2
)( 2

35

++
−+

=
xx

xx
xf  έχει µια πλάγια ασύµπτωτη. 

58. H γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = 
1 - x

x
2

 έχει δύο κατακόρυφες ασύµπτωτες.  

59. Ισχύει 1

2

lim
2

−=
−→ π

συν
π

x

x

x

.  

60. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = e-x έχει οριζόντια ασύµπτωτη στο - ∞.  

61. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R, τότε δεν έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη.  

62. Η συνάρτηση f (x) = lnx έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη την ευθεία x = 0.  

63. Η συνάρτηση f (x) = ex έχει οριζόντια ασύµπτωτη την ευθεία y = 0.  

64. Αν για την συνεχή συνάρτηση f  στο διάστηµα ∆ ισχύει ότι η 0)( =′ xf  για κάποια ∆∈x  τότε 

συµπεραίνουµε ότι Rcxf ∈=)(  για κάθε ∆∈x . 

65. Τα εσωτερικά σηµεία ενός διαστήµατος ∆ στα οποία η f  δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι 

ίση µε το µηδέν λέγονται κρίσιµα σηµεία για την f  στο ∆. 

66. Αν µια συνάρτηση είναι κυρτή τότε η εφαπτόµενη της fC  σε κάθε σηµείο του διαστήµατος ∆ βρίσκεται 

κάτω από τη γραφική παράσταση µε εξαίρεση το σηµείο επαφής τους. 

67. Αν η f  είναι κοίλη στο ∆ τότε ισχύει ότι 0)( <′′ xf  για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆. 

68. Αν 0)( 0 =′ xf  τότε το σηµείο ))(,( 00 xfxA  είναι σηµείο τοπικού ακρότατου. 

69. Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆ τότε 0)( >′ xf  για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆. 

70. Αν ( )[ ] 0)(lim =+−
+∞→

βλxxf
x

 τότε η ευθεία y= λx + β είναι ασύµπτωτη της Cf. 
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71. Με τους κανόνες του de L’ hospital µπορούµε να αντιµετωπίσουµε απροσδιόριστες µορφές όπως 
0
0

 και 

∞±
∞±

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ  

1. Έστω µια συνάρτηση f για την οποία ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος του Rolle στο διάστηµα 
[α, β]. Τότε θα υπάρχει ξ ∈ (α, β), ώστε η εφαπτοµένη της Cf στο (ξ, f (ξ)) 
 Α. να είναι παράλληλη µε τον άξονα y΄y    Β. να έχει συντελεστή διεύθυνσης µηδέν 
 Γ. να έχει συντελεστή διεύθυνσης ένα   ∆. να είναι παράλληλη µε την ευθεία y = x  
 Ε. να µην ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης 

2. Η f έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα [α, β]. Το θεώρηµα µέσης τιµής ισχύει για την f, όταν 
 Α. η f είναι συνεχής στο [α, β]    Β. η f έχει ίσες τιµές στα σηµεία α και β 
 Γ. η f είναι παραγωγίσιµη στο (α, β)   ∆. η f είναι συνεχής στο (α, β) 
 Ε. η f είναι παραγωγίσιµη στο (α, β) και συνεχής στα α και β  

3. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = c, µε πεδίο ορισµού το [α, β]. Το πλήθος των σηµείων ξ ∈ (α, β) που 
προκύπτουν από το θεώρηµα του Rolle είναι 
 Α. 1  Β. 2  Γ. το πολύ 2  ∆. κανένα  Ε. άπειρα 

4. Για τη συνάρτηση f (x) = x2 - 4x, x ∈ [- 1, 2], το πλήθος των αριθµών ξ ∈ (- 1, 2) που προκύπτουν από το 
θεώρηµα της µέσης τιµής είναι  
 Α. τουλάχιστον τρεις  Β. ακριβώς ένας 
 Γ. τουλάχιστον δύο  ∆. ακριβώς δύο    Ε. κανένας 

5. Το θεώρηµα µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού για τη συνάρτηση  
f (x) = lnx, για κάθε x1, x2 > 0, εξασφαλίζει ένα ξ µεταξύ των x1, x2 ώστε να ισχύει 

 Α. ln 
2

1

x

x
 = 

21  x- x

ξ
   Β. ln 

2

1

x

x
 = 

ξ

 x- x 21  

 Γ. ln (x1 - x2) = 
ξ

1
 (x1 - x2)  ∆. ln 

2

1

x

x
 = ξ (x1 - x2)  E. ln (x1 - x2) = ξ (x1 - x2) 

6. ∆ίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f1, f2, f3, f4.  

y

0x´

y´

x

Cf1

βα

    

y

0x´

y´

x
Cf2

β
α

 
y

0x´

y´

x

Cf3

β
α

    

y

0x´

y´

x

Cf4

βα

 
Αυτές που ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήµατος Rolle στο [α, β] είναι οι  

Α. f2 και f4 Β. µόνο η f4 Γ. µόνο η f2 ∆. f2 και f3 Ε. f1 και f4 

7. Οι συναρτήσεις f, g είναι δύο φορές παραγωγίσιµες στο R. Αν f΄(x) = ǵ (x) για όλα τα x ∈ R, ποια από 
τις παρακάτω συνθήκες πρέπει να ισχύει επιπλέον, ώστε f(x) = g(x), για όλα τα x ∈ R;  

Α. f και g συνεχείς στο R  B. f (0) = g (0)  Γ. f ΄΄ (x) = g ́ ΄ (x) + c  
∆. f ΄΄ (0) = g ́΄ (0)   E. δεν χρειάζεται να προστεθεί άλλη συνθήκη 

8. Αν για τις παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις f, g ισχύει f ΄ (x) = g ́  (x), x ∈ R, τότε 
 Α. f (x) = g (- x) + c  B. f (x) = - g (x) + c Γ. f (x) = g (x) – c 
∆. f (x) + g (- x) = c  E. f (- x) = g (x) + c 

9. Αν η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το (0, + ∞) έχει παράγωγο την f ΄ (x) = 2lnx + 1, τότε για τη 
µονοτονία της f ισχύει 
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Α. 0x + 8

f(x)
 

B. 
e

1
2

-
0 + 8

f(x)
x

 
 

Γ. 0 + 8+ 8e
1
2

-

f(x)
x

 

 

∆. 
e

1
2

-
e

1
4

-
0 + 8x

f(x)
 

Ε. 0 + 8

f(x)
x

 

10. Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και γνησίως φθίνουσα, τότε  
 Α. f ΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ R    Β. f ΄ (x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R 
 Γ. f ΄ (x) ≤ 0, για κάθε x ∈ R    ∆. f ΄ (x) < 0, για κάθε x ∈ R 
 Ε. η f ΄ (x) δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο R 

11. Η παράγωγος f ΄ της συνάρτησης f είναι ένα πολυώνυµο τρίτου βαθµού. Η f έχει  
 Α. τρία ακριβώς τοπικά ακρότατα   Β. ένα ολικό µέγιστο και ένα ολικό ελάχιστο 
 Γ. τουλάχιστον τρία τοπικά ακρότατα  ∆. τρία το πολύ τοπικά ακρότατα 
 Ε. ένα µόνο τοπικό µέγιστο και ένα τοπικό ελάχιστο  

12. H συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο R και η f ΄ είναι γνησίως αύξουσα στο R. Η γραφική 
παράσταση της f θα µπορούσε να έχει τη µορφή 

Α. 

x´

y

0

y´

x

  B. 

y

0x´

y´

x

   Γ. 

y

0x´

y´

x

 

 ∆. 

y

0x´

y´

x

 Ε. 

y

0x´

y´

x

 

13. H γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης φαίνεται στο διπλανό 
σχήµα. Η γραφική παράσταση της f µπορεί να είναι  

Α. 

y

0
x´

y´

x

 B. 

x

y

0x´

y´  Γ. 

y

0x´

y´

x

  

∆. 

x

y

0x´

y´  Ε. καµία από τις προηγούµενες 

14. H γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης φαίνεται στο διπλανό 
σχήµα. Τότε ισχύει ότι 
 Α. η f είναι γνησίως αύξουσα στο (- ∞, 2] 
 B. η f είναι γνησίως φθίνουσα µόνο στο [2, + ∞) 
 Γ. η f έχει τοπικό µέγιστο το σηµείο x0 = 2  
 ∆. η f έχει τοπικό ελάχιστο το σηµείο x0 = 2 
 E. η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R 

15. Έστω µια συνεχής συνάρτηση f, η οποία στρέφει τα κοίλα προς τα άνω σ’ ένα διάστηµα ∆. Τότε καθώς 
το x αυξάνει, η κλίση της Cf  
Α. αυξάνει  B. ελαττώνεται  Γ. µένει σταθερή 
∆. είναι µηδέν E. δεν µπορούµε να απαντήσουµε 

16. Αν µια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη και στρέφει τα κοίλα προς τα άνω σ’ ένα διάστηµα ∆, 
τότε  
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Α. f ΄΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ ∆    Β. f ΄΄ (x) < 0, για κάθε x ∈ ∆ 
Γ. f ΄΄ (x) ≤ 0, για κάθε x ∈ ∆    ∆. f ΄΄ (x) ≥ 0, για κάθε 
x ∈ ∆ 
Ε. δεν µπορούµε να αποφανθούµε για το πρόσηµο της f ΄΄ (x) στο ∆ 

17. Το διάγραµµα Cf΄της παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 
Τότε δεν ισχύει ότι   
Α. η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [0, 1] 
B. η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [1, 2] 
Γ. η f έχει τοπικό ελάχιστο στο σηµείο µε x = 0  
∆. η f έχει τοπικό µέγιστο στο σηµείο µε x = 1 
E. η f έχει τοπικό µέγιστο στο σηµείο µε x = 2 

18. Το διάγραµµα Cf΄΄ της δεύτερης παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Η f ΄ είναι 
γνησίως φθίνουσα στο  
Α. (- ∞, 1]  Β. [1, 3] Γ. [3, + ∞) 
∆. R   Ε. (- ∞, - 3]  

19. H συνάρτηση f ορίζεται σε ένα διάστηµα ∆ και x0 ∈ ∆. Θεωρούµε τις προτάσεις:  
Ι. Η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο Α (x0, f (x0)) 
ΙI. Η f ΄ αλλάζει πρόσηµο στο x0 

ΙΙΙ. Η f ΄΄ αλλάζει πρόσηµο στο x0 

Τότε το Α (x0, f (x0)) είναι σηµείο καµπής της Cf αν ισχύουν οι προτάσεις 
Α. Ι και ΙΙ   Β. Ι και ΙΙΙ  Γ. ΙΙ και ΙΙΙ  
∆. µόνο η ΙΙΙ   Ε. µόνο η Ι  

20. Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το R, µπορεί να έχει πλήθος πλάγιων ασυµπτώτων  
Α. το πολύ τρεις   Β. το πολύ δύο  Γ. το πολύ µία 
∆. εξαρτάται από το πλήθος των οριζοντίων ασυµπτώτων 
Ε. δεν υπάρχει περιορισµός για το πλήθος 

21. Στο διπλανό σχήµα έχουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  
f (x) = xe-αx µε α > 0 και x ∈ [0, + ∞). Για όλες τις συναρτήσεις f ισχύει ότι 
Α. έχουν µόνο 1 τοπικό ακρότατο 
Β. το 0 είναι σηµείο καµπής 
Γ. η ευθεία x = 0 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη 
∆. η ευθεία y = 0 είναι οριζόντια ασύµπτωτη  
Ε. όλα τα παραπάνω 

22. Μια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το R έχει πλήθος κατακόρυφων ασυµπτώτων 
Α. το πολύ τρεις   Β. το πολύ δύο  Γ. το πολύ µία 
∆. καµµία   Ε. δεν υπάρχει περιορισµός για το πλήθος 

23. Η ευθεία (ε) είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης µιας παραγωγίσιµης 
συνάρτησης f. Τότε ισχύει ότι 
Α. 

∞+→ x 
lim f (x) = 1  Β. 

∞+→ x 
lim f (x) = - 2 

Γ. 
∞+→ x 

lim f ΄ (x) = 0  ∆. 
∞+→ x 

lim f ΄ (x) = 1 

E. 
∞+→ x 

lim f (x) = - ∞  

24. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο R, τότε η γραφική της παράσταση µπορεί να έχει 
Α. δύο πλάγιες ασύµπτωτες στο + ∞   B. οριζόντια και πλάγια ασύµπτωτη  στο + ∞ 
Γ. κατακόρυφες ασύµπτωτες  
∆. πλάγια ασύµπτωτη στο + ∞ και οριζόντια ασύµπτωτη στο - ∞ 
E. οριζόντια και πλάγια ασύµπτωτη στο - ∞ 

25. Η ευθεία y = x + 1 είναι πλάγια ασύµπτωτη της  

Α. f (x) = 
3  2x

5 -  x x
2

23

+

+
 Β. g (x) = x4 + 5x Γ. h (x) = 

x

 x  x 1 2 ++
 

∆. φ (x) = ex - 1  E. κ (x) = x + ηµx 
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26. Αν µια συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω, τότε η γραφική παράσταση της f ΄ µπορεί να είναι η  

Α. 

x´

y

0

y´

x

1

 B. 

y

0x´

y´

x
1

-2

 Γ. 

y

0
x´

y´

x

  

∆. 

y

0x´

y´

x

 Ε. 

y

0x´

y´

x

1

1
2

 

27.  Αν η γραφική παράσταση της παραγωγίσιµης συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα, τότε 
Α. η f έχει µόνο δύο τοπικά ακρότατα 
Β. η f δεν παραγωγίζεται σε όλα τα σηµεία του διαστήµατος [x0, x3]  
Γ. f ΄΄ (x) > 0 για όλα τα x ∈ (x2, x3) 
∆. f ΄΄ (x) < 0 για όλα τα x ∈ (x0, x1) 
E. η f ΄ είναι γνησίως αύξουσα στο [x0, x3]  

28. Στο σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης f. 
Η γραφική παράσταση της f ΄ µπορεί να είναι   

Α. 

y

0x´

y´

xx1 x2

x3 x4x5

 B. 

x

y

0x´

y´

x1

 

Γ. 

y

0x´

y´

xx1x2 x3 x4 x5

 ∆.  Ε. καµία από αυτές 

29. Στο σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου µια συνάρτησης f. 
Τότε από τα παρακάτω ισχύει 
Α. η f είναι γνησίως αύξουσα στο R 
Β. η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R   
Γ. η f έχει ακρότατο στο 2005 
∆. Η εφαπτόµενη στο Α(2005, f(2005)) είναι όριζόντια 

30. Στο σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση της f ΄ µιας συνάρτησης f στο R. 
Τότε για τη συνάρτηση f ισχύει 
Α. στο διάστηµα [- 2, 0] η συνάρτηση f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω 
Β. στο διάστηµα [1, 3] ισχύει f ΄΄(x) = 0 
Γ. στο διάστηµα [0, 1] η f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω  
∆. στο διάστηµα [- 2, 1] η f είναι γνησίως φθίνουσα 
E. όλα τα παραπάνω 

31. Αν η f  στρέφει τα κοίλα άνω στο R  τότε τι από τα παρακάτω ισχύει 

Α. )2()1()0( fff ′=′=′   Β. )2()1()0( fff ′<′<′  

Γ. )2()1()0( fff ′>′>′   ∆. )2()1()0( fff ′≤′≤′  Ε. )2()1()0( fff ′≥′≥′  

32. Το 
1

ln
lim

1 −→ x

x
x

 ισούται µε 

Α. δεν υπάρχει  Β. )1(f ′   Γ. 0  ∆. ∞+  
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33. Αν 2)( xxf =  και xxg ηµ=)(  τότε  

Α. ( ) 11)1( συνηµ +=′fg    Β. ( ) 1)1( ηµ=′fg   

Γ. ( ) 112)1( συνηµ +=′fg   ∆. ( ) 1)1( συν−=′fg  

34. Αν 2)( xxf =  και xxg ηµ=)(  τότε  

Α. ( ) 112)1( συνηµ +=′fog    Β. ( ) 12)1( ηµ=′fog   

Γ. ( ) 22)1( ηµ=′fog     ∆. ( ) 22)1( συν=′fog  

35. Αν η f  είναι σταθερή στο R  τότε η κλίση της f  

Α. αυξάνεται  Β. είναι σταθερή Γ. µειώνεται 

36. Αν 0)( >′ xf  για κάθε Rx∈  τότε 

Α. 0)( >xf  για κάθε Rx∈   Β. 0)( <xf  για κάθε Rx∈  

Γ. ∆εν γνωρίζω το πρόσηµο της )(xf  ∆. Η εξίσωση 0)( =xf  έχει 2 ακριβώς λύσεις. 

37. Αν xexf =)(  και xxg ln)( =  τότε η )()( xfog ′  ισούται  

Α. µε x   Β. µε 
x

ex 1
  Γ. µε 0  ∆. µε )

1
(ln

x
xex +  

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΣΗΣ 

1. Κάθε συνάρτηση τη στήλης Α να την αντιστοιχίσετε στις σχέσεις που ισχύουν γι’ αυτήν από τη στήλη Β.  
Στήλη Α Στήλη Β 

 
 

1. 
 
 
 

2. 
 
 
 
 

3. 
 
 
 

4. 
 
 
 

5. 
 
 

x

y

0

 

x

y

0

 

x

y

0

 

x

y

0

 

x

y

0

 

 
 

α. f ΄ (x) > 0 και f ΄΄ (x) > 0  
 

 
β. f ΄ (x) < 0 και f ΄΄ (x) < 0 
 

 
γ. f ΄ (x) > 0 και f ΄΄ (x) < 0 
 

 
δ. f ΄ (x) < 0 και f ΄΄ (x) > 0 
 

 
ε. f ΄ (x) = 0  
 

 
ζ. f ΄ (x) = 0 και f ΄΄ (x) > 0 
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2. Να αντιστοιχίσετε κάθε θεώρηµα της στήλης Α σε όσες συναρτήσεις της στήλης Β µπορεί να εφαρµοστεί 
στο [α, β].  

Στήλη Α Στήλη Β 
 

 
1.  Θεώρηµα Bolzano  

 

 

 
 

 
2.  Θεώρηµα Rolle 

 

 
 

 

 
3.  Θεώρηµα µέσης τιµής 

 

x

y

0

y´

x´ α
β

        

x

y

0

y´

x´ α
β

 
 α.    β. 

x

y

0

y´

x´
α β

        

x

y

0

y´

x´ α β

 
γ.    δ. 

xx´

y

y´
0 α β

 
ε. 

3. Σε κάθε σχέση της στήλης Α αντιστοιχεί ένα γράφηµα από τη στήλη Β. Να κάνετε την αντιστοίχιση (οι 
συναρτήσεις είναι παραγωγίσιµες στο R).   

Στήλη Α Στήλη Β 
 

 

 

1.  (f (x) - g (x))́  > 0 

 

 

2. (f (x) - g (x))́  = 0 

 

 

3. (f (x) - g (x))́  < 0 

 

 

4. (f (x) - g (x))́  > 0, για x > 0 

και 

(f (x) - g (x))́  < 0, για x < 0 

 

 

α.  

 

 

 

 

β.  

 

 

 

 

γ.  

 

 

 

 

δ.  

 

 

x

y

0

Cf

Cg

 
 

x

y

0

Cf

Cg

 
 

x

y

0

Cf

Cg

 
 

x

y

0

Cf

Cg
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4. Κάθε γρ. Cf΄ της στήλης Α να την αντιστοιχίσετε στη µονοτονία από τη στήλη Β. 
Στήλη Α Στήλη Β 

Cf΄ µονοτονία της f 
 

1. 

 

 

 

 

2. 

 

 

 

 

3. 

 

 

 

 

4. 

 

 

x

y

0

 

x

y

0

 

 

α. 

 

β. 

 

 

γ. 

 

 

δ. 

 

 

ε.  

 

 

στ.  

 

σταθερή συνάρτηση 

 

f
- 8 + 80

 
 

ff
- 8 + 80

 
 

f
- 8 + 80

 
 

f
- 8 + 80

 
 

f
+ 8- 8  κ0

 

5. Να αντιστοιχίσετε σε κάθε συνάρτηση της στήλης Α, το πλήθος των σηµείων καµπής που αναφέρεται 
στη στήλη Β.  

Στήλη Α Στήλη Β 
 

 

1.  f (x) = lnx, x > 0 

 

 

2. g (x) = ηµx, x ∈ R 

 

 

3. h (x) = 5x3 + x + 1, x ∈ R 

 

 

4. t (x) = x4 - 2x3, x ∈ R 

 

 

 

 

 

α. 2 

 

β. 0 

 

γ. 4 

 

δ. άπειρα 

 

ε. 1 

 

στ. 3 
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6. Στη στήλη Α γράφονται συναρτήσεις. Στη στήλη Β γράφονται τα σηµεία ξ που προκύπτουν από την 
εφαρµογή του θεωρήµατος µέσης τιµής για κάθε συνάρτηση. Να κάνετε την αντιστοίχιση. 

Στήλη Α Στήλη Β 
συνάρτηση και διάστηµα σηµείο που προκύπτει 

 

1.  f (x) = 3x2 - 4x + 1, x ∈ [0, 1] 

 

2. f (x) = 
x

1
, x ∈ [- 2, - 1] 

 

3. f (x) = lnx, x ∈ [1, e] 

 

4. f (x) = 
1 -x 

1 x +
, x ∈ [- 1, 0] 

 

 

α. 
2

1
 e - 1 

β. -
2

1
 

γ. e - 1 

δ. - 2  

ε. 
2

1
  

ζ.  e - 2 

η. 
4

1
 

θ. 1 - 2  

7. Να κάνετε την αντιστοίχιση, έτσι ώστε σε κάθε γραφική παράσταση συνάρτησης της στήλης Α και η 
οποία δεν παρουσιάζει καµπή στο σηµείο x0, να αντιστοιχεί η σχέση που ισχύει από τη στήλη Β.  

Στήλη Α Στήλη Β 
 

 

1. 

 

 

 

 

 

2. 

 

 

x

y

0

y´

x´ x0

 

x

y

0

y´

x´ x0

 

α. η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 

 

 

β. η f δεν αλλάζει είδος κυρτότητας στο x0 

 

 

γ. η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο R 

 

 

8. Να αντιστοιχίσετε κάθε συνάρτηση της στήλης Α στις ασύµπτωτές της (αν υπάρχουν), της στήλη Β.  
Στήλη Α Στήλη Β 

1.  f (x) = 
4 -2x 

1 2x +
 

 

2. f (x) = 
1  x

7  5x  3x
2

23

+

++
 

 

3. f (x) = 3x3 - 3x2 + 6 

 

4. f (x) = 
x

lnx
 

 

α. κατακόρυφη x = 1 

οριζόντια y = - 2 

 

β. δεν υπάρχουν  

 

γ. κατακόρυφη x = 2 

οριζόντια y = 1 

 

δ. πλάγια y = 5x + 3 

 

ε. πλάγια y = 3x + 5 

 

  στ. κατακόρυφη x = 0 

οριζόντια y = 0 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ  

1. Να συµπληρώσετε κάθε στήλη του παρακάτω πίνακα µε ΝΑΙ αν ισχύει το αντίστοιχο θεώρηµα ή µε ΟΧΙ 
αν δεν ισχύει: 

Γραφική παράσταση Θ.Bolzano Θ.Rolle Θ.Μ.Τ. 

x

y

0

y´

x´ α β

 

   

x

y

0

y´

x´
α

β

 

   

x

y

0

y´

x´
α β

 

   

x

y

0

y´

x´ α
β

 

   

x

y

0

y´

x´
α β

 

   

2. ∆ίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου f ΄ µιας συνάρτησης f.   

ii..  Να συµπληρώσετε τον πίνακα για τη µονοτονία της f: 
x - ∞ + ∞ 
f΄(x)    
f(x)   

iiii..  Να σχεδιάσετε µια πιθανή γραφική παράσταση της f.   

3. Στα σχήµατα Ι και ΙΙ έχουµε τις γραφικές παραστάσεις των |f | και f ΄ αντίστοιχα. Να σχεδιάσετε τη 
γραφική παράσταση της f.  

I.     II.  
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4. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα: 
 Γραφική παράσταση της f  Πίνακας Μεταβολών συνάρτησης f  

x

y

0

y´

x´
1

 

 

x

y

0

y´

-1 1

1

 

 

x

y

0

y´

x´ -2
21

-1
3

 

 

x

y

0

y´

x´ -2 21-1
3

4

1

 

 

5. H γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται στο 
σχήµα. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα.   

 ∆ιάστηµ

α  

[0, 1] 

∆ιάστηµ

α  

[1, 2] 

∆ιάστηµ

α  

[2, 3] 

∆ιάστηµ

α  

[3, 4] 

∆ιάστηµ

α  

[4, 5] 

Πρόσηµο της f ΄       

Μονοτονία της f      

Μονοτονία της f ΄       

Είδος κυρτότητας της f      

 x0 = 1 x0 = 2 x0 = 3 x0 = 4 x0 = 5 

Ακρότατα της f      

Σηµεία καµπής της f      

6. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε …………… διάστηµα [α,β], παραγωγίσιµη στο ………... διάστηµα 
(α,β) και f(α) = ……. τότε υπάρχει …………………………. ένα ξ ∈  (α,β) τέτοιο ώστε ……………….. 
Η παραπάνω πρόταση αποτελεί το θεώρηµα του …………………. 
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7. Με βάση το διπλανό σχήµα να συµπληρώσετε τον πίνακα µεταβολών 

x -1 2 

Πρόσηµο της f ΄   

Μονοτονία της f  

Μονοτονία της f ΄   

Kυρτότητας της f  

Ακρότατα της f  

Σηµεία καµπής της f  

8. Να συµληρώσετε τον παρακάτω πίνακα µε τα πεδία τιµών των συναρτήσεων 

Συνάρτηση f(x) Πεδίο ορισµού Α Σύνολο τιµών f(A) 

xx

x

ee

e
xf −−

=)(  A = (0 , 1]  

x

x
xf

ln
)( =  

  

753)( 3 +−−= xxxf  A = [3 , 5]  

9. Έστω f  συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα ∆ και 0)( >′ xf  για κάθε ……………… σηµείο x  του 

∆, τότε η f  είναι γνησίως …………………… στο ………… 

10. Έστω f  συνάρτηση ορισµένη σ’ ένα διάστηµα ∆ και 0x  εσωτερικό σηµείο του ∆. Αν η f  παρουσιάζει 

……………… …………….. στο 0x  και είναι παραγωγίσιµη στο 0x  τότε:……….. Η παραπάνω 

πρόταση αποτελεί το θεώρηµα του ………………………….. 

11. Αν η f  είναι ασυνεχής στο 0x  τότε η f  δεν είναι …………………………………….. στο 0x . 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ∆ΙΑΤΑΞΗΣ 

1. Να διατάξετε µε αύξουσα σειρά τις τετµηµένες των ακροτάτων και των σηµείων καµπής της συνάρτησης 
f (x) = (x - 1)3 (x + 1)3.  

2. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 - 1 και τα διαστήµατα [-2, -1], [- 1, 0], [0, 1], [1, 2]. Να βρείτε τους 
αριθµούς ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 που προκύπτουν από την εφαρµογή του θεωρήµατος µέσης τιµής για την f στα 
παραπάνω διαστήµατα. Να διατάξετε τους παραπάνω αριθµούς µε φθίνουσα σειρά.  

3. Αν µια συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα κάτω στο R και x1 < x2, να διατάξετε τους αριθµούς  

f ΄ (x1), f ΄ (x2), f ΄ 






 +

2

 x x 21 . 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ  

1. Έστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R, η οποία έχει δύο τουλάχιστον ρίζες.  
ii..  Να αποδείξετε ότι µεταξύ δύο ριζών της f περιέχεται τουλάχιστον µια ρίζα της f ΄. 

iiii..  Αν η f ΄ έχει δύο τουλάχιστον ρίζες, να αποδείξετε ότι µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της f ΄ 
περιέχεται το πολύ µια ρίζα της f.  
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2. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = logx.  
ii..  Να εξετάσετε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος µέσης τιµής στο [1, 20] για τη 
συνάρτηση f.  

iiii..  Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 20) τέτοιο ώστε ξ = 
log2 1

loge19

+
⋅

.  

3. ∆ίνεται η συνάρτηση g (x) = 3x2 + x + 1, x ∈ R.  
ii..  Να βρείτε µία τουλάχιστον συνάρτηση f για την οποία να ισχύει f ΄ (x) = g (x)  (1).  

iiii..  Από όλες τις συναρτήσεις f οι οποίες έχουν την ιδιότητα (1) να βρείτε εκείνη της οποίας η Cf 
διέρχεται από το σηµείο (- 2, - 2).  

iiiiii..  Να εξετάσετε αν υπάρχει συνάρτηση f µε την ιδιότητα (1) της οποίας η Cf να δέχεται οριζόντια 
εφαπτοµένη.  

4. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = (x - α)µ (x - β)ν, µ, ν θετικοί ακέραιοι. 

ii..   Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε ξ = 
ν µ 

µβ  να

+
+

. 

iiii..   Να αποδείξετε ότι το παραπάνω ξ χωρίζει το διάστηµα [α, β] σε λόγο 
ν

µ
, δηλαδή ισχύει 

ξ - β

α - ξ
=
ν

µ
.  

iiiiii..  Ένα πολυώνυµο P (x) είναι άρτιου βαθµού και έχει µοναδικές ρίζες τους αριθµούς 4 και 5 ενώ κάθε 
ρίζα έχει τον ίδιο βαθµό πολλαπλότητας. Να δείξετε ότι η εφαπτοµένη στην Cp στο σηµείο µε 
τετµηµένη 5 είναι παράλληλη στον άξονα x΄x.  
Σηµείωση: Αν ένα πολυώνυµο P (x) έχει ρίζα ρ µε βαθµό πολλαπλότητας κ, τότε γράφεται P (x) = (x - 
ρ)κ ⋅ Q (x), µε Q (ρ) ≠ 0.   

5. Να αποδειχθεί ότι ηµ (α + h) < ηµα + hσυνα, όπου 0 < α < α + h < 
2

π
.  

6. Έστω f µια συνάρτηση, δυο φορές παραγωγίσιµη στο R και µια ευθεία (ε) µε εξίσωση  
y = αx + β, η οποία τέµνει τη γραφική παράσταση της f σε τρία διαφορετικά σηµεία.  
Αν x1, x2, x3 οι τετµηµένες των σηµείων αυτών (µε x1 < x2 < x3): \ 

ii..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (x1, x3) τέτοιο ώστε f ΄΄ (x0) = 0, εφαρµόζοντας το θεώρηµα της 
µέσης τιµής στα διαστήµατα [x1, x2] [x2, x3]. 

iiii..  Να εξετάσετε αν ισχύει η πρόταση: Αν µια συνάρτηση είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο R και 
δέχεται σε δυο σηµεία της γραφικής της παράστασης παράλληλες εφαπτοµένες, τότε η f έχει 
τουλάχιστον ένα πιθανό σηµείο καµπής.  

7. Με τη βοήθεια των παραγώγων να δείξετε ότι: ηµ6x + συν6x + 3ηµ2xσυν2x = 1,  για κάθε x ∈ R. 

8. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση (x - 2000)2000 = x2000 + 20002000, x ∈ R, έχει µία µόνο λύση.  

9.  Η συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα [α, β] και οι αριθµοί  

f (α), f 






 +
2

β  α
, f (β) είναι, µε τη σειρά που δίνονται, διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου.  

ii..  Να αποδείξετε ότι οι αριθµοί 

α - 
2

β  α

(α) f - )
2
β  α

( f

+

+

 και 

β - 
2

β  α

(β) f - )
2
β  α

( f

+

+

 είναι ίσοι.  

iiii..  Να αποδείξετε ότι η δεύτερη παράγωγος της f µηδενίζεται σ’ ένα τουλάχιστον σηµείο.  

10. Μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και η f ΄ µηδενίζεται σε καθένα από τα διαστήµατα  
(- ∞, x0), (x0, + ∞). Μπορούµε να αποφανθούµε ότι η f είναι σταθερή στο R; Αν τα σηµεία, για τα οποία δεν 
γνωρίζουµε ότι έχουν παράγωγο µηδέν, είναι x1, x2, …, xκ, µπορούµε να καταλήξουµε στο ίδιο συµπέρασµα;  
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11. ∆ίνεται µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το [- 8, 7], της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται στο 
σχήµα. 

ii..  Να µελετήσετε το πρόσηµο της f (x).  
iiii..  Να λύσετε την ανίσωση f (x) > 1.    

iiiiii..  Να βρείτε το πρόσηµο της f ΄ (x) και να σχηµατίσετε τον πίνακα µεταβολής της f (x). 
iivv..  Αν g (x) = ef (x) και h (x) = ln [f (x)], x ∈ (- 6, 2), να εξετάσετε τις g, h ως προς τη µονοτονία και το 
πρόσηµο.  

12. ∆ίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο [0, + ∞) µε f (0) = 0.  

ii..  Να αποδείξετε ότι και η συνάρτηση g (x) = 
x

(x) f
, x > 0, είναι παραγωγίσιµη στο (0, + ∞).  

iiii..  Να αποδείξετε ότι ισχύει g ́  (x) = 
x

1
 (f ΄ (x) - 

x

(x) f
).  

iiiiii..  Αν η f ΄ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, + ∞), να αποδείξετε ότι και η g είναι γνησίως αύξουσα στο 
(0, + ∞).  

13. Ένα πολυώνυµο Ρ (x) ικανοποιεί τη σχέση Ρ (x) = P ́ (x) + x3.  
ii..  Να βρείτε το βαθµό του πολυωνύµου.  

iiii..  Να βρείτε το πολυώνυµο P (x).  
iiiiii..  Να υπολογίσετε το πλήθος των πραγµατικών ριζών του.  
iivv..  Να βρείτε το πρόσηµο των ριζών του.  

14. ∆ίνονται τα πολυώνυµα Ρ (x) και Q (x), ώστε Ρ (x) ≠ Q (x) και Ρ΄΄(x) ≠ Q΄΄(x) για κάθε x ∈ R. Να 
αποδείξετε ότι η εξίσωση Ρ ΄ (x) = Q ́  (x) έχει ακριβώς µια λύση, εξετάζοντας  
το βαθµό του S (x) = Ρ (x) - Q (x).  

15. Έστω ότι xα≥ αx(α>0) για κάθε x > 0. Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Fermat να αποδείξετε ότι α = e.  

16. Έστω f παραγωγίσιµη συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το [0, 6]. Αν η Cf περνά από το σηµείο  
Α (0, 1) και ισχύει: f ΄ (x) > x για κάθε x ∈ [0, 6], να αποδείξετε ότι:  

ii..  η συνάρτηση g (x) = f (x) - 
2

x 2

 είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 6].  

iiii..  g (x) > 0, x ∈ [0, 6].  
iiiiii..  το σηµείο Β (6, 18) δεν ανήκει στη Cf.  

17. Να γίνει η γραφική παράσταση της y = f (x) κοντά στο σηµείο x = - 1 αν ισχύουν συγχρόνως:  
f (- 1) = 2,   f ́ (- 1) = - 1,  f ́΄ (- 1) = 0, f ́΄΄ (x) > 0.  

18. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) = ex, x ∈ R και g (x) = lnx, x > 0.  
ii..  Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις τους δεν τέµνονται.  

iiii..  Να βρείτε τη µικρότερη απόσταση την οποία µπορεί να έχει ένα σηµείο της Cf  από την ευθεία  
y = x.  

iiiiii..  Να βρείτε το σηµείο της y = ex, το οποίο απέχει τη µικρότερη απόσταση από την y = x. 
iivv..  Ποια νοµίζετε ότι είναι τα σηµεία των Cf και Cg που να απέχουν την ελάχιστη απόσταση;  

19. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 - αx2, α ≠ 0.  
ii..  Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα.  

iiii..  Να δείξετε ότι τα σηµεία που αντιστοιχούν στα τοπικά ακρότατα της f  

ανήκουν στην καµπύλη µε εξίσωση y = - 
2

1
 x3. 

20. Σε έναν υποτασικό ασθενή µε αρχική πίεση Π0 χορηγούνται δύο διαφορετικά φάρµακα για την υπόταση 
σε διαφορετικές ηµεροµηνίες, των οποίων οι δράσεις καθορίζονται από τις συναρτήσεις:  
Π1 (t) = Π0 + t e-t   όπου t ο χρόνος δράσης και Π1 η πίεση 
Π2 (t) = Π0 + t2 e-t   όπου t ο χρόνος δράσης και Π2 η πίεση 
Να βρείτε:  

ii..  Σε πόση ώρα το κάθε φάρµακο φτάνει στη µέγιστη απόδοσή του.  
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iiii..  Ποιο είναι το πιο αποτελεσµατικό όσον αφορά στην άνοδο της πίεσης.  

21. Έστω f µια συνάρτηση παραγωγίσιµη δυο φορές στο R, για την οποία ισχύει: 
xexf΄΄(x) + xex (f΄(x))2 = ex - 1, για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι αν: 

ii..  η f έχει τοπικό ακρότατο στο x0 ≠ 0, τότε αυτό θα είναι τοπικό ελάχιστο.  
iiii..  η f έχει τοπικό ακρότατο στο x0 = 0, τότε αυτό θα είναι τοπικό ελάχιστο.  

22. Έστω ένα πολυώνυµο τρίτου βαθµού Ρ (x) = αx3 + βx2 + γx + δ.  
ii..  Να αποδείξετε ότι έχει πάντοτε ένα σηµείο καµπής.  

iiii..  Να βρείτε τη συνθήκη µεταξύ των συντελεστών του, ώστε στο σηµείο καµπής να δέχεται οριζόντια 
εφαπτοµένη.  

iiiiii..  Αν έχει δύο θέσεις τοπικών ακροτάτων στα x1, x2, να αποδείξετε ότι Ṕ ΄(x1) + Ṕ ΄(x2) = 0.  

23. Στο διπλανό σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f 
η οποία στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο διάστηµα [α, β]. Να 
αποδείξετε ότι η Cf βρίσκεται στο [α, β], πάνω από την εφαπτοµένη της 
σε οποιοδήποτε σηµείο x0 ∈ [α, β] µε εξαίρεση το σηµείο επαφής.  

24. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) = 
x

lnx
  και  g (x) = 2x + f (x).  

ii..  Να αποδείξετε ότι lnx < x για κάθε x ∈ (0, + ∞).  
iiii..  Να αποδείξετε ότι η g είναι γνησίως αύξουσα στο (0, + ∞).  

iiiiii..  Να µελετήσετε τη g ως προς τα κοίλα - κυρτά και τα σηµεία καµπής.  
iivv..  Να εξετάσετε τη θέση της g ως προς την ευθεία y = 2x.  
vv..  Να βρείτε ένα σηµείο x0, στο οποίο η εφαπτοµένη της g είναι παράλληλη στην ευθεία y = 2x.  

25. Αν η συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆, παίρνει τιµές στο διάστηµα (0, + ∞) 
και ισχύει f(x)⋅f΄΄(x) > (f΄(x))2, να δείξετε ότι η g (x) = lnf (x) στρέφει τα κοίλα άνω.  
Εφαρµογή:  Να βρεθεί το µέγιστο διάστηµα στο οποίο η συνάρτηση g µε g (x) = ln (x2 + 2) στρέφει τα 
κοίλα άνω.  

26. Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης f έχει ασύµπτωτη στο + ∞ την ευθεία y = 5x + 1, να βρεθεί το 

όριο: 
∞+→ x 

lim
32

2

5x - (x) fx

ηµx x 3x - (x) fx

⋅

⋅+⋅
.  

27. Για ποιες τιµές του κ η συνάρτηση f (x) = x3 + κx2 + 1 έχει σηµείο καµπής για x = 1;  

28. Για ποια χορδή ΒΓ παράλληλη προς την εφαπτοµένη ενός κύκλου σ’ ένα σηµείο του Α, το εµβαδόν του 
τριγώνου ΑΒΓ είναι µέγιστο; 

29. ∆ίνεται µια συνάρτηση f για την οποία ισχύει f (α) = f (β) = 0 και f ΄΄ (x) < 0, για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε 
ότι f (x) > 0 για κάθε x ∈ (α, β).  

30.  Ένα δοχείο γεµίζει µε νερό. Ο όγκος V (t) του νερού στο δοχείο µετά t sec δίνεται από τον τύπο:  

V (t) = 
3

2
 (20t2 - 

6

t 3

),  0 ≤ t ≤ 120 

ii..  Να βρείτε το ρυθµό µεταβολής του όγκου, όταν t = 20 sec.  
iiii..  Πότε ο ρυθµός αυτός γίνεται µέγιστος;  

31. Εξηγήστε γιατί η χρήση του κανόνα του L’ Hospital δεν δίνει την πραγµατική τιµή του ορίου: 

1 x 
lim
→ 4 5x  - x

3 -2x   x
2

3

+

+
 = 

1 x 
lim
→ 5 -2x 

2  3x2 +
 = 

1 x 
lim
→ 2

6x
 = 3 (η πραγµατική τιµή είναι - 

3

5
). 

32. Η ενέργεια, που καταναλώνεται κατά την κίνηση σωµατιδίου, δίνεται από τον τύπο  

Ε (υ) = 
υ

1
 [2 (υ - 35)2 + 750], υ > 0, όπου υ είναι η ταχύτητα του σωµατιδίου.  
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ii..  Να βρείτε την ταχύτητα που πρέπει να έχει το σωµατίδιο ώστε να καταναλώνει την ελάχιστη 
ενέργεια.  

iiii..  Πόση είναι η ελάχιστη αυτή ενέργεια;  

33. Στο σχήµα φαίνεται τµήµα παραβολής µε εξίσωση y = 
14

1
(48 - x2), και το 

ισοσκελές τρίγωνο ΟΒΓ µε ΟΒ = ΟΓ. 
ii..  Να βρείτε τα σηµεία Β, Γ για τα οποία το εµβαδόν του τριγώνου ΟΒΓ γίνεται 
µέγιστο. 

iiii..  Ποιο είναι αυτό το µέγιστο εµβαδόν;  

34. Έστω f η συνάρτηση της ποσότητας κάποιας ουσίας στο αίµα, σε σχέση µε το χρόνο t. Αν ο ρυθµός 

µεταβολής της f είναι ίσος µε 
2 -t 

1
, t > 2:  

ii..  Να βρείτε τον τύπο της f, αν ισχύει f (3) = 4. 
iiii..  Μέχρι ποια χρονική στιγµή θα ισχύει f (t) > 1; 

35. Έστω f (x) = x2 (3 - x), όπου η f µετρά την αντίδραση του οργανισµού σε ποσότητα x µιας ουσίας 
(αύξηση πίεσης, πτώση θερµοκρασίας σώµατος κ.λπ.). Να βρείτε την τιµή του x για την οποία η 
αντίδραση έχει τη µέγιστη τιµή. Ποια είναι η µέγιστη τιµή;  

36. Για την f ισχύει f(0)=1 και f΄(0)=2. Να βρείτε προσεγγιστικές τιµές για τα f(0,1) και f(-0,05).  

37. ∆ίνονται οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f και g µε πεδίο ορισµού το ανοικτό διάστηµα ∆. Να δείξετε ότι 
αν η h (x) =f(x) - g(x) έχει στο x0 ∈ ∆ µέγιστο, τότε η f και η g έχουν παράλληλες εφαπτοµένες στο x0∈∆.  

38. Η γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου µιας συνάρτησης f είναι η 
παραβολή που φαίνεται στο διπλανό σχήµα.  

ii..   Να κατασκευάσετε πίνακα µονοτονίας της f.  
iiii..  Να βρείτε τον τύπο της f, αν f (0) = 1.  

iiiiii..  Να κάνετε πρόχειρη γραφική παράσταση της f.  

 

39. Η γραφική παράσταση Cf µιας συνάρτησης f είναι αυτή που φαίνεται στο 
διπλανό σχήµα. Να λυθούν:  

ii..  f ΄ (x) = 0 
iiii..  f ΄ (x) < 0 

iiiiii..  f ΄ (x) > 0  

40. Έστω η συνάρτηση f (x) = αx2, α > 0. Στο σηµείο Μ της Cf µε τετµηµένη x1 > 0 φέρνουµε εφαπτοµένη 
(ε) που τέµνει τον x΄x στο Τ. Θεωρούµε τα σηµεία Ρ, Ν πάνω στον x΄x ώστε  
ΜΡ ⊥ x΄x και ΜΝ ⊥ (ε).  

ii..  Να δείξετε ότι:  (α) ΟΡ = 2ΤΡ   (β) ΤΡ = 
)(x ́ f

)(x f

1

1  

    (γ) ΡΝ = f (x1)⋅f ΄ (x1)  (δ) ΤΜ = 
)(x ́ f

)(x f

1

1 ⋅ ( )2
1)(x ́ f  1+  

iiii..  Να δείξετε ότι για τη συνάρτηση f (x) = ex το ΤΡ είναι σταθερό. Για ποια εκθετική συνάρτηση 

ισχύει ΤΡ = 
2

1
.  

iiiiii..  Το κοµµάτι ΑΒ της πίστας δοκιµών αυτοκινήτων που 
αναπτύσσουν µεγάλες ταχύτητες είναι τµήµα παραβολής µε κορυφή 
στο Α. Στο σηµείο Κ, που απέχει 40 µέτρα από το προστατευτικό 
διάζωµα ΑΠ, το αυτοκίνητο Κ εκτρέπεται λόγω της πολύ µεγάλης 
oλισθηρότητας, κινείται σχεδόν ευθύγραµµα κατά τη διεύθυνση της 
εφαπτοµένης. και προσκρούει στο διάζωµα ΑΠ σε απόσταση 8 
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µέτρα από το Α. Ποια θα µπορούσε να είναι η εξίσωση του τµήµατος Α;  

41. Στο σχήµα (α) να υπολογίσετε τη γωνία ω και στο σχήµα (β) να υπολογίσετε τον αριθµό α. (Σε καθένα 
από τα παρακάτω σχήµατα η (ε) είναι εφαπτοµένη της Cf).  

x

y

0x´

y´

A

y=lnx

ω

(ε)

 

x

y

0x´

y´

A

y=
α

x

45°

(ε)

 

(α)  (β) 

42. ∆ίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης µε τύπο 
f (x) = x3 + κx2 + x + λ, κ, λ ∈ R.  

Να δείξετε ότι x1 ⋅ x2 = 
3

1
.  

43. Ένα κέντρο έρευνας για την ασφάλεια των αυτοκινήτων εξετάζει το διάστηµα s 
που διανύει ένα  αυτοκίνητο από τη στιγµή που ο οδηγός θα διακρίνει ένα εµπόδιο µέχρι την 

ακινητοποίησή του. Οι ερευνητές κατέληξαν σε µια σχέση της µορφής 3Κ 
dt

ds
- ets2 = 0 όπου t ο χρόνος 

που µεσολαβεί από τη στιγµή που ο οδηγός αντιλαµβάνεται το εµπόδιο µέχρι να πατήσει το φρένο, Κ µια 
σταθερά που εξαρτάται από το µοντέλο και παριστάνει το διάστηµα που θα διανύσει το αυτοκίνητο από 
τη στιγµή που ο οδηγός θα πατήσει φρένο µέχρι την ακινητοποίησή του (υποτίθεται ότι στην έρευνα 
χρησιµοποιήθηκε για όλα τα αυτοκίνητα ταχύτητα 80 km/h).  

ii..  Να βρείτε τη συνάρτηση s (t) χρησιµοποιώντας µια κατάλληλη αρχική συνθήκη.  
iiii..  Να µελετήσετε τη µονοτονία της συνάρτησης και να ερµηνεύσετε τα αποτελέσµατα.  

iiiiii..  Κάποιος γνωρίζει ότι ο χρόνος αντίδρασής του είναι 0,8 sec. Πόση απόσταση πρέπει να κρατά από 
ένα προπορευόµενο αµάξι όταν τρέχει µε υ = 80 km/h;  

44. Ο W. Estes έχει ασχοληθεί µε την καµπύλη εκµάθησης ενός πειραµατόζωου. Το πειραµατόζωο µέσα σε 
έναν ελεγχόµενο χώρο έπρεπε να επιλέξει τον κατάλληλο µοχλό ώστε να πάρει το φαγητό του. Με την 
πάροδο του χρόνου ο αριθµός των σωστών επιλογών r (σε µια εβδοµάδα) βρέθηκε ότι δίνεται από τον 

τύπο  r (t) = 
0,24t-25e  1

13

+
  (t εβδοµάδες εκπαίδευσης). 

ii..  Να εξετάσετε αν το πειραµατόζωο θα βελτιώνει συνεχώς τις επιδόσεις του.  
iiii..  Τι θα συµβεί αν το πείραµα συνεχιστεί για µεγάλο χρονικό διάστηµα;  

45. Ο υπολογιστής τσέπης για να υπολογίσει τις δυνάµεις του αριθµού e, δηλαδή τις τιµές του ex, 

χρησιµοποιεί το άθροισµα 1 + x + 
2

x 2

 + 
6

x 3

 + 
24

x 4

 (στην ουσία χρησιµοποιεί πολύ περισσότερους 

προσθετέους).  
ii..  Να δείξετε ότι για κάθε x > 0 η προσέγγιση του υπολογιστή είναι µικρότερη από την πραγµατική 
τιµή του ex.  

iiii..  Να εξετάσετε αν η εξίσωση 24ex = 12x2 + 4x3 + x4, x ≥ 0 έχει λύση. 
iiiiii..  Να δείξετε ότι για ολοένα µεγαλύτερες τιµές του ex, x > 0, έχουµε ολοένα µεγαλύτερο σφάλµα.  

46. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 + (x - 1000)2, x ∈ R. 
ii..  Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της f.  

iiii..  Να συγκρίνετε τους αριθµούς 10002 και 9982 + 22. 
iiiiii..  Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της f (x) = (x - α)ν + xν, α ∈ R και α > 0, ν ∈ Ν*, ν = 2ρ.  
iivv..  Να συγκρίνετε τους αριθµούς 10000100 και 9000100 + 1000100.  
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47. Να αποδείξετε µε τη βοήθεια των παραγώγων ότι οι συναρτήσεις  
f (x) = (ex + e-x)2 και g (x) = (ex - e-x)2, x ∈ R, διαφέρουν κατά µία σταθερά. Να βρεθεί αυτή η σταθερά.  

48. Η κατανάλωση ενός φορτηγού που τρέχει µε σταθερή ταχύτητα υ είναι 1 + 
300

υ2

 lt πετρέλαιο την ώρα, 

το πετρέλαιο κοστίζει 0,50∈. το lt και η αµοιβή του οδηγού είναι 12 ∈ την ώρα. Να βρείτε την ταχύτητα 
του φορτηγού για να έχουµε το ελάχιστο δυνατό κόστος µεταφοράς, καθώς και τα έξοδα της µεταφοράς 
για µια απόσταση 500 km.  

49.  Έστω η συνάρτηση Raf →],[: β , η οποία είναι συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιµη στο (α,β) και 

afaf 2)(,2)( == ββ . 

ii..  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xxf 2)( =  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (α,β). 

iiii..  Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ),(, 21 βξξ a∈  τέτοια ώστε ( ) ( ) 421 =′⋅′ ξξ ff  

50. Το παρακάτω σχήµα παριστάνει την είσοδο µιας σήραγγας του εθνικού οδικού δικτύου. Όταν η κίνηση 
είναι αυξηµένη παρατηρείται «µποτιλιάρισµα» των αυτοκινήτων στη σήραγγα αυτή. Μια οµάδα 
συγκοινωνιολόγων µελέτησε τη ροή f των αυτοκινήτων για ένα µεγάλο χρονικό διάστηµα και κατέληξε 
σε έναν τύπο ο οποίος εκφράζει τη ροή (πλήθος αυτοκινήτων / sec) σαν συνάρτηση της ταχύτητας υ των 

αυτοκινήτων µέσα στη σήραγγα. Ο τύπος είναι f (υ) = 

73  
22

υ
  υ

22υ
2

++

. 

60
km/h

Μήκος
20km

 

ii..  Ποιες επεµβάσεις προτείνετε στη σήµανση που υπάρχει στην είσοδο της σήραγγας;  
iiii..  Ποια είναι η µέγιστη δυνατή ροή αυτοκινήτων µέσα στη σήραγγα;  

51. Να αποδείξετε ότι : 

ii..  Η συνάρτηση xxxxf 212)( 3 ηµ−−+=  Rx∈  είναι γνησίως αύξουσα στο R . 

iiii..  Η εξίσωση xxx 2123 ηµ=−+  έχει µία µόνο ρίζα στο διάστηµα (0,1). 

52. Έστω πολυωνυµική συνάρτηση f  3ου βαθµού για την οποία ισχύουν 

affaf 3410)3(25)2(,3)1( −−=−== βκαιβ . 

ii..  Να εφαρµόσετε το Θ.Μ.Τ. του διαφορικού λογισµού στα διαστήµατα [1,2] και [2,3]. 

iiii..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο της fC  µε τετµηµένη )3,1(∈ξ  στο οποίο η 

εφαπτόµενη είναι παράλληλη στον άξονα xx′ . 

iiiiii..  Να δείξετε ότι το σηµείο του προηγούµενου ερωτήµατος είναι µοναδικό. 

53. ∆ίνεται η συνάρτηση xexf =)(  και το σηµείο Α(1,0). Να βρεθεί σηµείο Μ της fC  που απέχει 

ελάχιστη απόσταση από το Α. Να δειχθεί ότι η ΑΜ είναι κάθετη στην εφαπτόµενη της fC  στο Μ. 

54. Έστω µια συνάρτηση f  παραγωγίσιµη στο R  για την οποία ισχύει: 

[ ] 7632)(6)(32 233)( −++=−+ xxxxfxfe xf  για κάθε Rx∈ . Να αποδειχθεί ότι η f  δεν έχει 

τοπικά ακρότατα. 
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55. Στο διπλανό σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση 

της παραγώγου ( )f ′  µιας συνάρτησης f  Να 

βρεθούν τα ακρότατα, η µονοτονία, τα κοίλα και 
τα σηµεία καµπής 

 

56. Αν για κάθε [ ]1,0∈x  ισχύει 0)( >′′ xf  και 0)0( =f , 1)1( =f  να δειχθεί ότι xxf <)(  για κάθε 

( )1,0∈x . 


