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ΣΩΣΤΟ – ΛΑΘΟΣ 

1. Η συνάρτηση F (x) = xlnx - x είναι µια παράγουσα της συνάρτησης f (x) = lnx.  

2. Κάθε συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆, έχει µόνο µια παράγουσα στο ∆.  

3. Αν F1, F2 είναι δυο παράγουσες µιας συνάρτησης f, τότε αυτές διαφέρουν κατά µια σταθερά c.  

4. H συνάρτηση 
1
1ln

)( 2 +
+

=
x

x
xf  δεν έχει παράγουσα στο διάστηµα [1, + ∞).  

5. Οι γραφικές παραστάσεις των παραγουσών F1, F2, F3 µιας συνάρτησης f, που φαίνονται 
στο διπλανό σχήµα, έχουν παράλληλες εφαπτόµενες σε κάθε σηµείο τους µε τετµηµένη 

0x . 

6. Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων F (x) = ex + c, έχουν εφαπτόµενες 

παράλληλες σε κάθε σηµείο τους µε τετµηµένη 0x .  

7. Αν f (t) = ∫ −
t

a

dxxxx 22 , τότε )(222 txfdxxxx
t

a

=−∫ . 

8. Ισχύει ότι ∫
∫
∫

+

−
=

+
−β

β

β

a

a

a

dxx

dxxx
dx

x

xx

)1(

)4(

)1(
)4(

3

2

3

2

.  

9. Ισχύει: ∫ ∫−=′
a a

dxxfaafdxxfx
0 0

)()()( . 

10. Ισχύει: ∫ +
β 

α 
dx  (x) f 0dx (x) f 

α 

β 
=∫

. 

11. Ισχύει: ∫
=

α 

β 
- (x) g (x) f dx  (x)  ́g (x) f ∫

α 

β 
dx (x) g (x)  ́f 

. 

12. Ισχύει: ∫ =
α 

α 
0 dx  (x) f 

.   

13. Ισχύει: )()( xfdttf
x

a
=

′





 ∫ .  

14. Ισχύει: )())(()(
)(

xgxgfdttf
xg

a
′⋅=

′





 ∫ . 

15. Ισχύει: )()( xfdttf
a

x
−=

′





 ∫ . 

16. Ισχύει: )())(()())(()(
)(

)(
xgxgfxhxhfdttf

xh

xg
′⋅+′⋅=

′





 ∫ . 

17. Στο διπλανό σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης που 

παριστάνει το dt
t

x

∫1
1

. 

18. Ισχύει ∫ ∫=
4

2

8

6
dxcdxc , c σταθερά.  

19. Αν f συνεχής στο R και f (10) = 100, τότε ισχύει: ∫ ′+=
10

0
)()0(100 dxxff .  

20. Ισχύει: 11
1

0
συνηµ −=∫ xdx .  

21. Αν θεωρήσουµε ότι e ≈ 2,7, τότε ισχύει ∫ =
1

0
7,1dxex .  
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22. Το εµβαδόν του σκιασµένου τµήµατος είναι ίσο µε ∫ +
β

a
cdxxf )( , c ≠ 0.   

23. Αν Α = ∫
2

0
)( dxxf , τότε: 

ii..  ∫
2

0
)( ωω df  = Α iiii..  ∫

0

2
)( dttf  = - Α iiiiii..  83)4)(3(

2

0
−=−∫ Adzzf  

24. Αν η f είναι περιοδική συνάρτηση στο R µε περίοδο Τ, τότε θα ισχύει: ∫∫ =
T

T

T

dttfdttf
2

0

)()( .  

25. Αν α ≥ β, τότε 0)1( ≥+∫
β

a

x dxe . 

26. Αν f (x) > 0, τότε ισχύει 0)(
2ln

1

>∫ dxxf .  

27. Αν 0)( ≥∫
β

a

dxxf   τότε f (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [α, β].  

28. Αν f (x) ≤ g (x) για κάθε x ∈ [α, β], τότε θα ισχύει ότι ∫ ∫≤
β β

a a

dxxgdxxf )()( .  

29. Αν α < β, τότε ισχύει ότι ∫∫ ≤
ββ

aa

dxxfdxxf )()( . 

30. Αν η f είναι συνεχής στο [1, 3], τότε ισχύει ότι ∫ ∫∫ +<
3

1

3

2

2

1

)()()( dxxfdxxfdxxf .  

31. Για τη συνάρτηση του διπλανού σχήµατος ισχύει ότι:  
  
   

∫∫ <
3 

0 

2 

0 
dx (x) f  dx  (x) f 

. 

 

32. Για τη συνάρτηση του σχήµατος, ισχύει ότι   
  

∫
−

=
a

a

dxxf 0)( , για κάθε α > 0. 

 

33. Ισχύει: 0
2

0

=∫
π

ηµxdx . 

34. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β], τότε το ∫
β

a

dxxf )(  εκφράζει το εµβαδόν που περικλείεται µεταξύ της Cf, του 

άξονα x΄x και των ευθειών x = α, x = β.  

35. Ισχύει: 0)41(

2

3 >−∫
π

π

συν dxx .  

36. Ισχύει: ∫ =
2

1
ln2

1x
xdt

t
, x > 0.  
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37. Αν ∫∫ =
ββ

aa

dxxgdxxf )()( , τότε f (x) = g (x) για κάθε x ∈ [α, β].  

38. Η ιδιότητα ∫∫∫ +=
β

γ

γβ

dxxfdxxfdxxf
aa

)()()( , ισχύει µόνο εφόσον α < γ < β. 

39. Ισχύει ο τύπος 

′









−=

′









∫∫
x

a

a

x

dttfdttf )()( . 

40. Ισχύει: adxe
a

x −=∫ β
βln

ln

, α, β > 0.  

41. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1] και f (0) = f (1), τότε ∫ ′
1

0

)( dxxf = 0.  

42. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου του σχήµατος δίνεται από τη σχέση:  Ε = 

∫ −
1

0

23 )( dxxx . 

(Οι γραφικές παραστάσεις στο σχήµα είναι οι 2)( xxf =  και 3)( xxg = . 

43. Για το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου που φαίνεται στο   
  

σχήµα, ισχύει:  Ε = ∫
−

−
2

2

)( dxxf -. 

 

44. Αν 10)(
5

0

=∫ dxxf , το ελάχιστο της f στο διάστηµα [0, 5] δεν µπορεί να 

είναι 3.  

45. Στο σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης 
f. Αν Μ µέσον του ΟΑ και (ε) // x΄x,  
 
 

τότε θα ισχύει: ∫ ⋅Γ=
ξ

ξ
0

)()( Odxxf .  

46. Η παράγωγος της ∫ ⋅−
2

0

dtte t συν  είναι η xe x συν⋅−  

47. Το ολοκλήρωµα ∫
e

dx
x1

1
ln  παριστάνει το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική 

παράσταση της 
x

xf
1

ln)( = , τον άξονα xx′  και τις ευθείες exx == ,1  

48. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου είναι ίσο µε   

Ε = ∫
β

a

dxxf )( . 
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49. Το σκιασµένο εµβαδόν του σχήµατος 1 είναι µεγαλύτερο από το σκιασµένο εµβαδόν του σχήµατος 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ 

1. Αν η συνάρτηση f έχει γραφική παράσταση που φαίνεται στο διπλανό σχήµα, τότε µία 
παράγουσά της µπορεί να έχει γραφική παράσταση την  
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2. Αν f (x) = ex, τότε µία παράγουσα της f µπορεί να έχει γραφική παράσταση την  
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3. Το αόριστο ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης f σ’ ένα διάστηµα ∆ 

Α. είναι αριθµός     Β. είναι µια παράγουσα της f  
Γ. είναι το σύνολο των παραγουσών της f ∆. είναι ίσο µε f΄(x) 
Ε. είναι ίσο µε f (x) + c, c ∈ R  

4. Αν F (x) = - ηµx είναι µία παράγουσα της συνάρτησης f στο [0, 2π], τότε η γραφική παράσταση της f 
είναι 
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5. Αν F (x) = 
4

1
 x4 + 

4

1
 είναι µία παράγουσα της συνάρτησης f, τότε η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f είναι 
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6. Η παράγωγος της συνάρτησης F (x) = ∫
xe 

1 
dtlnt   ισούται µε  

Α. 0  B. 
x

1
 ex  

Γ. ex  ∆. xex  E. lnx⋅ex 

 

7. Αν µία παράγουσα F µιας συνάρτησης f έχει γραφική παράσταση που φαίνεται στο 
διπλανό σχήµα, τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f είναι 

 

 

Α. 

y

0x´

y´

x

1

 

 

 

B. 

y

0x´

y´

x

1

 
 

 

Γ. 

y

0x´

y´

x1

 

 

 

∆. 

y

0x´

y´

x1

 
 

 

Ε. 

y

0x´

y´

x

 

8. Αν f (x) = 1, τότε µία παράγουσα της f µπορεί να έχει γραφική παράσταση την  
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9. Το ολοκλήρωµα Ι = ( )∫
β 

α 
dx ΄(x) g (x) f ισούται µε  

Α. f΄(β) g(β) - f(α) g΄(α)  B. f(β) g(β) - f(α) g (α)  Γ. (f⋅g)(α) - (f⋅g)(β)  
∆. f(β) g΄(β) - f΄(α) g(α)  E. 2 (β - α) 
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10. Αν f συνεχής σ’ ένα διάστηµα ∆ και α ∈ ∆, τότε µία παράγουσα της f στο ∆ είναι η συνάρτηση  

Α. F (x) = ∫
α 

(x) f 
dt (t) f   Β. F (x) = ∫

β 

α 
dx (x) f  

Γ. F (x) = ∫
(x) f 

α 
dt (t) f   ∆. F (x) = ∫ dt (t) f  

11. Ε. F (x) = ∫
 x

α 
du (u) f Για τη συνάρτηση f (x) = 2 x- 1  ισχύει 

Α. ∫ =
1 

1 - 
0 dx  (x) f  Β. ∫ =

1 

1 - 
2 dx  (x) f  

Γ. ∫ =
1 

1 - 2

π
 dx  (x) f   ∆. ∫ =

1 

1 - 
 πdx  (x) f  

Ε. ∫ =
1 

1 - 

2 πdx  (x) f  

12. Έστω f συνεχής σε διάστηµα ∆ και α, β, γ ∈ ∆. Τότε ισχύει  

Α. ∫
β 

α 
dx (x) f  = ∫

α 

 γ
dx (x) f  + ∫

β 

α 
dx (x) f  

Β. ∫
 γ

α 
dx (x) f  + ∫

β 

 γ
dx (x) f  + ∫

α 

β 
dx (x) f = 0 

Γ. ∫
β 

α 
dx (x) f  = ∫

 γ

α 
dx (x) f  + ∫

 γ

β 
dx (x) f  

∆. ∫
 γ

α 
dx (x) f  + ∫

β 

 γ
dx (x) f  + ∫

β 

α 
dx (x) f = 0 

Ε. ∫
α 

α 
dx (x) f  = ∫

β 

α 
dx (x) f  + ∫

 γ

α 
dx (x) f  

13. Μία παράγουσα της συνάρτησης f (x) = 
x

2

e  1
x

1
  3x

+

+
, x > 0, είναι η συνάρτηση 

Α. F1 (x) = 
x

3

e x 

lnx  x

+

+
   Β. F2 (x) = 

x

2

e
x

1
 -6x 

   

Γ. F3 (x) = ∫


















+

+
β 

α x

2

dx

΄

e  1
x

1
  3x

  ∆. F4 (x) = ∫ +

+
 x

2004 t

2

dt  
e  1

t

1
  3t

  

Ε. καµία από τις προηγούµενες 

14. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], τότε η παράσταση 
΄







∫

β 

α 
dx (x) f  είναι ίση µε  

Α. f  (x)     B. f (β) - f (α)   
Γ. (β - α) f (x) ∆. 0    E. F (β) - F (α) όπου F (x) παράγουσα της f 

15. Ένα σώµα κινείται ευθύγραµµα µε ταχύτητα υ(t) = 2t m/sec. Κατά τη διάρκεια του νιοστού 
δευτερολέπτου το σώµα διάνυσε 9 µέτρα. Ισχύει: 

Α. ν = 1 B. ν = 3  Γ. ν = 4  ∆. ν = 5  E. ν = 10 

16. Αν Ι = ∫
 π/2

0 

2 dxx ηµ  και J = ∫
 π/2

0 

2 dxx συν  και Κ = Ι + J, τότε το Κ είναι ίσο µε 

Α. 1  B. 2  Γ. π  ∆. 2π  E. 
2

π
 

17. Το ολοκλήρωµα Ι = ∫
β 

α 
dx (x)  ́g (x)) (g  ́f είναι ίσο µε  

Α. f΄(g(β)) - f΄(g (α))  B. f(g΄(β)) - f (g΄(α)) 
Γ. f(g(β)) - f(g(α))  ∆. g(β) - g(α)   E. f(β) - f(α) 
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18. Το  ∫
β 

α 

x dxe 
2

 είναι πάντα 

Α. θετικό   B. αρνητικό   Γ. ίσο µε το 0 

∆. θετικό αν β > α  E. είναι θετικό αν β < α 

19. Για τη συνάρτηση f του διπλανού σχήµατος το ∫
β 

α 
dx (x) f  είναι ίσο µε  

Α. Ε1 + Ε2  Β. 
2

1
 (Ε2 - Ε1)       Γ. 2Ε1 + Ε2  

∆. 
2

1
 (Ε1 + Ε2) Ε. Ε2 - Ε1  

20. Έστω f µια περιττή συνάρτηση. Τότε το ολοκλήρωµα Ι = ∫
α 

α- 
dx (x) f  είναι 

ίσο µε  

Α. 2  Β. 2 ∫
α 

0 
dx (x) f  Γ. 0 

∆. 2α Ε. - 2 ∫
α 

α- 
dx (x) f  

21. Έστω f µια άρτια συνάρτηση. Τότε το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου είναι 
ίσο µε  

Α. 2  Β. 2 ∫
α 

0 
dx (x) f  Γ. 0  

∆. 2α Ε. - 2 ∫
α 

α- 
dx (x) f   

22. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου είναι ίσο µε 
Α. e    Β. e - 1  Γ. 1  
∆. 1 - e  Ε. 2e   

23. Οι συναρτήσεις f και g είναι δυο φορές παραγωγίσιµες στο R και f (x) ≤ g (x) για 
κάθε x ∈ R. Από τις παρακάτω προτάσεις:  Ι. f΄(x) ≤ g΄(x) για κάθε x ∈ R 
       ΙΙ. f΄΄(x) ≤ g΄΄(x) για κάθε x ∈ R 

       ΙΙΙ. ∫
2 

0 
dx (x) f ≤ ∫

2 

0 
dx (x) g  αληθεύουν  

Α. όλες Β. καµία Γ. µόνο η  Ι ∆. µόνο η ΙΙΙ Ε. µόνο οι Ι και  ΙΙ 

24. Αν g (x) = f (x) + 1, το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου είναι ίσο µε 

Α. α⋅f (β) - β⋅f (α)  B. β - α  Γ. α⋅β  ∆. 1 τ.µ.  
E. κανένα από τα προηγούµενα  

25. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου που φαίνεται στο διπλανό σχήµα 
είναι ίσο µε 

Α. ( )∫
β 

α 
dx (x) f (x) g   Β. ( )∫

β 

α 
dx (x) g - (x) f Γ. ( )∫ dx (x) g - (x) f  

∆. ∫∫
00  x

β 

 x

α 
dx (x) g  - dx (x) f   Ε. τίποτα από τα παραπάνω 

26. Οι καµπύλες του σχήµατος παριστάνουν συναρτήσεις του συνόλου 

Α. ∫
 

 

3dxx   Β. των παραγουσών της f (x) = 3x2 

Γ. ∫
 

 

4dxx  ∆. ∫ +
 

 

2 dx 2)  (3x  

Ε. τίποτα από τα παραπάνω  

 

 

27. Το ∫
α 

β 
dx (x) f µας δίνει το εµβαδόν του σκιασµένου τµήµατος στο σχήµα 
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Ε. 
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y
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28. Το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου του διπλανού σχήµατος είναι 
ίσο µε 

Α. ∫
4 

1 
dx (x) f    Β. ∫

4 

1 
dx (x)) (-f  

Γ. ∫
4 

1 
dx 4) - (x) (f   ∆. ∫

4 

1 
dx (x)) f - (4  

Ε. ∫
2 

1 
dx (x)) f - (4  + ∫

4 

2 
dx 4) - (x) (f   

29. Το ολοκλήρωµα ∫
e

dxx
1

ln  ισούται µε 

Α. e  B. 2  Γ. 1  ∆. e-1  Ε. e+1 

30. Το ολοκλήρωµα ∫ ⋅
π

συνηµ
0

dxxx  ισούται µε 

Α. π  B. 2  Γ. 1  ∆. 0  Ε. 1/2 

31. Το ολοκλήρωµα ∫
e

dx
x

x

1

ln
 ισούται µε 

Α. e  B. 2  Γ. 1  ∆. 0  Ε. 1/2 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΣΗΣ 

1. Αντιστοιχίστε σε κάθε γρ. παράσταση συνάρτησης f τη γρ. παράσταση της παράγουσας της.  

Συνάρτηση f Παράγουσα F 

 

 

1. 

 

 

 

2. 

 

 

 

 

 

 

3. 
 

 
y

0x´

y´

x

1

 
 

x´

y

0

y´

x1

1

-1

 

 

 

α. 

 

 

 

β. 

 

 

 

γ. 

 

 

 

δ. 

 
 

y´

x´ x

y

01

1
3

 
y

0x´

y´

x1

 

y

0x´

y´

x

2

1

 

2. Αντιστοιχίσετε κάθε συνάρτηση της Α µε την παράγωγό της στη στήλη Β,  

Στήλη Α Στήλη Β 

1.  F (x) = ∫
+

+
3  x 

1- 
dt 2) (t ηµ      

2. F (x) = ∫ +
2 x

α 
du 1) (u ln    

3. F (x) = ∫ +
 x

0 

2 dt 1)  (t tln  

4. F (x) = ∫ +

1 - 

2  x 
dtηµt   

5. F (x) = -∫ +
1 

 x2
du 2) (u ln   

α. f (x) = - ηµ (x + 2) 

β. f (x) = ηµ (x + 2) 

γ. f (x) = 2xln (x2 + 2) 

δ. f (x) = ηµ (x + 5) 

ε. f (x) = xln (x2 + 1) 

ζ. f (x) = ln (x2 + 2) 

η. f (x) = 2xln (x2 + 1) 

θ. f (x) = ηµ (x + 3) 

3. Στη στήλη Α φαίνονται οι παράγουσες κάποιων συναρτήσεων και στη στήλη Β οι συναρτήσεις αυτές. Να 
κάνετε την αντιστοίχιση.  

 

Στήλη Α Στήλη Β 

παράγουσα F συνάρτηση f 
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1. 
3

1
συν3x + 3  

 
2. εφx + ln2 

 
3. ln |3x - 2| + 2 

 
4. e2x+3 

 
5. 2x 

 

6. 
ln2

2x

 

α. 
3

1
ηµ3x 

β. 2x ln2 

γ. 
xσυν

1
2

 

δ. e2x+3 

ε. - ηµ3x 

ζ. 
2 -3x 

3
 

η. 
2 -3x 

2
 

θ. 2x 

ι. 2e2x+3 

4. Αντιστοιχίσετε το εµβαδόν κάθε χωρίου της στήλη Α στον τύπο που το υπολογίζει και υπάρχει στη Β. 

Στήλη Α Στήλη Β 

 

 

 

1. 

 

 

 

 

 

2. 

 

 

 

 

 

3. 

 

 

 

 

 

 

4. 

 

 
 

 

 
 

x´

y´

y

x0

y´

Cf

α
-α

 
 

x´

y´

y

0 x-α α

Cg

Cf

Cf

Cg

 
 

x´

y´

y

x0

y´

α
-α

f(x)=x3

 

 

α. Ε = ∫∫ +
α 

0 

0 

α- 
dx  (x)) g - (x) (f  dx  (x)) f - (x) (g  

 

 

β. Ε = ∫∫ +
α 

0 

0 

α- 
dx  (x)) f - (x) (g  dx  (x)) g - (x) (f  

 

 

γ. Ε = ∫
α 

α- 
dx (x)) g - (x) (f  

 

 

δ. Ε = ∫
α 

α- 
dx (x) f  

 

 

ε. Ε = - 2 ∫
0 

α- 
dx (x) f  

 

 

ζ. Ε = ∫∫
α 

0 

0 

α- 
dx (x) f  -dx  (x) f  
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5. Αντιστοιχίστε σε κάθε παράγουσα F τη συνάρτηση f.  

παράγουσα F συνάρτηση f 

1. F (x) = x + c  

 

2. F (x) = 2 x  + c 

 
3. F (x) = εφx + c 

 
4. F (x) = - ln |συνx| + c 

 

5. F (x) =  
x

1
 + c 

 
6. F (x) = xlnx - x + c 

α. f (x) = εφx 

β. f (x) = - 
2x

1
 

γ. f (x) = ex 

δ. f (x) = 
xσυν

1
2

 

ε. f (x) = 1 

ζ. f (x) = - 
xηµ

1
2

 

η. f (x) = lnx 

θ. f (x) = 
x

1
 

ι. f (x) = σφx 

6. Αντιστοιχίστε σε κάθε ολοκλήρωµα της στήλη Α τον αριθµό της στήλη Β.  

Στήλη Α Στήλη Β 

1. ∫
−

−
2

1

1dxx  

2. ∫
2

0

π

ηµ
συν

dx
x

x
 

3. ∫ −
1

0

21 dxxx  

4. ∫
1

0

2dxxex  

5. ∫ +−

4

1
2 65

1
dx

xx
 

6. ∫ ⋅
2

0

π

συνηµ dxex x  

α. e – 2 

β. e - 1 

 

γ. 5/2 

 

δ. e +1 

 

ε. 2 

 

ζ. 1 

 

η. 1/3 

 

θ. ln2 

 

ι. -2ln2 



Ολοκληρωτικός Λογισµός  Ολοκληρώµατα 

Γ’ Λυκείου – Κατεύθυνσης  13 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ 

1. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα: 

∫ dx (x) f  F (x) + c (F (x) + c)́  = f (x) 

∫ +
 

dx 5) (2x  
  

∫ ++
 

23 dx 1)   x (x  
  

∫ 







+

 

2
dx 

x

1

x

1
 

  

∫ 






 +
 

x dx 
x

1
e  

  

∫
 

dx 3συνx) -(2ηµx  
  

∫ 







+

 

22
dx 

xσυν

1

xηµ

1
 

  

∫ +
 

9 dx 1) (x  
  

∫ +
 

22 dx 3) -(2x  5) 3x  - (x  
  

∫
 

3 dxx ηµxσυν  
  

∫ + 
1  x dx xe

2

 
  

∫ +

 
dx  

1 2x 

1
 

  

∫ ++

+ 

2
dx  

1  x  x

1 2x 
 

  

∫
+

 

2
dx  

1  x

x
 

  

2. Έστω f µια …………………… συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα [α, β]. Αν G είναι µια ……………. της f στο 

[α, β], τότε ∫ =
....

)(
a

dttf  ………………… Το παραπάνω θεώρηµα είναι γνωστό ως το Θεµελιώδες 

θεώρηµα …………………………………………………………………… 

3. Έστω f συνάρτηση ορισµένη στο διάστηµα ∆. Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της f στο ∆ ονοµάζεται 
κάθε συνάρτηση F παραγωγίσιµη στο ∆ ώστε να ισχύει : …………………………… 

4. Για κάθε συνάρτηση f, παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ ισχύει: 

∫ =′ dxxf )(  …………………………… 

5. ∫ ′ dxxgxf )()( = ……………… - ∫.....……….. 

6. ∫∫ −=
...

...

)()( dxxfdxxf
a

β
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7. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:  

Συνάρτηση f Παράγουσα της f, F  
∫
β

α 
dx (x) f  

f (x) = 
x

1
 F (x) = 2 x  ∫ =

2 

1 
(1) F - (2) F dx  (x) f  

f (x) = ηµ2x  
∫ =

 π

0 
 dx  (x) f …………… 

f (x) = e3x  
∫ =

1 

0 
 dx  (x) f …………… 

f (x) = 
xηµ

1
2

 
 

∫ =
 π/4

π/4- 
 dx  (x) f …………… 

f (x) = lnx  
∫ =

e 

1 
 dx  (x) f …………… 

f (x) = 
1 -x 

1
 

 
∫ =

1/2 

0 
 dx  (x) f   …………… 

f (x) = x3 + 1  
∫ =

3 

2- 
 dx  (x) f …………… 

f (x) = 
2x

1
 - 1 

 
∫ =

2 

1 
 dx  (x) f …………… 

f (x) = c  
∫ =

β 

α 
 dx  (x) f …………… 

8. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα: 

Συνάρτηση  Εµβαδόν σκιασµένου χωρίου 

x´

y´

y

0
x2

 

 

 

 

x´

y´

y

x0

y´

1
-1

y=x

 

 

9. ∫ =
a

a

df ωω)( ……………. 

10. [ ] ∫∫ −=′
ββ

aa

dxdxxgxf ..........................................)()(

.....

.....
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11. Στη στήλη Α φαίνονται κάποια  σκιασµένα χωρία. Να συµπληρώσετε στη στήλη Β τα τµήµατα των 
γραφικών παραστάσεων της συνάρτησης F (x) στο διάστηµα [0, 3].  

 

Στήλη Α Στήλη Β 

x

y

0x´

y´

y=3

Ε(x)

33

 

 

x

y

0x´

y´

y=x

Ε(x)

 

 

 

 

12. Να συµπληρώσετε στη στήλη Β τα ολοκληρώµατα που αντιστοιχούν στα εµβαδά των σκιασµένων 
χωρίων της στήλης Α.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ∆ΙΑΤΑΞΗΣ 

1. Τα παρακάτω ολοκληρώµατα αναφέρονται στις συναρτήσεις του διπλανού 
σχήµατος. Να τα γράψετε σε µια σειρά από το µικρότερο προς το µεγαλύτερο.  

Ε1 = ∫
1 

0 
  xdx   Ε2 = ∫

1 

0 
dx (x) f  

Ε3 = ∫
1 

0 
dx (x) g  Ε4 = ∫

1 

0 
dx (x)) g -(x    

 

 

2. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = ∫
0 

1 - x t
dt 

e

t
 . Να διατάξετε κατά αύξουσα σειρά 

τις τιµές της συνάρτησης f (1), f (2), f (3).  

 

 

Στήλη Α Στήλη Β 

 

Ε(Ω)= 

 

Ε(Ω)= 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 

1. Αν F είναι µια παράγουσα της f στο R, τότε να αποδείξετε ότι και η συνάρτηση  

G(x) = 
α

1
 F(αx + β) είναι µια παράγουσα της h (x) = f (αx + β), α ≠ 0 στο R. 

2. ∆ίνεται µια συνεχής συνάρτηση f. 

ii ..  Να δείξετε ότι ∫∫
+

+
=

β 

α 

γβ 

γα 
dx (x) f  dx   γ)-(x  f .  

ii ii ..  Να δώσετε γεωµετρική ερµηνεία της ισότητας.  

3. Αν P (t) είναι ο πληθυσµός µιας χώρας, όπου t ο χρόνος σε έτη, ένας «νόµος της αύξησης» εκφράζεται 
από τη σχέση Ρ΄(t) = κ Ρ(t)  (1), όπου κ > 0 σταθερά που εξαρτάται από πολλούς παράγοντες. Αν 
θεωρήσουµε ότι η συνάρτηση Ρ (t) είναι παραγωγίσιµη µε συνεχή παράγωγο:  

ii ..  να λύσετε την εξίσωση (1).  

ii ii ..  Αν υποθέσουµε ότι για τον πληθυσµό της Ελλάδας ισχύει ο νόµος της  αύξησης από το 1920 και µετά, 
που ο πληθυσµός ήταν 5.000.000 και ότι το 1990 ο πληθυσµός ήταν 10.000.000, να βρεθεί η σταθερά κ για την 
Ελλάδα.  

ii ii ii ..  Αν υποθέσουµε ότι οι συνθήκες διαβίωσης δεν θα µεταβληθούν σηµαντικά, να «προβλεφθεί» ο 
πληθυσµός της Ελλάδας το έτος 2010.  

4. Προφανώς ∫
1 

2- 

2 dx 2x > 0. Αλλά Ι = ∫
1 

2- 

2 dx 2x = ∫ ⋅
1 

2- 
dxx 2  x . 

Θέτουµε u =x2, οπότε du= 2xdx, ενώ για x = 1 είναι u = 1 και για x = - 2 είναι u = 4. 

Άρα  Ι = ∫
1 

4 
du u = - ∫

4 

1 
du u < 0. Πού βρίσκεται το λάθος;  

5. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = ∫ ++++
 x

1 

2003200119991997 dt t)  t  t  t(t . Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει 

σηµεία καµπής.  

6. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = ∫
2x 

 π/6
dt 

t

ηµt
 , µε x > 0.  

ii ..  Να υπολογιστεί η f΄(x).  

ii ii ..  Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (
4

π
, 

3

π
) ώστε η εφαπτοµένη της Cf στο  

(x0, f (x0)) είναι παράλληλη στην ευθεία y = x.  

7. Θεωρούµε τη συνάρτηση h (x) = (x - 1) ∫
 x

2 
dt  

t

lnt
, x > 0.  

ii ..  Να αποδείξετε ότι η h είναι παραγωγίσιµη.  

ii ii ..  Να αποδείξετε ότι µπορεί να εφαρµοστεί το θεώρηµα του Rolle για την h στο [1, 2].  

ii ii ii ..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 2) τέτοιο ώστε 
ξ

ξ - 1
 lnξ = ∫

ξ 

2 
dt  

t

lnt
.  

8. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x + e-x, g (x) = x - e-x.  

ii ..  Να βρείτε το πρόσηµο της f (x) - g (x) και της f (x) - x στο διάστηµα [0, + ∞).  

ii ii ..  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τις Cf, Cg , x = 0 και x = 2.  

ii ii ii ..  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την Cf , x = 0, x = 2, και y = x.  

9. ∆ίνεται η f (x) = ∫ +
 x

0 

2 dt 1)  (t . Να υπολογιστούν: το f΄(0), το f(1) και το 

f΄΄(1). 

10. α)Να κατασκευάσετε το τµήµα µιας καµπύλης µε αρχή πάνω στον άξονα y΄y 
και τέλος το Β ώστε το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη και µεταξύ των 
ευθειών y = 0 και x = 1 να είναι ίσο µε το εµβαδόν του ορθογωνίου ΟΑΒΓ. 
Είναι δυνατόν η καµπύλη να παριστάνει γνησίως µονότονη συνάρτηση;   
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β)Να παρατηρήσετε ότι η πρόταση: «Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο [0, 1] και ισχύει ∫
1 

0 
dx (x) f = f (1) 

δείξτε ότι η f διαθέτει ένα τουλάχιστον σηµείο τοπικού ακροτάτου στο διάστηµα (0, 1)» απαντά στο 
ερώτηµα (α) και να την αποδείξετε.  

11. α) Στο διπλανό σχήµα να εκτιµήσετε τη σχέση που φαίνεται να έχουν τα 
εµβαδά Ε1, Ε2.  
β) Προσπαθήστε τώρα να ελέγξετε τα συµπεράσµατά σας µε αυστηρά 
µαθηµατικό τρόπο,  

π.χ.:για το Ε1: θεωρήστε λ > 1 και υπολογίστε το 
∞+→  λ

lim ∫
λ 

1 2
dx 

x

1
  και για το 

Ε2: 0 < λ < 1 και υπολογίστε το 
+→ 0  λ

lim ∫
1 

λ 2
dx 

x

1
 .  

Είναι συµβατά τα όσα είχατε υποθέσει στο ερώτηµα (α) µε τα αποτελέσµατα του ερωτήµατος (β); 
Μπορείτε να δικαιολογήσετε τα αποτελέσµατά σας γεωµετρικά;  

12. Έστω µια πολυωνυµική συνάρτηση της µορφής f (x) = αxν,  
α > 0, x ≥ 0 και τα σηµεία Α (x1, f (x1)) και Β (x1, 0). Υπάρχει συνάρτηση f 
για την οποία η Cf να χωρίζει το τρίγωνο ΟΑΒ σε δύο ισεµβαδικά χωρία; 
  

13. Ένα µέρος της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f έχει 
καλυφθεί από µια αδιαφανή ετικέτα. Η f είναι ορισµένη στο [0, 
13] και έχει παράγωγο οποιασδήποτε τάξεως. Να εκτιµήσετε τα 
πρόσηµα των παρακάτω παραστάσεων:  

ii ..   ∫
12 

5 
dx (x)  ́f   

ii ii ..  ∫
13 

0 
dx (x) f   

ii ii ii ..  ∫
6 

5 
dx (x) ΄΄ f  

14. ∆ίνεται µια συνεχής συνάρτηση f στο [α, β]. 

ii ..  Αν η f στρέφει τα κοίλα άνω στο διάστηµα [α, β] και είναι γνησίως αύξουσα τότε να αποδείξετε ότι: 

(β - α) f (α) ≤ ∫
β 

α 
dx (x) f  ≤ (β - α) 

2

(β) f (α) f +
 

ii ii ..  Αν η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο [α, β] και είναι γνησίως αύξουσα ποια θα είναι η αντίστοιχη 
σχέση;  

ii ii ii ..  Αν Ι = ∫ +
1 

0 

2 dx  x 1 , να δείξετε ότι το Ι ανήκει στο διάστηµα (1, 1,21).  

15. Η εφαπτοµένη του διαγράµµατος µιας συνάρτησης f στο σηµείο µε τετµηµένη x = α σχηµατίζει µε τον 

άξονα x΄x γωνία 
3

π
 και στο σηµείο µε τετµηµένη x = β γωνία 

4

π
. Αν η f ΄΄ είναι συνεχής στο [α, β], να 

υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫
β 

α 
dx (x) ΄΄ f .  

16. Κατά τη διάρκεια µιας περιόδου 12 ωρών η θερµοκρασία Τ σε βαθµούς C τη χρονική στιγµή t 
(µετρηµένη σε ώρες από την αρχή της περιόδου) είναι Τ (t) = 25 + 0,3t - 0,05t3. 

ii ..  Να βρείτε τη χρονική στιγµή που η θερµοκρασία γίνεται µέγιστη.  

ii ii ..  Ποια είναι η µέγιστη θερµοκρασία;  

ii ii ii ..  Να βρείτε τη µέση θερµοκρασία κατά τη διάρκεια της περιόδου.  

17. Αν η συνάρτηση f, που είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα [α, β], µε συνεχή δεύτερη 
παράγωγο, στρέφει τα κοίλα άνω και είναι γνησίως αύξουσα, να βρεθεί το πρόσηµο της παράστασης: 

∫
β 

α 
dx (x) ΄΄ f  + ∫

β 

α 
dx (x)  ́f  
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18. Θεωρείται γνωστό ότι ο ρυθµός µε τον οποίο διαδίδεται µια είδηση σε µια πόλη µε συνολικό πληθυσµό 
Α είναι ανάλογος του αριθµού των κατοίκων που δεν γνωρίζουν την είδηση. Να εκφράσετε τον αριθµό 
των κατοίκων που έχουν πληροφορηθεί την είδηση ως συνάρτηση του χρόνου t.  

19. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = 






=

≠

0,0

0,
1

2

x

x
x , η οποία είναι προφανώς ορισµένη σε όλο το R και παίρνει 

θετικές τιµές ή µηδέν. Υπολογίζουµε το Ι = ∫
1 

1- 
dx (x) f = 

1

1-x

1
- 





 = - 2 < 0. Αυτό όµως είναι αδύνατο, 

αφού f (x) ≥ 0. Πού βρίσκεται το λάθος;  

20.  Θέλουµε να υπολογίσουµε το Ι = ∫
+ π

0 
dx 

2

συν2x  1
 . Γράφουµε:  

Ι = ∫
 π

0 

2

2

xσυν2
 = ∫

 π

0 
dxσυνx    = 0. Όµως η συνάρτηση f (x) = 

2

συν2x  1+
 είναι µη αρνητική στο 

διάστηµα [0, π], άρα δεν µπορεί να µηδενιστεί το Ι. Πού βρίσκεται το λάθος;  

21. Να ερµηνεύσετε γεωµετρικά τις παρακάτω σχέσεις:  

ii ..  ∫
 π

0 
dxηµ2x  = 0 ii ii ..  ∫

3 

3- 

2 dx  x- 9 =
2

9π
 ii ii ii ..  ∫ +

2 

1 
dx 1) (2x  = 4 iivv..  ∫

5 

1/2 
dxlnx     < ∫

5 

1 
dxlnx    

22. ∆ίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f (x) = 
x

1
, x > 0 και g (x) = 

2x

1
, x > 0. 

 

ii ..  Να βρείτε τα εµβαδά Ε1 και Ε2.  

ii ii ..  Να βρείτε τα όρια: Ι1 = 
∞+→  λ

lim ∫
λ 

1 
dx (x) f   και  Ι2 = 

∞+→  λ
lim ∫

λ 

1 
dx (x) g .  

23. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = 1 + 
2x

1
.  

ii ..  Να µελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά.  

ii ii ..  Να αποδείξετε ότι 
4

5
 ≤ ∫

2 

1 
dx (x) f  ≤ 2.  

ii ii ii ..  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf, τον άξονα x΄x και τις ευθείες 
x = 2 και x = 4.  

iivv..  Να προσδιορίσετε την κάθετη ευθεία στον άξονα x΄x που χωρίζει το χωρίο του προηγούµενου 
ερωτήµατος σε δύο ισεµβαδικά χωρία.   

24. α)  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου Α΄Β΄∆΄.  

β) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου.  

25. Σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα η καµπύλη Cf είναι 
παραβολή. Να υπολογίσετε τα σκιασµένα εµβαδά.  
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26. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R* → (0, + ∞)  για την οποία ισχύουν f (x) = x2 f΄(x) και f (1) = 
e

2004
.  

ii ..  Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι f (x) = 2004⋅e x

1
-

.  

ii ii ..  Να υπολογίσετε το εµβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης g (x) = 
2x

(x) f
, τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 1 και x = 2.  

27. ∆ίνεται η συνάρτηση h (x) = ex.  

ii ..  Να βρείτε µια άρτια f και µια περιττή συνάρτηση g στο R, τέτοιες ώστε f(x) + g(x) = h(x).  

ii ii ..  Να βρείτε τη µονοτονία και τα ακρότατα των f, g.  

ii ii ii ..  Να υπολογίσετε το εµβαδόν Ε(λ) του χωρίου που περικλείεται από τις f, g και τις ευθείες  
x = 0 και x = λ > 1.  

iivv..  Να βρείτε το 
∞+→  λ

lim Ε (λ).  

28. Έστω η τρις φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f  για την οποία ισχύει: 0)()()()3( =+′+ xfxfxf  

Rx ∈ . 

ii ..  Αν η [ ] [ ] )()(2)()()( 22 xfxfxfxfxg ′+′+′′=  είναι σταθερή τότε και η f  είναι σταθερή. 

ii ii ..  Αν 1)1()1( −=+′′ ff  και 1)0()0( =+′′ ff  να υπολογίσετε το ∫
0

1

)( dxxf . 

29. Έστω η συνάρτηση 0,ln)( 2 >−= xxexf x . 

ii ..  Να δείξετε ότι η f  στρέφει τα κοίλα άνω. 

ii ii ..  Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόµενης της fC  στο 10 =x . 

ii ii ii ..  Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC , την παραπάνω εφαπτόµενη και 

την ευθεία .ex =  


