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Α. Πεπερασμένο όριο στο  𝒙𝟎 ∈ ℝ:        𝒍𝒊𝒎
             𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒍 ∈ ℝ  

Όριο και πλευρικά όρια: 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒍 ⇔ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

−
𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝟎
+
= 𝒍 

Χρησιμοποιούμε, οπωσδήποτε, πλευρικά όρια αν η συνάρτηση αλλάζει τύπο εκατέρωθεν του 𝒙𝟎 

Συνέπια του ορισμού του ορίου:  

i.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒍 ⇔ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

(𝒇(𝒙) − 𝒍) = 𝟎  

ii. 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒍 ⇔ 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒇( 𝒙𝟎 + 𝒉) = 𝒍  

Όριο και Διάταξη:  

i. Αν 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) > 𝟎          𝒇(𝒙) > 𝟎 κοντά στο 𝒙𝟎. 

Αν 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) < 𝟎              𝒇(𝒙) < 𝟎 κοντά στο 𝒙𝟎. 

 και 

ii. Αν 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) < 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙)          𝒇(𝒙) < 𝒈(𝒙) κοντά στο 𝒙𝟎. 

Αν 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) > 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙)          𝒇(𝒙) > 𝒈(𝒙) κοντά στο 𝒙𝟎. 

 Όμως 

i. Αν η 𝒇 {
έχει όριο στο 𝒙𝟎

και ισχύει κοντά στο 𝒙𝟎
𝒇(𝒙) < 𝟎 (𝒇(𝒙) > 𝟎)

             𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) ≤ 𝟎(𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) ≥ 𝟎) 

ii. Αν   {

οι 𝒇, 𝒈 έ𝜒𝑜υν όριο στο x0  

και ισχύει κοντά στο x0
𝒇(𝒙) < 𝒈(𝒙) [𝒇(𝒙) > 𝒈(𝒙)]

        𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) ≤ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) [𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) ≥ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙)] 

Κριτήριο παρεμβολής 

Αν {

𝒉(𝒙) ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝒈(𝒙)  κοντά στο 𝒙𝟎
και

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒉(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) = 𝒍
        𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝟎
𝒇(𝒙) = 𝒍 
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Όρια και πράξεις 

Με την προϋπόθεση ότι υπάρχουν τα όρια 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) και 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) τότε: 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

[𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)] = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

[𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙)] = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) ∙ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

[
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
] =

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙)
, εφόσον 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝟎
𝒈(𝒙) ≠ 𝟎 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

|𝒇(𝒙)| = |𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙)| ειδικά ισχύει Ισχύει: 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

|𝒇(𝒙)| = 𝟎 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

√𝒇(𝒙)
𝝂

= √𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒙𝟎
𝒇(𝒙)𝝂 , εφόσον 𝒇(𝒙) ≥ 𝟎 𝜿𝝄𝝂𝝉ά 𝝈𝝉𝝄 𝒙𝟎 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇𝝂(𝒙) = [ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙)]
𝝂

 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝝀𝒇(𝒙) = 𝝀𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) ,𝝀 ∈ ℝ 

Με βάση τα παραπάνω μπορούμε να δούμε τα όρια των βασικών συναρτήσεων 

11..  Σταθερή συνάρτηση 𝒇(𝒙) = 𝒄, 𝒄 ∈ ℝ 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒄=c 

22..  Ταυτοτική συνάρτηση 𝒇(𝒙) = 𝒙 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒙=𝒙𝟎 

33..  Πολυωνυμική συνάρτηση 𝑷(𝒙) = 𝜶𝝂𝒙
𝝂 + 𝜶𝝂−𝟏𝒙

𝝂−𝟏 + 𝜶𝝂−𝟐𝒙
𝝂−𝟐 +∙∙∙ +𝜶𝟏𝒙 + 𝒂𝟎 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝑷(𝒙)=𝑷(𝒙𝟎) 

44..  Ρητή συνάρτηση 𝑸(𝒙) =
𝑷(𝒙)

𝑹(𝒙)
, όπου 𝑷(𝒙) και 𝑹(𝒙) πολυωνυμικές συναρτήσεις 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝑸(𝒙)=Q(𝒙𝟎) εφόσον R(𝒙𝟎) ≠ 𝟎 

55..  Τριγωνομετρικές συναρτήσεις 𝒇(𝒙) = 𝜼𝝁𝒙, 𝒈(𝒙) = 𝝈𝝊𝝂𝒙, 𝒉(𝒙) = 𝜺𝝋𝒙 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝜼𝝁𝒙=𝜼𝝁𝒙𝟎, 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝝈𝝊𝝂𝒙=𝝈𝝊𝝂𝒙𝟎, 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝜺𝝋𝒙=𝜺𝝋𝒙𝟎 

όμως 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝜼𝝁𝒙

𝒙
= 𝟏, και 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝜼𝝁𝜶𝒙

𝜶𝒙
= 𝟏 και 𝒍𝒊𝒎

𝝋(𝒙)→𝟎

𝜼𝝁𝝋(𝒙)

𝝋(𝒙)
= 𝟏 
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 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝝈𝝊𝝂𝒙−𝟏

𝒙
= 𝟎 και 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝝈𝝊𝝂𝜶𝒙−𝟏

𝜶𝒙
= 𝟎 και 𝒍𝒊𝒎

𝝋(𝒙)→𝟎

𝝈𝝊𝝂𝝋(𝒙)−𝟏

𝝋(𝒙)
= 𝟎 

και 

Αν {
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟎

και
𝒂 ≤ 𝒈(𝒙) ≤ 𝜷  κοντά στο 𝒙𝟎

                  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

(𝒇(𝒙) ∙ 𝒈(𝒙)) = 𝟎 

Δηλ. (μηδενική συνάρτηση) Χ (φραγμένη συνάρτηση) = (μηδενική συνάρτηση) 

(δεν αναφέρεται στο σχολικό – η απόδειξη γίνεται με κριτήριο παρεμβολής) 

66..  Εκθετικές και Λογαριθμικές συναρτήσεις 𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙, 𝒈(𝒙) = 𝒍𝒏𝒙 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒆𝒙=𝒆𝒙𝟎 και γενικά 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝜶𝒙=𝜶𝒙𝟎 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒍𝒏𝒙 = 𝒍𝒏𝒙𝟎 και γενικά 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒍𝒐𝒈𝒂𝒙 = 𝒍𝒐𝒈𝒂𝒙𝟎 
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Β. Μη Πεπερασμένο όριο στο 𝒙𝟎 ∈ ℝ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = ±∞ 

Όριο και πλευρικά όρια:  

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = +∞ ⇔ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

−
𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝟎
+
= +∞ 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = −∞ ⇔ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

−
𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒙𝟎
+
= −∞ 

Όριο και Διάταξη:  

• Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) > 0 ή 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = +∞         𝒇(𝒙) > 𝟎 κοντά στο 𝒙𝟎. 

• Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) < 𝟎 ή 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = −∞          f(x) < 0 κοντά στο 𝒙𝟎. 

• Αν 𝒇(𝒙) ≤ 𝒈(𝒙) κοντα στο 𝒙𝟎 και 
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = +∞

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) = −∞

                   𝒍𝒊𝒎
                          𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) = +∞

                 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = −∞
 

Όρια και πράξεις 

1. Όριο Αθροίσματος 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) 𝒍 ∈ ℝ 𝒍 ∈ ℝ +∞ -∞ +∞ -∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) 𝒎 ∈ ℝ +∞ -∞ +∞ -∞ -∞ +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→→𝒙𝟎

[𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)] 𝒍 +𝒎 +∞ -∞ +∞ -∞ ? 

2. Όριο Γινομένου 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) 𝒍 ∈ ℝ 𝒍 > 0 𝒍 < 0 𝒍 >0 𝒍 < 0 +∞ -∞ +∞ -∞ 0 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) 𝒎 ∈ ℝ +∞ -∞ +∞ -∞ -∞ +∞ ±∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→→𝒙𝟎

[𝒇(𝒙) ⋅ 𝒈(𝒙)] 𝒍 𝒎 +∞ -∞ -∞ +∞ +∞ -∞ ? 

3. Όριο Πηλίκου 

• Αν 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒍 ∈ ℝ και 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒈(𝒙) = 𝒎 ∈ ℝ τότε 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
=

𝒍

𝒎
 

• Αν 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = ±∞ τότε 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝟏

𝒇(𝒙)
= 𝟎 
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• Αν 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟎 και 

{
 
 

 
 𝒇(𝒙) > 𝟎    κοντά στο  𝒙𝟎 τότε 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0

1
𝑓(𝑥)

=+∞
 

𝒇(𝒙) < 𝟎    κοντά στο  𝒙𝟎 τότε 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0
1
𝑓(𝑥)

=−∞
   

4. Όριο και απόλυτη τιμή 

• Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙 ∈ ℝ τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥)| = | 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)|=|𝑙| 

   

• Αν 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = ±∞ τότε 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

|𝒇(𝒙)| = +∞ 

5. Όριο ρίζας 

• Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙 ∈ ℝ και 𝑓(𝑥) ≥ 0 κοντά στο 𝑥0 τότε 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

√𝑓(𝑥)
𝑘 = √𝑙

𝑘
 

•  Αν 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = +∞ τότε 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟎

√𝒇(𝒙)
𝒌

= +∞ 
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Γ. Όρια συνάρτησης στο άπειρο: 𝒍𝒊𝒎
𝒙→±∞

𝒇(𝒙) 

1. Για το 𝒍𝒊𝒎
𝒙→±∞

𝒇(𝒙) ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο 𝒙𝟎  

Με την προϋπόθεση ότι δεν προκύπτει απροσδιόριστη μορφή 

2. Βασικά όρια 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒙𝝂 = +∞ 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒙𝝂 = |
+∞,
−∞,

𝝂 = 𝟐𝜿          
𝝂 = 𝟐𝜿 + 𝟏 

(𝝂 ά𝝆𝝉𝜾𝝄𝝇)
(𝝂 𝝅𝜺𝝆𝜾𝝉𝝄𝝇)

 

•  𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝟏

𝒙𝝂
= 𝟎 και 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞

𝟏

𝒙𝝂
= 𝟎 

3. Πολυωνυμική συνάρτηση 𝑷(𝒙) = 𝜶𝝂𝒙
𝝂 + 𝜶𝝂−𝟏𝒙

𝝂−𝟏 + 𝜶𝝂−𝟐𝒙
𝝂−𝟐 +∙∙∙ +𝜶𝟏𝒙 + 𝒂𝟎 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→±∞

𝑷(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→±∞

(𝒂𝝂𝒙
𝝂) = 𝒂𝝂 𝒍𝒊𝒎

𝒙→±∞
(𝒙𝝂) = ⋯ = ±∞ 

4. Ρητή συνάρτηση 𝑸(𝒙) =
𝑷(𝒙)

𝑹(𝒙)
, όπου 𝑷(𝒙) και 𝑹(𝒙) πολυωνυμικές συναρτήσεις 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→±∞

𝑷(𝒙)

𝑹(𝒙)
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→±∞

𝒂𝝂𝒙
𝝂

𝜷𝝁𝒙
𝝁
=
𝒂𝝂
𝜷𝝁

𝒍𝒊𝒎
𝒙→±∞

𝒙𝝂

𝒙𝝁
= |

±∞
𝒂𝝂/𝜷𝝁
𝟎

, 𝝂 > 𝝁
, 𝝂 = 𝝁
, 𝝂 > 𝝁

 

5. Τριγωνομετρικά όρια 

• 𝒍𝒊𝒎
𝒙→±∞

𝜼𝝁𝒙

𝒙𝝂
= 𝟎 και 𝒍𝒊𝒎

𝒙→±∞

𝝈𝝊𝝂𝒙

𝒙𝝂
= 𝟎 (απόδειξη με κριτήριο παρεμβολής) 

6. Εκθετικές συναρτήσεις 

• Αν 0<α<1 τότε 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝜶𝒙 = +∞ και 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝜶𝒙 = 𝟎 

• Αν α>1 τότε 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝜶𝒙 = 𝟎 και 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝜶𝒙 = +∞ 

• Αρα 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒆𝒙 = 𝟎 και 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒆𝒙 = +∞ 

7. Λογαριθμικές συναρτήσεις 

• Αν 0<α<1 τότε 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒍𝒐𝒈𝒂𝒙 = +∞ και 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒍𝒐𝒈𝒂𝒙 = −∞ 

• Αν α>1 τότε 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒍𝒐𝒈𝒂𝒙 = −∞ και 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒍𝒐𝒈𝒂𝒙 = +∞ 

• Αρα 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒍𝒏𝒙 = −∞ και 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒍𝒏𝒙 = +∞ 


