
Παρατηρήςεισ – Σχόλια – Επεκτάςεισ 
 
Μάκθμα Μακθματικά Κατεφκυνςθσ Β’ Λυκείου 
Κεφάλαιο  3. Κωνικζσ τομζσ 
Ραράγραφοσ 3.1. Ο Κφκλοσ 
Άςκθςθ Β’ Ομάδασ 10, ςελ. 89 (ςχολικό βιβλίο) 
 
Άςκηςη 
Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μζςων των χορδϊν του κφκλου x2 + y2 = 25 που διζρχονται 
από το ςθμείο Α(2,4).  
 
Παρατηρήςεισ  
Για αυτιν τθν άςκθςθ το βιβλίο λφςεων (βλ. ςχιμα) πρϊτα 
βρίςκει το γεωμετρικό τόπο με τθ βοικεια τθσ ευκλείδειασ 
γεωμετρίασ (τελικά είναι ο κφκλοσ διαμζτρου ΟΑ) και ςτθ 
ςυνζχεια εκφράηει τον τόπο αυτό με τθν εξίςωςθ από τθν 
αναλυτικι γεωμετρία.  
Ζτςι, θ λφςθ τθσ άςκθςθσ δεν αφορά τθν αναλυτικι 
γεωμετρία παρά μόνο ελάχιςτα. Δεν ζτυχε κάποιοσ μακθτισ 
να με ρωτιςει αν και πϊσ αυτι θ άςκθςθ λφνεται χωρίσ 
ευκλείδεια γεωμετρία, ωςτόςο το ερϊτθμα είναι εφλογο. 
Ριςτεφω πωσ θ άςκθςθ είναι μιςι και άςτοχθ αν δεν 
προκαλζςουμε ζνα τζτοιο ερϊτθμα. Ρρζπει να τονίςουμε ςτουσ μακθτζσ μασ ότι εδϊ ζχουμε 
μία άςκθςθ θ οποία λφνεται πολφ γριγορα και εφκολα με τθ ςυνδρομι τθσ ευκλείδειασ 
γεωμετρίασ και ότι αυτό και ςυμβαίνει και επιτρζπεται να το κάνουμε, αλλά και να 
αναφερκοφμε ςτθ λφςθ με τθν αποκλειςτικι χριςθ τθσ αναλυτικισ γεωμετρίασ. Ζςτω να 
ποφμε ότι «λφνεται, αλλά δεν αξίηει τον κόπο να αναφερκοφμε», ι ότι «θ λφςθ κα είναι 
επιπζδου που δε μασ αφορά». 
Ο παραπάνω ςυλλογιςμόσ με οδιγθςε να ψάξω για λφςθ χωρίσ τθ χριςθ τθσ ευκλείδειασ 
γεωμετρίασ. Η ιδζα ιταν να πάρω παραμετρικι ευκεία με δεδομζνο να διζρχεται από το 
Α(2,4). Ρροτίμθςα τθν εξίςωςθ y λx β  διότι παρά το μειονζκτθμα τθσ κατακόρυφθσ με τθν 

επιπλζον διερεφνθςθ, απομζνει ζνασ άγνωςτοσ για απαλοιφι. 
 
Λύςη 
Αρχικά υποκζτουμε ότι θ χορδι δεν είναι κατακόρυφθ (τθν περίπτωςθ τθσ κατακόρυφθσ 
χορδισ κα τθν ελζγξουμε αργότερα). 
Ζςτω ε: y λx β  θ εξίςωςθ τθσ χορδισ θ οποία τζμνει τον κφκλο ςτα ςθμεία Μ1(x1,y1) και 

Μ2(x2,y2) (Β και Γ για το ςχιμα) και Μ(x,y) το μζςο του τμιματοσ Μ1Μ2. Διαδοχικά ζχουμε: 
 
Α(2,4) ε β 4 2λ , άρα θ εξίςωςθ τθσ ευκείασ γίνεται ε: y λx 4 2λ . 

 
Τα ςθμεία Μ1, Μ2 ωσ ςθμεία τομισ του κφκλου και τθσ ευκείασ, κα προκφπτουν από το 
ςφςτθμα των εξιςϊςεϊν τουσ. Ζτςι: 
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Σθμείωςθ:  
Ππωσ κα ιταν αναμενόμενο, το παραπάνω τριϊνυμο ζχει πάντα λφςθ, κακϊσ θ διακρίνουςα 

προκφπτει 2Δ 84λ 64λ 36 0 λ   και λΔ 0  (είναι αναμενόμενο διότι οι λφςεισ του 



τριωνφμου αντιςτοιχοφν ςτα ςθμεία τομισ του κφκλου και τθσ ευκείασ που εδϊ κα είναι 
πάντα δφο, κακϊσ ζχουμε ιδθ απαιτιςει θ ευκεία να διζρχεται από το ςθμείο Α που 
βρίςκεται εςωτερικά του κφκλου). 

Τα x1, x2 κα είναι οι ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ με 
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Το y, κακϊσ Μ ε , κα είναι  
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άρα, ωσ ςυνάρτθςθ του λ, το ςθμείο Μ κα είναι το 
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Σθμείωςθ:  
Στο ςθμείο αυτό πρζπει να γίνει απαλοιφι του λ. Η απαλοιφι του λ ιταν το δυςκολότερο 
ςθμείο τθσ λφςθσ. Θα μποροφςαμε να ποφμε: 

Ραρατθροφμε ότι 
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(Μετά από πράξεισ, όπωσ κα ιταν αναμενόμενο, πράγματι βγαίνει 5).  
Αλλά αυτό δεν κα ιταν λφςθ, αλλά διαπίςτωςθ θ οποία προκφπτει από το ότι γνωρίηουμε τον 
γεωμετρικό τόπο από τθν λφςθ με τθ χριςθ τθσ ευκλείδειασ γεωμετρίασ. Το ηθτοφμενο, όμωσ, 
είναι ο γεωμετρικόσ τρόποσ να προκφψει και όχι απλϊσ να διαπιςτωκεί.  
Επίςθσ, αυτό το κομμάτι τθσ άςκθςθσ κα μποροφςε να ςτακεί ωσ ξεχωριςτι άςκθςθ με 
διατφπωςθ: Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των ςθμείων Μ με ςυντεταγμζνεσ 
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  για τισ διάφορεσ τιμζσ του λ. Τελικά μία λφςθ είναι θ εξισ: 

 

Ραρατθροφμε ότι 
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Σθμείωςθ:   
Η τελευταία ςχζςθ επιβεβαιϊνει τθν ευκλείδεια γεωμετρία και τθ λφςθ τθσ με τθ βοικεια του 

αποςτιματοσ ςτον κφκλο, δθλαδι ότι το διάνυςμα OM (x,y)


 είναι κάκετο ςτθν ευκεία ε. 

Αυτό φαίνεται καλφτερα αν γράψουμε τθ ςχζςθ 
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ζτςι ζχουμε 

2

2(λ 2)
y

λ 1 2

x
2( 2)

y
y

x
1

y

2

2

x
2

y
y 2

x
1

y

2x x
y 2 4

y y
2 2x y 2x 4y

2 2x y 2x 4y 0 , με y 0  



Η τελευταία εξίςωςθ είναι θ εξίςωςθ του κφκλου που περιμζναμε να βροφμε, δθλ. με κζντρο 

το Κ(1,2) και ακτίνα ρ 5 , αλλά με τον περιοριςμό y 0 . Ο περιοριςμόσ αυτόσ εξαιρεί από 

τον κφκλο δφο ςθμεία, τα (0,0) και (2,0). 
 
Ξεχωριςτά ελζγχουμε:  
Αν y=0, τότε λ=2, άρα x=0. Ζτςι, το ςθμείο Ο(0,0) ςυμπεριλαμβάνεται ςτο γεωμετρικό τόπο και 
ςυμπλθρϊνει το ςθμείο που ζλειπε από τον κφκλο. 
 
Τζλοσ, αν θ χορδι είναι κατακόρυφθ, τότε αυτι είναι θ ε: x = 2 κακϊσ διζρχεται από το Α(2,4). 

Εφκολα προκφπτει ότι τα ςθμεία Μ1, Μ2 είναι τα 1M (2, 21)  και 2M (2, 21)  και το μζςο τουσ 

είναι το ςθμείο Μ(2,0) το οποίο και πάλι ςυμπλθρϊνει και το τελευταίο ςθμείο που ζλειπε 
από τον κφκλο. 
 

Τελικά ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςθμείων είναι ο κφκλοσ κζντρου Κ(1,2) και ακτίνασ ρ 5 . 

Η εξίςωςθ του κφκλου αυτοφ είναι 2 2x y 2x 4y 0  ι ιςοδφναμα 2 2(x 1) (y 2) 5 . 

 
Επέκταςη 

Ραρακάτω αποδίδονται γραφικά οι ςυναρτιςεισ 
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ςυντεταγμζνων του ςθμείου Μ (μπλε και κόκκινο γράφθμα αντίςτοιχα). 

 
 
Μερικζσ από τισ παρατθριςεισ που προκφπτουν από τα γραφιματα αυτά είναι: 

 Για λ=2 είναι x=0 και y=0 όπωσ ελζγχκθκε ξεχωριςτά ςτθ λφςθ. Επιπλζον, τότε θ χορδι 

είναι διάμετροσ του κφκλου κακϊσ 
ΟΑ

λ λ 2  και ζτςι το μζςο Μ είναι το κζντρο Ο. 

 Πταν το λ τείνει ςε άπειρο (ςε οποιοδιποτε), τότε το x τείνει να γίνει 2, ενϊ το y τείνει να 
γίνει 0. Αυτό ερμθνεφεται με το ότι θ ευκεία τείνει να γίνει κατακόρυφθ και τότε το μζςο 
τθσ χορδισ είναι το (2,0) που προζκυψε ωσ ειδικι περίπτωςθ. 

 Το x παίρνει τιμζσ από το διάςτθμα [1 5,1 5]  δθλ. περίπου [ 1,2 ,  3,2]  και  

το y παίρνει τιμζσ από το διάςτθμα [2 5,2 5]  δθλ. περίπου [ 0,2 ,  4,2] . 

Πταν το ζνα γίνεται μζγιςτο ι ελάχιςτο, το άλλο παίρνει τθν «κεντρικι» του τιμι,  
δθλ. το x γίνεται μζγιςτο ι ελάχιςτο όταν το y είναι 2, αντίςτοιχα για το y όταν το x είναι 1. 

 Για λ=0 είναι y=4 και x=0, όπωσ κα το περιμζναμε, κακϊσ θ χορδι τότε κα είναι οριηόντια. 

 Η χορδι κα ζχει μζςο το Α όταν το απόςτθμα κα είναι το τμιμα ΟΑ, δθλ. όταν θ χορδι κα 

είναι κάκετθ ςτο τμιμα ΟΑ. Ο ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ του ΟΑ (2,4)


 είναι 
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άρα θ χορδι κα ζχει ςυντελεςτι διεφκυνςθσ αντικετοαντίςτροφο.  

Ρράγματι για 
1

λ
2

 είναι x=2 και y=4. 
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