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Μάκθμα Μακθματικά Κατεφκυνςθσ Β’ Λυκείου 
Κεφάλαιο  3. Κωνικζσ τομζσ 
Ραράγραφοσ 3.3. Η Έλλειψθ 
Άςκθςθ Β’ Ομάδασ 1, ςελ. 112 (ςχολικό βιβλίο) 
 
Άςκηςη 

Να αποδείξετε ότι το ςθμείο 
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τιμζσ του t  . 
 
Παρατηρήςεισ 
Το βιβλίο λφςεων προτείνει τθν αναμενόμενθ λφςθ: επιβεβαιϊνει ότι οι ςυντεταγμζνεσ του Μ 
επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ. Η παρακάτω λφςθ, αν και μθ αναμενόμενθ, 
χρθςιμοποιεί τθν τριγωνομετρία και εκμεταλλεφεται μία ςφμπτωςθ που, πικανότατα δεν είναι 
τυχαία, αλλά φανερϊνει τθν ιδζα από τθν οποία δθμιουργικθκε θ άςκθςθ. 
 
Λύςη 

Υπενκφμιςθ: Ιςχφουν οι τφποι 
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 (Αλγ.Β’ §1.4, εφ.2, ςελ.35) 

Το ςφνολο τιμϊν τθσ εφκ, 
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 είναι όλο το  , άρα μποροφμε να κζςουμε t εφκ . 

Έτςι το ςθμείο Μ γίνεται 
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όπου φ = 2κ. 
Έτςι, το ςθμείο Μ ανικει ςτθν ζλλειψθ, αφοφ οι ςυντεταγμζνεσ του ςυμφωνοφν με τισ 
παραμετρικζσ εξιςϊςεισ τθσ. 
 
Επεκτάςεισ 
Οι παραμετρικζσ εξιςϊςεισ τθσ ζλλειψθσ ηθτοφν θ γωνία φ να βρίςκεται ςτο διάςτθμα [0,2π) . 

Ωςτόςο, θ απαίτθςθ αυτι υπάρχει για τθν εξαςφάλιςθ τθσ μοναδικότθτασ του φ ςτθν 

ιςοδυναμία 
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. Κατά τ’ άλλα δεν είναι 

απαραίτθτθ για να ςυμπεράνουμε ότι το Μ βρίςκεται ςτθν ζλλειψθ. Επιπλζον, θ επιλογι του 
διαςτιματοσ [0,2π)  είναι αυκαίρετθ και κα μποροφςαμε να ποφμε ότι γενικότερα, λόγω τθσ 

περιοδικότθτασ των ςυναρτιςεων του θμιτόνου και του ςυνθμιτόνου, ζνα οποιοδιποτε 
διάςτθμα μικουσ μίασ περιόδου Τ 2π , κλειςτό από τθ μία μεριά και ανοιχτό από τθν άλλθ, 
κα είναι πάντα ικανό ϊςτε να καλφψει όλα τα ςθμεία τθσ ζλλειψθσ. 
Άρα, ςε πρϊτθ φάςθ θ άςκθςθ είναι ςωςτι και πλιρθσ, διότι το ςθμείο Μ βρίςκεται ςτθν 
ζλλειψθ. Πμωσ, το αντίςτροφο ιςχφει; Τα ςθμεία που προκφπτουν για τισ διάφορεσ τιμζσ του t 
καλφπτουν όλθ τθν ζλλειψθ; Το φ παίρνει όλεσ τισ τιμζσ ςε ζνα τζτοιο διάςτθμα; Εφόςον 
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 και φ 2κ  κα ιςχφει φ ( π,π) . Σφμφωνα με τα παραπάνω από το διάςτθμα 

αυτό λείπει ο αρικμόσ –π (ι ο αρικμόσ π), ϊςτε να είναι κλειςτό από τθ μία μεριά. Αν ιταν 
φ π  (είτε φ π ), τότε το ςθμείο Μ κα ιταν το Μ( α,0) . Ρράγματι, κάτι τζτοιο δεν είναι 



δυνατόν να γίνει, διότι τότε κα ιταν 
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) και δε κα ορίηονταν θ εφκ. Αλλά και 

πριν τθν αντικατάςταςθ μποροφμε να παρατθριςουμε ότι το ςθμείο Μ δε κα μποροφςε να 

είναι το Μ( α,0)  διότι οι παραςτάςεισ 
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αντίςτοιχα για οποιαδιποτε τιμι του t  . 
Άρα, το ςθμείο Μ δε διαγράφει όλθ τθν ζλλειψθ για τισ διάφορεσ τιμζσ του t  , αλλά όλθ 
τθν ζλλειψθ εκτόσ του ςθμείου Α'( α,0) . 

 

Σθμείωςθ: 

Θα μποροφςαμε να ξεκινιςουμε με τθ γωνία κ να βρίςκεται ςτο διάςτθμα 
π π

0, ,π
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Τότε θ γωνία φ κα βριςκόταν ςτο διάςτθμα [0,π) (π,2π) , όπου φανερά είναι το διάςτθμα 

[0,2π)  από το οποίο λείπει το π και κα αποφεφγαμε τισ παραπάνω γενικεφςεισ. Ξεκινιςαμε με 

το διάςτθμα 
π π
,

2 2
 που είναι χαρακτθριςτικό για τθν ςυνάρτθςθ τθσ εφαπτομζνθσ. 

 

Ραρακάτω αποδίδονται γραφικά οι ςυναρτιςεισ 
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γράφθμα αντίςτοιχα). 

 
 
Μερικζσ από τισ παρατθριςεισ που προκφπτουν από τα γραφιματα αυτά είναι: 

 Μοιάηουν με τα γραφιματα του θμιτόνου και του ςυνθμιτόνου ςτο διάςτθμα μίασ 
περιόδου και πιο ςυγκεκριμζνα ςτο διάςτθμα ( π,π) , «τεντωμζνα» ςτο άπειρο. Αυτό 

ερμθνεφεται από τθν αντικατάςταςθ t εφκ  που ενϊ το t διατρζχει το ( , ) , το κ 

διατρζχει το 
π π
,

2 2
 και τελικά το φ διατρζχει το ( π,π) . Θυμθκείτε ότι ςφμφωνα με τθ 

λφςθ πιραμε  
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 Πταν το t τείνει ςε άπειρο (ςε οποιοδιποτε), τότε το x(t) τείνει να γίνει –1 ενϊ το y(t) 
τείνει να γίνει 0. Αυτό ςυμβαδίηει με τθν αδυναμία των ποςοτιτων να πάρουν αυτζσ τισ 
τιμζσ και με τθν εξαίρεςθ του ςθμείου Α'( α,0) . 
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