
Παρατηρήςεισ – Σχόλια – Επεκτάςεισ 
 
Μάκθμα Μακθματικά Κατεφκυνςθσ Β’ Λυκείου 
Κεφάλαιο  3. Κωνικζσ τομζσ 
Παράγραφοσ 3.4. Η Υπερβολι 
Άςκθςθ Β’ Ομάδασ 4, ςελ. 124 (ςχολικό βιβλίο) 
 
Άςκηςη 

Από ζνα ςθμείο 1 1 1M (x ,y )  τθσ υπερβολισ 
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φζρνουμε παράλλθλεσ προσ τισ αςφμπτωτεσ. Να 
αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ςχθματιηόμενου 
παραλλθλόγραμμου είναι ςτακερό. 
 
Παρατηρήςεισ 
Παρακάτω δίνω μία λφςθ διαφορετικι από αυτιν 
του βιβλίου λφςεων, αλλά δανείηομαι τθν 
ονοματολογία και το ςχιμα του κάπωσ 
τροποποιθμζνο. Tο πλεονζκτθμα τθσ ςε ςχζςθ με τθ 
λφςθ του βιβλίου είναι ότι δεν υπολογίηει τισ 
ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου Μ2. 
 
Λύςη 
Ζςτω Μ2, Μ3 οι άλλεσ δφο κορυφζσ του παραλλθλογράμμου και Μ2΄, Μ3΄ οι προβολζσ του Μ1 

ςτισ αςφμπτωτεσ. Αν ονομάςουμε φ τθ γωνία των αςφμπτωτων, τότε και οι γωνίεσ 
1 2 2M MM '  

και 
1 3 3M MM '  είναι ίςεσ με τθ φ (ωσ εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά).  

Διαδοχικά ζχουμε: 
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ςτακερό (ανεξάρτθτο των x1, y1). 

 
(1)  Τα τρίγωνα ΟΜ2Μ3 και Μ1Μ2Μ3 είναι ιςεμβαδικά. 

(2)  Από τον τφπο εμβαδοφ τριγώνου 
1 ˆΕ β γ θμΑ
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. 

(3)  ΟΜ2 = Μ1Μ3 και ΟΜ3 = Μ1Μ2 ωσ απζναντι πλευρζσ παραλλθλογράμμου. 

(4)  Από το ορκογώνιο τρίγωνο Μ1Μ3Μ3΄ ιςχφει 1 3

1 3

Μ Μ ΄
θμφ

Μ Μ
 άρα 1 3

1 3

Μ Μ ΄
Μ Μ

θμφ
, και όμοια 

από το ορκογώνιο τρίγωνο Μ1Μ2Μ2΄ προκφπτει ότι 1 2
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(5) Η εξίςωςθ τθσ ε1 είναι 
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(6)  Το Μ1 βρίςκεται ςτθν υπερβολι, άρα 
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Σθμείωςθ: 
Ίςωσ δίνεται θ εντφπωςθ ότι θ λφςθ είναι περιςςότερο περίπλοκθ ςτο ςυλλογιςμό τθσ απ’ ό,τι 
είναι, λόγω των απαλοιφών των παρονομαςτών (παραπομπζσ 5 και 6). Οι απαλοιφζσ κα 
μποροφςαν να παρακαμφκοφν. Ζγιναν ώςτε οι ποςότθτεσ που προκφπτουν να είναι λιγότερο 
ςφνκετεσ.  
Χωρίσ τισ απαλοιφζσ αυτζσ θ λφςθ κα ιταν: 
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(7) Διαιροφμε αρικμθτι και παρονομαςτι με β2 ώςτε να εμφανιςτεί θ ποςότθτα 
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Διερεύνηςη 
Η διερεφνθςθ τθσ λφςθσ απαιτεί να πάρουμε περιπτώςεισ για τθ γωνία φ. Το ςχιμα και θ 
διατφπωςθ τθσ λφςθσ βαςίςτθκαν ςτο ότι θ γωνία φ είναι οξεία. Οι άλλεσ δφο περιπτώςεισ 
που προκφπτουν καλφπτονται εφκολα από τθν παραπάνω λφςθ (υπάρχουν μικρζσ διαφορζσ 
ςτθν 4θ παραπομπι): 

 Αν θ φ είναι αμβλεία, τότε τα ορκογώνια τρίγωνα ςτα οποία βαςίςτθκε θ λφςθ κα 
χρθςιμοποιοφν τθν παραπλθρωματικι γωνία τθσ φ όπου τα θμίτονα κα είναι ίςα. 

 Αν θ φ είναι ορκι, τότε θμφ 1  και οι ιςότθτεσ 1 3
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δίνουν τα προφανι 1 3 1 3Μ Μ Μ Μ ΄  και 1 2 1 2Μ Μ Μ Μ ΄  (τα ςθμεία Μ2, Μ2΄ όπωσ και τα Μ3, 

Μ3΄ κα ταυτίηονται). 
 
Επέκταςη 
Το θμφ μπορεί να βρεκεί ωσ ςυνάρτθςθ των α, β ωσ εξισ: 

Αν κ είναι θ γωνία που ςχθματίηει θ ε1 με τον άξονα x΄x, τότε φ 2κ  ενώ 
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γωνία που ςχθματίηει θ ε2 με τον άξονα ζχει μζτρο κ λόγω ςυμμετρίασ των ευκειών ωσ προσ 

τον άξονα, αλλά 
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Η τελευταία ποςότθτα φανερώνει τθν ταφτιςθ ςτα αποτελζςματα των δφο λφςεων. 
 

Σθμείωςθ: 
Με τρόπο όμοιο με τον παραπάνω μπορεί να λυκεί και θ άςκθςθ Β.5 τθσ ίδιασ παραγράφου, ο 
οποίοσ είναι διαφορετικόσ και από τουσ δφο που προτείνει το βιβλίο λφςεων. 



Η άςκθςθ είναι: 
Να αποδείξετε ότι το ςυνθμίτονο μιασ από τισ γωνίεσ των αςφμπτωτων τθσ υπερβολισ 
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