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Περίληψη. Η αναγνώριση και η χρήση προτύπων στα µαθηµατικά αποτελεί 

µία από τις κύριες διεργασίες όταν «κάνουµε µαθηµατικά». Η εισαγωγή 

τους στην Ελληνική υποχρεωτική µαθηµατική εκπαίδευση είναι από τους 

βασικούς στόχους των προγραµµάτων σπουδών τα τελευταία χρόνια
1
. Η 

εισδοχή τους στο Λύκειο, αλλά και το Πανεπιστήµιο, απαιτεί συνδυασµούς 

µε πολλαπλές αναπαραστάσεις και σύνθεση – εφαρµογή τους σε 

πραγµατικές καταστάσεις που θα προκαλέσουν το ενδιαφέρον των µαθητών. 

Οι αριθµοί Catalan, µε την πολύπλευρη παρουσία τους, την κανονικότητα 

και τη δοµή που εµπεριέχουν µπορούν να ανταποκριθούν ως ένα τέτοιο 

παράδειγµα. Στην παρούσα παρουσιάζεται ένα πλαίσιο και κάποιες από τις 

εφαρµογές των αριθµών Catalan, ενταγµένα στην παραπάνω λογική. 

 

Abstract. Identification and use of patterns is of great importance when 

“doing mathematics”. One of the main goals of the Greek syllabus is to 

introduce patterns in mathematical courses. This introduction in secondary, 

as well as in higher education demands that patterns are presented through 

real-life examples that entail use of multiple representations and will 

therefore intrigue and motivate students. Catalan numbers with their 

structure and numerous appearances in various fields of study satisfy the 

previous criteria. In this spirit, the authors present in this article Catalan 

numbers and some of their applications. 
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Εισαγωγή 

 Τα µαθηµατικά θεωρούνται κατά διάφορους τρόπους ως η επιστήµη 

των προτύπων (The science of patterns [7],[8]).  Ένα πρότυπο
2
  εγκλείει 

την κανονικότητα και τη δοµή ενός µαθηµατικού αντικειµένου. Στην πραγ-

µατικότητα αποτελεί συµπυκνωµένη εµπειρία πολλών ανθρώπων στην εξέ-

λιξη ενός µαθηµατικού αντικειµένου. Η αναγνώριση και κατανόηση ενός 

προτύπου απαιτούν ανάπτυξη µεταγνωστικών λειτουργιών και κατανόηση 

της δοµής σε βάθος. ∆ηλαδή αποτελεί ένα υψηλό στόχο στη µαθηµατική 

εκπαίδευση, αλλά επιπλέον η ανάπτυξη δεξιοτήτων επέκτασης ενός προτύ-

που επιτρέπει την επαναχρησιµοποίησή του και διανοίγει αποτελεσµατικούς 

δρόµους επίλυσης προβληµάτων
3
. Οι πολλαπλές µορφές των προτύπων [3] 

και οι αντίστοιχες πολλαπλές αναπαραστάσεις τους µπορούν να ωθήσουν τη 

σύγχρονη διδασκαλία των µαθηµατικών στις ανάγκες των µαθητών και των 

στόχων σύγχρονων αναλυτικών προγραµµάτων. Πρότυπα αρίθµησης, όπως 

οι φυσικοί αριθµοί που αποτελούν το απλούστερο παράδειγµα τέτοιου εί-

δους προτύπου ή οι αριθµοί Catalan που συνιστούν µία εκλεπτυσµένη ε-

φαρµογή των αρχών της συνδυαστικής και της απαρίθµησης µπορούν να 

εντάξουν πολλές διαφορετικές κατηγορίες προβληµάτων και να αναδείξουν 

στα µάτια µαθητών και φοιτητών την οµορφιά, την αναγκαιότητα και την 

τέχνη του να «κάνεις µαθηµατικά» (Doing mathematics). 

 Η διερεύνηση των προτύπων απαιτεί λειτουργίες όπως: υπόθεση – 

δοκιµή – έλεγχο και απόδειξη – γενίκευση και τελικά αναγνώριση και επα-

ναχρησιµοποίηση. Έτσι, ο ασκούµενος στα µαθηµατικά µπορεί να µάθει όχι 

µόνο τους κανόνες τους και τη χρήση τους, αλλά να προχωρήσει πέρα από 

αυτούς, να λύσει προβλήµατα, να δει πραγµατικές χρήσεις τους, ώστε τελι-

κά να διατηρήσει ενεργό το ενδιαφέρον του. ∆ηλαδή « το αναµενόµενο » 

που είναι η – συχνά –  βαρετή τήρηση των κανόνων της µαθηµατικής συλ-

λογιστικής, να εναλλάσσεται µε «το απροσδόκητο», που µπορεί να συνί-
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εννιάχρονη υποχρεωτική εκπαίδευση. 



σταται στην αναγνώριση ενός προτύπου, το οποίο δε θα έπρεπε να βρίσκε-

ται εκεί σε πρώτη ανάγνωση, µέσω του οποίου τελικά θα επιτραπεί η επίλυ-

ση ενός όµορφου προβλήµατος και η βαθύτερη κατανόηση της δοµής του. 

 Οι αριθµοί Catalan ορίζονται µε διάφορους τρόπους και 

εµφανίζονται κατά τη µελέτη πολλών προβληµάτων. Τα προβλήµατα αυτά 

σχετίζονται µε την καθηµερινότητα και είναι κατανοητά από τους µαθητές. 

Μπορούν λοιπόν να κεντρίσουν το ενδιαφέρον τους. ∆ηλαδή, ο διδάσκων 

µπορεί να εντάξει τη µελέτη των αριθµών Catalan στη διδασκαλία του ως 

ένα ενδιαφέρον πρότυπο µε εφαρµογές σε φαινοµενικά ασυσχέτιστα µεταξύ 

τους προβλήµατα και τελικά να διευρύνει αριθµητικά πρότυπα που ήδη 

χρησιµοποιούνται στη διδασκαλία των µαθηµατικών στο Λύκειο και το 

Πανεπιστήµιο και µε τους αριθµούς Catalan που βρίσκουν ενδιαφέρουσες 

εφαρµογές. 

 

Σύντοµη ιστορία των αριθµών Catalan 

 Ο Βέλγος µαθηµατικός E.C.Catalan
4
 χρησιµοποίησε την ακολουθία 

αυτών των αριθµών το 1838, στην προσπάθειά του να επιλύσει ένα πρό-

βληµα καλής διάταξης – αντιστοίχισης παρενθέσεων. Εντούτοις πολύ πριν 

(περί το 1751) ο Euler µελέτησε τις τριγωνοποιήσεις κυρτών πολυγώνων, 

όπου και κατέληξε στους αριθµούς Catalan [4]. Μάλιστα, θεωρείται πιθανό 

να είχε κάνει χρήση τους ακόµα πιο πριν (περί το 1730) ο Κινέζος µαθηµα-

τικός Antu Ming [5]. Γενικότερα, στην εποχή µας έχουν ασχοληθεί πολλοί 

µαθηµατικοί µε τους αριθµούς Catalan και έχουν αναλύσει τη χρήση τους. 

Ο Richard Stanley του M.I.T. περιγράφει περισσότερες από 70 χρήσεις τους 

στο [11], κεφάλαιο 6, ενώ έχει δηµιουργήσει και το Catalan Addendum
5
 ό-

που περιγράφει άλλες 70 χρήσεις τους. Οι πρώτοι σε σειρά αριθµοί Catalan 

είναι οι: 1,1,2,5,14,42,132,429,… και περιγράφονται ως η 577η ακολουθία 

ακεραίων στο [9] και ως η A000108 στην ιστοσελίδα oeis.org
6
. Σύµφωνα µε 

τον Martin Gardner αποτελεί την πιο συχνά εµφανιζόµενη ακολουθία ακε-
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ραίων, η οποία ταυτόχρονα δεν είναι και τόσο γνωστή, όσο για παράδειγµα 

η ακολουθία Fibonacci και άλλες. Μερικές από τις εµφανίσεις τους που θα 

παρουσιαστούν στο παρόν αφορούν: το πρόβληµα της τριγωνοποίησης κυρ-

τού πολυγώνου του Euler, τακτοποίηση παρενθέσεων του Catalan, διαδρο-

µές σε τετράγωνο χωρίς να τέµνεται η διαγώνιος, εξαγωγή από το τρίγωνο 

Pascal και συσχέτιση µε τους κεντρικούς διωνυµικούς συντελεστές, πλήθος 

τρόπων προσεταιρισµού πολλαπλασιασµού ν συµβόλων, βουνοκορυφές, 

πρόβληµα χειραψιών.  

Εµφανίσεις των αριθµών Catalan 

 Ας ξεκινήσουµε µε ένα απλό στη διατύπωσή του πρόβληµα: 

µε πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορούµε να σχεδιάσουµε διαγώνιους σε 

ένα κανονικό πολύγωνο έτσι ώστε αυτές να µην τέµνονται και να χωρίζουν το 

πολύγωνο σε τρίγωνα (βλ. Εικόνα 1); 

 
Το πρόβληµα αυτό λύθηκε από τον Euler το 1761. Η απόδειξη του είναι 

αρκετά υπολογιστική και για αυτό την παραλείπουµε. Μπορούµε όµως να 

«ανακαλύψουµε» µία απόδειξη, η οποία είναι παρόµοιας λογικής µε 

απόδειξη του σχολικού βιβλίου γεωµετρίας ([1] σελ.85), όπου, 

τριγωνοποιώντας ένα κυρτό πολύγωνο προσδιορίζει το άθροισµα των 

γωνιών του. Αυτή η απόδειξη οφείλεται στον Segner
7
 (1761) και µας οδηγεί 

σε έναν αναδροµικό τύπο. Πριν δούµε αυτήν την απόδειξη όµως, αρκεί να 

πούµε ότι το πλήθος των τρόπων µε τους οποίους µπορούµε να 

τριγωνοποιήσουµε ένα κανονικό n-γωνο όπως πριν δίνεται από τον τύπο: 
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Εικόνα 1: Τριγωνοποιήσεις του τριγώνου, του τετραγώνου και των 

κανονικών πενταγώνων και εξαγώνων 



 

 
Θέτουµε 

 
Παρατηρούµε ότι: 

 

 

Όπου . 

Με βάση αυτόν τον αναδροµικό ορισµό έχουµε: 

 

 

 

 

 

 
Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη παίρνουµε: 

 

 

 

 

 
Οι αριθµοί αυτοί ονοµάζονται αριθµοί Catalan.  

 



Η συνδυαστική απόδειξη του Segner 

 Θεωρούµε το πολύγωνο P, όπως στην εικόνα 2. Η ακµή του e θα α-

νήκει σε µοναδικό τρίγωνο Τ. Επιλέγοντας την τρίτη κορυφή του Τ (που δεν 

ανήκει στην e) σχηµατίζονται δύο µικρότερα πολύγωνα   τα οποία θα 

έχουν σύνολο πλευρών n+2. Από πολλαπλασιαστική αρχή της συνδυαστι-

κής προκύπτει ότι οι τριγωνοποιήσεις του n-γώνου P θα είναι : 

 . Συνεπώς, αν θεωρήσουµε 

τότε προκύπτει ο αναδροµικός τύπος του Segner : 

 

Η εικασία του Urban 

 Ο αναδροµικός τύπος του Segner εµφανίστηκε το 1941 ως εικασία 

από τον H.Urban, ο οποίος αναγνώρισε το εξής πρότυπο : 

 

 

και  

 

∆ηλαδή : 
n

n

C

C

n
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−
=

− 1

24

1

. 

Παρατηρούµε δηλαδή ότι η ίδια η ιστορία της εξέλιξης των µαθηµατικών 

αντικειµένων µπορεί να µας προσφέρει παραδείγµατα (και αναµενόµενες 

συµπεριφορές) εύρεσης και αναγνώρισης προτύπων. 

 

Εικόνα 2: Τριγωνοποίηση και  τύπος Segner 



Ας υποθέσουµε τώρα το εξής πρόβληµα : 

Με πόσους τρόπους µπορούµε να τοποθετήσουµε n  ζευγάρια παρενθέσεων σε 

µια ακολουθία n γραµµάτων ώστε το αποτέλεσµα να είναι συντακτικά σωστό; 

 

Για παράδειγµα αν έχουµε ένα ζευγάρι τότε έχουµε ένα τρόπο: (a), για δύο 

ζευγάρια έχουµε δύο τρόπους: (a)(b),((ab)). Για τρία ζευγάρια πέντε 

τρόπους:(a)(b)(c),((a)b(c)),((ab))(c),(a)((bc)),(((abc))). Οι αριθµοί αυτοί 

είναι και πάλι οι . 

Το γεγονός αυτό δεν αποτελεί σύµπτωση. Υπάρχει τρόπος να 

µεταβούµε από το ένα πρόβληµα στο άλλο. ∆ηλαδή να αναγνωρίσουµε το 

πρότυπο που συνιστά η ακολουθία των αριθµών Catalan και να καλύψουµε 

τις θέσεις της µε τα κατάλληλα κάθε φορά αντικείµενα [6]. Αυτή η 

αναγνώριση προτύπου και το ταίριασµά του σε ένα νέο πρόβληµα – 

φαινοµενικά διαφορετικό – αποδίδει ήδη πολλά από τα στοιχεία που 

αναφέρθηκαν προηγουµένως. 

Αν έχουµε ένα (n+2)-γωνο τότε µπορούµε σε κάθε τριγωνοποίηση 

του να αντιστοιχήσουµε µια διάταξη n παρενθέσεων και αντίστροφα. Για να 

το πετύχουµε αυτό έστω ότι έχουµε µια τριγωνοποίηση του (n+2)-γωνου. 

Σταθεροποιούµε µια πλευρά και τη θεωρούµε ως βάση του. Ονοµάζουµε τις 

υπόλοιπες πλευρές του κινούµενοι σε µια φορά (π.χ. µε αυτήν των δεικτών 

του ρολογιού). Στο τέλος ονοµατίζουµε µε τη σειρά όλες τις εναποµένουσες 

ακµές του (n+2)-γωνου έτσι ώστε σε κάθε βήµα αν θέλουµε να 

ονοµατίσουµε µια πλευρά που συνδέει τις πλευρές µε όνοµα a, b  να την 

ονοµάζουµε (ab). 

 
 

Αριθµοί Catalan παντού 

 Στα προηγούµενα παρουσιάστηκαν συνδυαστικά προβλήµατα που 

έχουν ως λύση τους αριθµούς Catalan. Όµως, όπως έχει γράψει και ο Martin 

Gardner, οι αριθµοί αυτοί έχουν την τάση «να εµφανίζονται ξαφνικά» σε 

Εικόνα 3: Μετάβαση από τριγωνοποίηση  εξαγώνου σε ακολουθία 4 

παρενθέσεων 



διάφορα προβλήµατα. Για παράδειγµα έστω ότι έχουµε το παρακάτω 

«σύνθετο κλάσµα»: 

na

a

a

⋮

2

1

 

µε πόσους τρόπους µπορούµε να το ερµηνεύσουµε; Για παράδειγµα το 

3

2

1

a

a

a

 µπορεί να ερµηνευτεί µε δύο τρόπους : 
3

2

1

a

a

a









ή 










3

2

1

a

a

a
. 

Αν γράφαµε οριζόντια τους όρους και παραλείπαµε τις γραµµές των 

κλασµάτων θα παίρναµε τις ακολουθίες . ∆ηλαδή το 

πρόβληµα αυτό ανάγεται στο πρόβληµα της ορθής τοποθέτησης n ζευγών 

παρενθέσεων σε µια ακολουθία n γραµµάτων. Συνεπώς η απάντηση είναι οι 

αριθµοί Catalan. Βέβαια, το παραπάνω πρόβληµα µπορεί επίσης να ληφθεί 

και ως οι δυνατότητες πολλαπλασιασµού στα n σύµβολα µίας 

προσεταιριστικής και µη µεταθετικής πράξης. 

 Αν σε κάθε λύση του προβλήµατος της τοποθέτησης παρενθέσεων 

σε ακολουθίες αντιστοιχίσουµε στις αριστερές παρενθέσεις ( γραµµές προς 

τα πάνω / ενώ στις δεξιές γραµµές προς  τα κάτω \, τότε σε κάθε λύση 

αντιστοιχίζεται µια «βουνοκορφή» η οποία δεν πέφτει κάτω από το «µηδέν». 

 
Κάθε τέτοια «βουνοκορυφή» µε n ζευγάρια γραµµών πάνω / και γραµµών 

κάτω \ αντιστοιχεί µε φυσιολογικό τρόπο σε µια διαδροµή από την πάνω 

αριστερή γωνία στη κάτω δεξιά σε ένα nxn κιγκλίδωµα µε οριζόντια και 

κατακόρυφα βήµατα και η οποία  δεν διασχίζει τη διαγώνιο. 

Εικόνα 4: Βουνοκορυφές µε 1,2 και 3 ζευγάρια γραµµών επάνω / ,κάτω \ 



 
 Στη συγκεκριµένη περίπτωση η εφαρµογή και ταύτιση των θέσεων 

στο ίδιο πρότυπο των αριθµών Catalan µπορεί να γίνει µε έναν απλό 

γεωµετρικό µετασχηµατισµό (στροφή), µε τη βοήθεια του οποίου θα 

αναγνωριστεί η εναλλακτική κάλυψη των θέσεων του προτύπου. ∆ηλαδή, 

γίνεται γεωµετρική µετάβαση από τη µία χρήση του προτύπου στην άλλη. 

Απόδειξη του κλειστού τύπου 

 Το προηγούµενο παράδειγµα µπορεί να µας βοηθήσει να 

αποδείξουµε τον κλειστό τύπο για τους αριθµούς Catalan. Μια διαδροµή 

από την επάνω αριστερή γωνία ενός   κιγκλιδώµατος στην κάτω δεξιά 

µπορεί να γίνει µε   τρόπους. Αυτό γιατί µια τέτοια διαδροµή 

γίνεται σε  βήµατα όπου κάθε βήµα είναι προς τα δεξιά ή προς τα 

κάτω. Συνεπώς, µια τέτοια διαδροµή καθορίζεται πλήρως από το σε ποια 

βήµατα θα κινηθούµε προς τα κάτω. Αυτό µπορεί να γίνει επιλέγοντας 

από τα  βήµατα. 

 Οπότε το πλήθος όλων των διαδροµών  από την πάνω αριστερή 

γωνία στην κάτω δεξιά σε ένα  κιγκλίδωµα είναι . Μία τέτοια 

διαδροµή ίσως να τέµνει τη διαγώνιο. Αν αυτό συµβαίνει ορίζεται το σηµείο 

Ρ ως το τέλος της πρώτης ακµής που βρίσκεται κάτω από τη διαγώνιο 

(βλ.εικ.6). Για µια τέτοια διαδροµή και ξεκινώντας από την ακµή µε αρχή 

την Ρ κατασκευάζουµε µια νέα πηγαίνοντας κάτω αν στην αρχική διαδροµή 

πηγαίναµε δεξιά και αντίστροφα. Εφόσον η αρχική διαδροµή έχει περάσει 

κάτω από τη διαγώνιο στο σηµείο Ρ θα έχει κάνει ένα βήµα επιπλέον προς 

τα κάτω από ότι δεξιά. Άρα αν έχει κάνει   βήµατα δεξιά µέχρι το Ρ θα έχει 

κάνει   βήµατα κάτω. Επειδή η αρχική διαδροµή έχει   βήµατα δεξιά 

και βήµατα κάτω στο σηµείο Ρ θα αποµένουν βήµατα δεξιά και 

 κάτω. Λόγω της αντιστροφής η νέα διαδροµή κάτω από το Ρ 

κάνει  βήµατα δεξιά και  κάτω. Συνεπώς, η νέα διαδροµή 

Εικόνα 5: Αντιστοίχιση µιας διαδροµής σε κιγκλίδωµα µε µια βουνοκορυφή 



κάνει  βήµατα δεξιά και  

κάτω (στη νέα διαδροµή προσθέτουµε µια γραµµή στο τέλος). 

 
  

  

Τελικά, υπάρχει µια αντιστοιχία µεταξύ των διαδροµών που τέµνουν τη 

διαγώνιο µε αυτά που κάνουν  βήµατα δεξιά και   βήµατα κάτω. 

∆ηλαδή,  το πλήθος των προβληµατικών διαδροµών είναι : 

 

 

Συνεπώς, το πλήθος των διαδροµών που δεν διέρχονται κάτω από τη 

διαγώνιο θα είναι: 

 

Catalan και στο τρίγωνο του Pascal 

 Οι διωνυµικοί συντελεστές συνήθως είναι ήδη γνωστοί από τα ανα-

πτύγµατα των ταυτοτήτων :  Συνηθίζεται µά-

λιστα να παρουσιάζονται µε το γνωστό τρίγωνο του Pascal : 

Εικόνα 6: Σταδιακή µετατροπή µιας διαδροµής σε nxn κιγκλίδωµα που περνά 

κάτω από τη διαγώνιο σε µια σε (n-1)x(n+1) κιγκλίδωµα 



 

 Παρατηρώντας το, φαίνεται ότι αν από τους κεντρικούς διωνυµικούς 

συντελεστές 1,2,6,20 αφαιρεθούν αντίστοιχα οι συντελεστές της δεξιάς ή 

της αριστερής στήλης στην ίδια γραµµή : 0, 1, 4, 15 τότε προκύπτουν οι α-

ριθµοί :  το οποίο φυσικά και δεν είναι τυ-

χαίο, αλλά προς επιβεβαίωση αναζητούµε την γενίκευση µε την απόδειξη. 

 Πράγµατι, ισχύει ότι : 

 

Πρόβληµα παρενθέσεων και γεννήτρια συνάρτηση 

 Παραπάνω εντοπίσαµε τους αριθµούς Catalan στους τρόπους τοπο-

θέτησης n διαφορετικών ζευγών παρενθέσεων. Συγκεκριµένα ισχύει η αντι-

στοιχία : 

Ζεύγη 

παρενθέσεων 

  

0    

1 (αβ)  

2 ((αβ)γ), (α(βγ))  

3 (((αβ)γ)δ), ((α(βγ)δ), (α((βγ)δ)), (α(β(γδ))), 

((αβ)(γδ)) 
 

 

Αν γίνει αντικατάσταση όλων των συµβόλων στις παραπάνω περιπτώσεις 

µε µία κοινή µεταβλητή x και προσθέτοντας ανά γραµµή, τότε µπορούµε να 

διακρίνουµε τις εξής αντιστοιχίες : 



  

(αβ)  

((αβ)γ), (α(βγ))  

(((αβ)γ)δ), ((α(βγ)δ), (α((βγ)δ)), 

(α(β(γδ))), ((αβ)(γδ)) 

 

 

 Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, προσθέτοντας εµφανίζεται µία τυ-

πική δυναµοσειρά :  

στην οποία εµφανίζονται οι αριθµοί Catalan, ως συντελεστές αυτής της δυ-

ναµοσειράς. Οι αναπαραστάσεις ακολουθιών µε τέτοιες τυπικές δυναµοσει-

ρές
8
, οι οποίες καλούνται γεννήτριες συναρτήσεις προσφέρουν πολλά πλε-

ονεκτήµατα, µεταξύ των οποίων και η δυνατότητα ευκολότερων υπολογι-

σµών. Γενικά η (συνήθης) γεννήτρια συνάρτηση της ακολουθίας 

ορίζεται ως η τυπική δυναµοσειρά :  

 για την οποία είναι σηµαντικός ο υπο-

λογισµός ενός κλειστού τύπου αφενός και η δυνατότητα προσδιορισµού του 

συντελεστή µίας συγκεκριµένης δύναµης του x, ο οποίος εκφράζει τον α-

ντίστοιχο όρο της ακολουθίας αφετέρου. Η αναζήτηση ενός κλειστού τύπου 

ενδείκνυται διότι υπάρχουν προβλήµατα τα οποία αντιστοιχούν σε συγκε-

κριµένες πράξεις µεταξύ των γεννητριών συναρτήσεων [6]. Συνεπώς, η εύ-

ρεση ενός κλειστού τύπου για µια γεννήτρια συνάρτηση οδηγεί στην απλο-

ποίηση των υπολογισµών . 

 Για την εύρεση ενός κλειστού τύπου για τη γεννήτρια συνάρτηση 

των αριθµών Catalan παρατηρούµε στον αναδροµικό τύπο του Segner ότι: 

 ο οποίος µπορεί να προκύπτει ως 

συντελεστής στον πολλαπλασιασµό τυπικών δυναµοσειρών. Συγκεκριµένα, 

ισχύει ότι : , όπου οι 

συντελεστές   Αν υψωθεί στο τετράγωνο 
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η γεννήτρια συνάρτηση της ακολουθίας Catalan  

 

ισχύει ότι   

 

 

 

 

 

Από την τελευταία σχέση οι θετικοί συντελεστές της γεννήτριας συνάρτη-

σης προκύπτουν αν επιλεχθεί ο τύπος µε το αρνητικό πρόσηµο. ∆ηλαδή, ο 

κλειστός τύπος για τη γεννήτρια συνάρτηση των αριθµών Catalan είναι : 

  

Αν χρησιµοποιηθεί το γενικευµένο διωνυµικό ανάπτυγµα  στον προηγού-

µενο τύπο  τότε η  γράφε-

ται :  και οι συντελεστές του  γίνονται : 

 

 

Οπότε  ∑∑
∞

=

∞

=

−










+
=⇒









−

−
=

−−

01

1
2

1

1
)(

1

221

2

411

n

n

n

n
x

n

n

n
xCx

n

n

nx

x
. 

∆ηλαδή, χρησιµοποιώντας τη γεννήτρια συνάρτηση εξάγουµε για τους α-

ριθµούς Catalan : 








+
=

n

n

n
Cn

2

1

1
. 

 Τα προηγούµενα παραδείγµατα αποτελούν ένα µικρό µέρος από τις 

συναντήσεις µε τη συγκεκριµένη ακολουθία. Συνεπώς, µπορεί να υπάρξει 

µία εναλλαγή µεταξύ αλγεβρικών, γεωµετρικών και συνδυαστικών µεθόδων 

στην εµφάνιση των αριθµών Catalan. 



Άλλες ιδιότητες των αριθµών Catalan 

 Συνοψίζοντας την παρουσίαση κάποιων εναλλακτικών χρήσεων των 

αριθµών Catalan, παρατίθενται και δύο βασικές τους ιδιότητες. 

Θεώρηµα :  Κάθε αριθµός Catalan είναι ακέραιος. 

 Απόδειξη :  Ισχύει ότι 








+
=

n

n

n
Cn

2

1

1
. Από Θεώρηµα Hermite

9
 για 

m = 2n έπεται ότι :  Συνεπώς κάθε 

αριθµός Catalan είναι ακέραιος. 

 

Θεώρηµα (Koshy – Salmassi, 2004 [4] σελ.330): Οι µοναδικοί πρώτοι 

αριθµοί Catalan είναι οι . 

 Απόδειξη : Από τον αναδροµικό τύπο του Segner ισχύει ότι 

 

Έστω ότι ο είναι πρώτος.  

Τότε και 

όπου Οπότε 

 δηλαδή   Συνεπώς  είναι οι µο-

ναδικοί πρώτοι Catalan. 

Συµπεράσµατα 

 Συνοψίζοντας, τα αναµορφωµένα προγράµµατα σπουδών της υπο-

χρεωτικής εκπαίδευσης ορίζουν τη µελέτη προτύπων ως έναν από τους βα-

σικούς στόχους στην Ελληνική µαθηµατική εκπαίδευση. Οι µαθητές από 

απλά πρότυπα αριθµών στις πρώτες τάξεις του ∆ηµοτικού (περιττοί, άρτιοι, 

πρώτοι – σύνθετοι, κλπ) περνούν στην αναγνώριση, περιγραφή και επέκτα-

ση αριθµητικών, γεωµετρικών και σύνθετων επαναλαµβανόµενων προτύ-

πων στις τελευταίες τάξεις του ∆ηµοτικού και στις πρώτες του Γυµνασίου. 

Η συµβολική αναπαράσταση των προτύπων εντάσσεται στο τέλος του Γυ-

µνασίου. Αυτή επιτυγχάνεται µε την ανακάλυψη της σχέσης µεταξύ των α-
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ριθµών (στα αριθµητικά πρότυπα) µίας ακολουθίας µε τελικό ζητούµενο 

ουσιαστικά µία συναρτησιακή σχέση.  

Από την άλλη πλευρά στο λύκειο και την ανώτερη εκπαίδευση 

χρειάζονται ουσιαστικότερες τοµές στην πρακτική εφαρµογή στη διδασκα-

λία, ώστε να γίνει οµαλότερα για τους µαθητές η µετάβαση από την επαγω-

γική συµπερασµατολογία και ανακάλυψη, µέσω διευρεύνησης προτύπων, 

που θα πρέπει να συµβαίνει στο Γυµνάσιο, σε µία πιο αφηρηµένη - συµβο-

λική αναπαράσταση στο Λύκειο και την ανώτερη εκπαίδευση. Όµως, αυτή 

η διαδικασία  πρέπει να έχει νόηµα και να προκαλεί το ενδιαφέρον του δι-

δασκοµένου, ώστε µέσω της παρατήρησης προτύπων που βρίσκουν εφαρ-

µογές στην καθηµερινότητα και τη δοκιµή υποθέσεων, να µπορέσουν να 

διατυπώσουν πολλαπλές αναπαραστάσεις προτύπων (λεκτικές, συµβολικές, 

γραφικές) και να εκτιµήσουν αποτελέσµατα ή να λύσουν προβλήµατα, που, 

τελικά, είναι η χαρά του να κάνεις µαθηµατικά. Πιστεύουµε ότι οι αριθµοί 

Catalan, µεταξύ άλλων, αποτελούν ένα πρόσφορο παράδειγµα. 

Τελειώνοντας, ας χαιρετηθούµε ! Να δώσουµε τα χέρια µας γύρω 

από το τραπέζι ανά δύο άτοµα, αλλά προσοχή να µην τέµνονται οι χειραψί-

ες µας διότι µερικοί πιστεύουν ότι είναι γρουσουζιά. Με πόσους τρόπους 

µπορεί να γίνει αυτό; Αν n τα ζεύγη που θα δώσουν τα χέρια τους, τότε η 

παρακάτω εικόνα φαίνεται να υποδεικνύει ότι αυτό µπορεί να συµβεί κατά 

Cn  τρόπους. 

 

Πράγµατι, αν στο παραπάνω σχήµα αριθµήσουµε σε κάθε περίπτωση τα 

άτοµα, τότε το πρόβληµα µπορεί να έρθει σε 1-1 και επί αντιστοιχία µε το 

πρόβληµα των παρενθέσεων, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 



 

 Προφανώς, η παραπάνω διαδικασία θα µπορούσε να αποτελεί το 

κλείσιµο µίας µελέτης των αριθµών Catalan σε µία πραγµατική τάξη, ως 

τελευταίο παράδειγµα αναγνώρισης και εφαρµογής ενός προτύπου. 
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