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Περίληψη. Παρουσιάζεται µία ανασκόπηση των ιδεών περί την 

εφαπτοµένη µίας καµπύλης µέσω της άλγεβρας. Οι ιδέες των Fermat και 

Descartes, ως συνέχεια σχετικού θεωρήµατος του Ευκλείδη, όπoυ 

συνδέονται οι τέµνουσες, δια µέσου των οριακών θέσεών τους µε την 

εφαπτοµένη µίας καµπύλης, είχαν ιδιαίτερο ενδιαφέρον προ της εισαγωγής 

της εφαπτοµένης δια  µέσου της ανάλυσης. Οι µέθοδοι που περιγράφονται 

είναι αποτελεσµατικές για αλγεβρικές καµπύλες, όχι όµως σε 

τριγωνοµετρικές ή εκθετικές συναρτήσεις. Σε κάθε περίπτωση πάντως η 

πολυπλοκότητα στην εύρεση του αποτελέσµατος µπορεί να είναι ιδιαίτερα 

αυξηµένη. 

Λέξεις κλειδιά: Εφαπτοµένη καµπύλης, Άλγεβρα. 

 

Εισαγωγή. 
Επιχειρώντας µία σύντοµη ιστορική αναδροµή στο θέµα της εφαπτοµένης 

σε µία καµπύλη θα µπορούσε κανείς να επισηµάνει τις παρακάτω κύριες 

περιόδους. Ο Ευκλείδης στα «Στοιχεία» του, στο βιβλίο ΙΙΙ, δίνει έναν 

ορισµό της εφαπτοµένης για τον κύκλο (Όροι 2: Μία ευθεία λέγεται ότι 

εφάπτεται κύκλου εκείνη, η οποία απτόµενη του κύκλου και προεκβαλλοµένη 

δεν τέµνει τον κύκλο). Ο Απολλώνιος,  περί το 225 π.Χ., αναφερόµενος σε 

κωνικές τοµές, θέτει την εφαπτοµένη ως µία ευθεία τέτοια, ώστε καµία 

άλλη ευθεία δε θα µπορούσε να βρίσκεται µεταξύ αυτής και της καµπύλης. 

Παρόµοια θεώρηση παρουσιάζει ο Ευκλείδης στα  «Στοιχεία» ΙΙΙ, πρόταση 

16, γράφοντας: « Η κάθετος η αγόµενη στο άκρο της διαµέτρου του κύκλου 

θα πέσει εκτός του κύκλου και στον τόπο τον µεταξύ της καθέτου και της 

περιφέρειας δεν δύναται να παραπέσει άλλη ευθεία...». Ενώ, ο Αρχιµήδης 

βρίσκει εφαπτοµένη στη σπείρα του, θεωρώντας την τροχιά ενός σηµείου 

που κινείται κατά µήκος της καµπύλης και διαφεύγει από αυτήν στη 

διεύθυνση της κίνησής του. Στο πρώτο µισό του 17ου αιώνα οι Descartes 

και Fermat, χρησιµοποιώντας άλγεβρα έλυσαν πλήρως το πρόβληµα της 



εφαπτοµένης µίας καµπύλης για γραφικές παραστάσεις πολυωνύµων και 

γενικότερα αλγεβρικών καµπυλών. Μέθοδοι που αποτυγχάνουν σε 

τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, όπου απαιτείται η µέθοδος του Newton µε 

τον ορισµό του για την εφαπτοµένη ως το όριο µίας τέµνουσας και µε 

χρήση των ορίων. 

 

Αντιλήψεις των µαθητών για την εφαπτοµένη καµπύλης. 

 

Είναι γνωστό, τόσο από την εµπειρία στην τάξη, όσο και από έρευνες που 

έχουν γίνει (Vinner 1991, Zachariades 2008), ότι οι περισσότεροι µαθητές 

εδραιώνουν µία εντύπωση για την εφαπτοµένη µίας καµπύλης, έχοντας 

υπόψη την περίπτωση της εφαπτοµένης στον κύκλο. Αυτή παρουσιάζεται 

στους µαθητές ήδη από το Γυµνάσιο και εξακολουθεί να αποτελεί µοναδική 

περίπτωση για τους µαθητές έως τη Β΄Λυκείου, όταν θα έρθουν 

αντιµέτωποι µε τις εφαπτοµένες των κωνικών τοµών (για όσον καιρό 

τουλάχιστον, βρίσκονται ακόµα εντός διδακτέας ύλης) στο µάθηµα 

προσανατολισµού. ∆ηλαδή, οι µαθητές µέχρι να έρθουν σε επαφή µε την 

εφαπτοµένη στο µάθηµα προσανατολισµού, έχουν ως έννοια εφαπτοµένης 

στο µυαλό τους, εκείνη την ευθεία, η οποία τέµνει τον κύκλο σε ένα και 

µόνο σηµείο. Ωστόσο, στην εκπαιδευτική τους πορεία, ακόµα κι αν δεν 

επιλέξουν τον θετικό προσανατολισµό, µπορούµε να τους παρέχουµε 

ευκαιρίες µελέτης της εφαπτοµένης µίας καµπύλης πριν τη χρήση της 

έννοιας που εµφανίζεται στο διαφορικό λογισµό της Γ΄ Λυκείου. Αυτό 

µπορεί να γίνει είτε µέσω του µαθήµατος της Άλγεβρας, είτε της 

Γεωµετρίας, ακολουθώντας µάλιστα την ιστορική εξέλιξη της έννοιας, όπως 

περιγράφηκε παραπάνω. 

 

Προσεγγίζοντας την εφαπτοµένη µέσω κατάλληλου κύκλου. 

 

Μία «φυσιολογική» αναζήτηση γενίκευσης της έννοιας της εφαπτοµένης σε 

καµπύλες, µπορεί συχνά να οδηγήσει µέσα στην τάξη στο µετασχηµατισµό 

του προβλήµατος σε εκείνο της εύρεσης κατάλληλου κύκλου, ο οποίος να 

«εφάπτεται» της καµπύλης αυτής, οπότε να µπορέσουµε να προσδιορίσουµε 

την εφαπτοµένη, µέσω της γνωστής εφαπτοµένης του κύκλου στο 

ζητούµενο σηµείο. Η ιδέα αυτή ήταν η πρώτη ιδέα που εφήρµοσε ο 

Descartes για την εύρεση εφαπτοµένης προ του Απειροστικού Λογισµού. 

Συγκεκριµένα, η µέθοδός του συνίσταται στην εύρεση ενός κύκλου 

εφαπτόµενου στην καµπύλη στο ζητούµενο σηµείο, όπως φαίνεται στο 

σχήµα στην οριακή θέση. 



Αναζητείται κύκλος 

κέντρου Κ, ο οποίος 

εφάπτεται στην 

καµπύλη στο σηµείο Α. 

Ο κύκλος µπορεί αρχικά 

να τέµνει την καµπύλης 

και σε κάποιο άλλο 

σηµείο Β, οπότε τότε δε 

θα εφάπτεται σ' αυτήν. 

Οπότε θα επιδιώξουµε 

να µη συµβαίνει 

ακριβώς αυτό. Η 

εύρεση των κοινών 

σηµείων ενός κύκλου 

και µίας καµπύλης είναι 

γνωστό ότι αντιστοιχεί 

στην επίλυση του 

συστήµατος των δύο 

εξισώσεών τους. Οπότε η απλή απαίτηση που θα θελήσουµε θα είναι το 

σύστηµα να έχει µία  διακεκριµένη λύση. Θεωρούµε λοιπόν την καµπύλη, 

για παράδειγµα, y
2=x το σηµείο A(a

2
, a) και τον κύκλο µε κέντρο το 

K (k ,0) , ο οποίος θα έχει εξίσωση της µορφής: (x�k )2+ y
2=r

2
, όπου r 

κατάλληλη ακτίνα. Τότε το σύστηµα των δύο εξισώσεων θα είναι:  

 

{ y
2 = x

x
2�2kx+k

2+ y
2 = r

2

όπου αντικαθιστώντας το y
2

 έχουµε την 

εξίσωση: x
2+(1�2k ) x+k

2�r
2=0, όµως θέλουµε το σηµείο επαφής να 

είναι µοναδικό το A(a
2
, a) άρα και το a

2

η µοναδική λύση της 

προηγούµενης εξίσωσης, δηλαδή θα ισχύει: 

x
2+(1�2k ) x+k

2�r
2=(x�a

2)2
, απ' όπου µε απλή ισότητα πολυωνύµων 

προκύπτει ότι 
k=a

2+
1

2
.
Η εύρεση της ακτίνας του κύκλου δεν είναι 

αναγκαία, αφού από τα σηµεία Α, Κ µπορούµε να προσδιορίσουµε τη 

ζητούµενη εφαπτοµένη, ως την κάθετη στην ΑΚ. Αν και αυτή η µέθοδος του 

Descartes λειτουργεί καλά για τετραγωνικές καµπύλες, οι πράξεις γίνονται 

αρκετά επίπονες στην περίπτωση καµπυλών µεγαλύτερης τάξης, ακόµα και 

κυβικών καµπυλών. 



 

Τέµνουσες κύκλου και Εφαπτοµένες 

 

Σύµφωνα µε τον Coolidge, η ιδέα της εφαπτοµένης ως οριακή θέση µίας 

τέµνουσας, όταν τα δύο σηµεία τοµής τείνουν να συµπέσουν στο ζητούµενο 

σηµείο επαφής έγινε αποδεκτή στη Μαθηµατική κοινότητα µε πολύ αργούς 

ρυθµούς. Όµως, η ιδέα της σύµπτωσης των δύο σηµείων τοµής µίας 

τέµνουσας έγινε ευρέως κατανοητή πριν τα µισά του 17ου αιώνα και αυτό 

οφείλεται κυρίως στον Fermat. Οι βασικές του ιδέες εµφανίστηκαν πρώτα 

το 1629 σ' ένα γράµµα του στον Depagnet και οι εφαπτοµένες εκεί 

προέκυψαν ως επακόλουθο µίας µεθόδου για την εύρεση ακροτάτων. Ας 

δούµε όµως πρώτα πώς θα µπορούσαµε να προσεγγίσουµε µε τους µαθητές 

αυτήν την ιδέα της εφαπτοµένης, χρησιµοποιώντας το µάθηµα της 

γεωµετρίας. Η έννοια των όµοιων τριγώνων είναι ήδη γνωστή από το 

γυµνάσιο, όπως επίσης και το Πυθαγόρειο θεώρηµα. Οι µαθητές στο τέλος 

της Α΄λυκείου στο µάθηµα της γεωµετρίας µπορούν – µέσω εγγράψιµων 

τετραπλεύρων- να αποδείξουν το παρακάτω θεώρηµα για δύο τέµνουσες 

του κύκλου:  

 

«Αν οι φορείς δύο χορδών ΑΒ, Γ∆ ενός κύκλου τέµνονται 

σε σηµείο Ρ, τότε ισχύει ότι: 
ΡΑ⋅ΡΒ=ΡΓ⋅Ρ∆ . »

 
 

 

Αν στη συνέχεια επικεντρώσουµε σε τέµνουσες εξωτερικές του κύκλου, 

τότε µπορεί να αποδειχθεί το θεώρηµα που συνδέει το µήκος εφαπτόµενου 

τµήµατος ΡΕ, από σηµείο Ρ εξωτερικό του κύκλου και µίας τέµνουσας ΡΓ∆ 



του κύκλου που αναφέρει ότι:  

 

«Αν από εξωτερικό σηµείο Ρ ενός κύκλου φέρουµε 

εφαπτόµενο τµήµα ΡΕ και µία ευθεία που τέµνει τον  

κύκλο στα σηµεία Γ, ∆, τότε ισχύει ότι:  

ΡΕ
2=ΡΓ⋅Ρ∆ . » 

 

Συγκρίνοντας τις περιπτώσεις των δύο θεωρηµάτων παραπάνω για τη σχέση 

των δύο τεµνουσών και τη σχέση µεταξύ τέµνουσα και εφαπτοµένης, 

θεωρώντας τα αντίστοιχα τµήµατα που δηµιουργούνται από το σηµείο 

τοµής τους κάθε φορά µπορούµε να ωθήσουµε τους µαθητές στην έννοια 

της ταύτισης του εφαπτόµενου τµήµατος ΡΕ µε την τέµνουσα ΡΑΒ, όταν η 

τελευταία συρθεί προς το εξωτερικό του κύκλου και µέχρι τα σηµεία Α,Β να 

ταυτιστούν. 

 

 

Μία τέτοια προσέγγιση ουσιαστικά ακολουθεί την ιδέα των δύο σηµείων 

τοµής που συµπίπτουν και ταυτόχρονα µπορεί να εισάγει την ιδέα της 

οριακής θέσης µίας τέµνουσας ως εφαπτοµένης. 

Η παραπάνω προσέγγιση ακολουθήθηκε από τον Descartes, 

χρησιµοποιώντας αλγεβρικές µεθόδους, ως βελτίωση της προηγούµενης 

µεθόδου που εξετάστηκε µε την εύρεση του κατάλληλου κύκλου. 

Συγκεκριµένα, το σηµείο επαφής θεώρησε ότι προσεγγίζεται ως «διπλό 

σηµείο» τοµής της εφαπτοµένης µε τον κύκλο, οπότε το σύστηµα 

εξισώσεων της ευθείας και του κύκλου που πρέπει να λυθεί θα έχει στο 

σηµείο τοµής διπλή λύση. 

Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τον κύκλο µε 



εξίσωση x
2+ y

2=1 . Γνωρίζουµε ότι στο σηµείο (0,1) δέχεται εφαπτοµένη µε 

εξίσωση y=1. Πράγµατι, αν αντικαταστήσουµε στην εξίσωση του κύκλου, 

µέσω της εξίσωσης της εφαπτοµένης λαµβάνουµε: x
2+1=1⇔x

2=0, όπου 

η λύση x=0 είναι πράγµατι διπλή. 

 

Ως δεύτερο παράδειγµα ας θεωρήσουµε την 

καµπύλη y=x
3�4x

2+5x�2 τότε αυτή συναντά τον άξονα x'x σε δύο 

σηµεία µε τετµηµένες x=1 , x=2 . Είναι δυνατόν και  πάλι να επιβεβαιωθεί 

αλγεβρικά ότι το σηµείο (1,0) είναι σηµείο επαφής για την καµπύλη µε 

εφαπτοµένη τον άξονα x'x. Αυτό συµβαίνει διότι η ρίζα x=1 είναι διπλή, 

αφού:  

y=x
3�4x

2+5x�2=( x�1)2( x�2) .
 

 

Τέλος, στην y=x
3

για την οποία γνωρίζουµε ότι ο άξονας x'x αποτελεί 

εφαπτοµένη στο (0,0) µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι η x=0 είναι 

τριπλή ρίζα της εξίσωσης. ∆ηλαδή, η ιδέα της διπλής ρίζας επεκτείνεται και 

σε ρίζες µε πολλαπλότητα µεγαλύτερη ή ίση του 2. Ας εφαρµόσουµε τώρα 

τη  µέθοδο για την εύρεση µίας εφαπτοµένης σε µία καµπύλη, η οποία δεν 

είναι τόσο προφανής, όσο στα προηγούµενα παραδείγµατα. Θεωρούµε την 

παραβολή y=x
2

για την οποία θέλουµε να βρούµε την εφαπτοµένη στο 

σηµείο (2,4), η οποία θα έχει εξίσωση της µορφής 
y�4=m( x�2) . Λύνουµε το σύστηµα των δύο εξισώσεων και έχουµε:  

 
{ y = x

2

y�4 = m(x�2)
⇔{ y = x

2

x
2�4 = m(x�2)

όπου η δεύτερη εξίσωση 



τώρα γίνεται: x
2�mx+2m�4=0, ∆=(m�4)2

, η οποία έχει διπλή ρίζα για 
m=4 . Οπότε η εξίσωση της εφαπτοµένης γίνεται: y=4(x�2)+4 .

 

Τέµνουσες και διαίρεση πολυωνύµων 

 

Μία ενδιαφέρουσα εφαρµογή της διαίρεσης πολυωνύµων στο µάθηµα της 

άλγεβρας Β΄ Λυκείου µπορεί να οδηγήσει σε µία ακόµα προσέγγιση της 

εφαπτοµένης. Αν θεωρήσουµε την τέµνουσα στα σηµεία 
(a , P (a)) ,(b , P (b)) , στη γραφική παράσταση ενός πολυωνύµου 
P (x ) τότε αυτή θα έχει εξίσωση y=mx+c η οποία προκύπτει ως υπόλοιπο 

της διαίρεσης: P (x )=q (x )(x�a)(x�b)+(mx +c) .  

 

Εφαπτοµένες και ∆ιαίρεση πολυωνύµων. 

 

Η προηγούµενη µέθοδος για τις τέµνουσες µπορεί να γενικευτεί εύκολα για 

τις εφαπτοµένες, συνδέοντας τα δύο σηµεία τοµής µε τη µέθοδο που 

περιέγραψε ο Leibniz: « Εφαπτοµένη σε µία καµπύλη είναι µία ευθεία που 

διέρχεται από δύο σηµεία της καµπύλης τα οποία βρίσκονται απείρως κοντά» 

(Leibniz G., Nova methodus pro Maximis et Minimis, 1684). Οπότε, 

θεωρώντας ότι τα δύο σηµεία µίας τέµνουσας, όπως στα προηγούµενα 

ταυτίζονται, τότε ισχύει η εξής:  

Παρατήρηση: Αν y=mx+b είναι εφαπτόµενη στη γραφική παράσταση 

του πολυωνύµου p (x ) στο x=a αν και µόνο αν η Ευκλείδεια διαίρεση 

δίνει αποτέλεσµα: p (x )=( x�a )2
π (x )+(mx+b) .

 

 

Για παράδειγµα, αν θέλουµε να υπολογίσουµε την εφαπτοµένη στη γραφική 

παράσταση του πολυωνύµου p (x )=x
3�3x

2+2x+3 στο σηµείο x=2 τότε 

εκτελώντας τη διαίρεση µε (x�2)2

έχουµε: 

p (x )=( x+1)( x�2)2+2x�1 οπότε η ζητούµενη εφαπτοµένη είναι η ευθεία 
y=2x�1 . Θα µπορούσε εποµένως να αποτελεί µία ενδιαφέρουσα 

εφαρµογή στη διαίρεση πολυωνύµων στο πλαίσιο του µαθήµατος της 

Άλγεβρας Β΄ Λυκείου. 

Αντίστοιχα, ο προσδιορισµός πολλαπλών ριζών ενός πολυωνύµου θα 

µπορούσε να έχει εφαρµογή στην εύρεση σηµείων του άξονα x'x, στα οποία 

η καµπύλη εφάπτεται. Συγκεκριµένα, αν x=a αποτελεί ρίζα του 

πολυωνύµου p (x ) τότε ο άξονας x'x εφάπτεται στη γραφική παράστασή 

του, αν και µόνο αν η x=a είναι τουλάχιστον διπλή ρίζα του πολυωνύµου. 

 



Επίλογος 

 

Ο Fermat, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της «περίπου ισότητας» (adequality) 

που δανείστηκε από τον ∆ιόφαντο, βρήκε εφαπτοµένες σε καµπύλες σε ένα 

έργο για εύρεση µεγίστων και ελαχίστων, η οποία θεωρείται από κάποιους 

ως προποµπός µέθοδος της παραγώγου. Για αυτήν του την προσέγγιση 

κατακρίθηκε από τον Descartes, αφού χρησιµοποίησε µία απειροστή 

ποσότητα µε την οποία διαιρούσε θεωρώντας ότι δεν είναι ίση µε το 0 και 

στη συνέχεια την εξίσωνε µε 0. Τελικά, η προσέγγιση της εφαπτοµένης 

µπορεί να γίνει από τους µαθητές πριν την εισαγωγή της παραγώγου, ως 

φυσική συνέπεια της ιστορικής εξέλιξης της έννοιας, η οποία επιπροσθέτως 

θα συµβάλλει στην εξέλιξη της έννοιας της εφαπτοµένης ως οριακής θέσης 

µίας τέµνουσας, αποτελώντας µία καλή βάση για την εισαγωγή στην κλίση 

της εφαπτοµένης µέσω της παραγώγου. 
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