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1. Αν η εξίσωση 0i26z)1i(z)1i2(z 23 =−−−+−+  έχει μια φανταστική ρίζα να 
βρεθούν οι ρίζες της. 
 
Έστω η φανταστική ρίζα iα  με 0≠α . Τότε 0i26i)1i()i()1i2()i( 23 =−−α−+α−+α  

0i26)1i(i)1i2(i 23 =−−−α+−α−α−⇔  
0i26ii2i 223 =−−α−α−α+α−α−⇔  

0)6(i)22( 223 =−α−α+−α−α−α−⇔  









−=α
=α

=−α−α

=−α−α−α−
⇔

2
3

06

)1(022

2

23

 

Για α=3 αδύνατη η (1) απορρίπτεται 
Για α=-2 ισχύει η (1) δεκτή 
Άρα η μία ρίζα ο –2i 

Τότε 




=−+−

−=
⇔=−+−+⇔ε

01i3zz

i2z
0)1i3zz()i2z()( 2

2  

i1254i121)1i3(41 −=+−=−−=∆  
Έστω ότι ο yix + μια τετραγωνική ρίζα του i125 −   

Τότε 




−=
=−

⇔−=+−⇔−=+
)3(12xy2
)2(5yxi125xyi2yxi125)yix(

22
222  

x
6y)3( −=⇔      036x5x5

x
6x)2( 24

2
2 =−−⇔=






−−⇔  













=−=
−==

⇔=

νατηαδ−=
⇔

2y,3x
2y,3x

9x

ύ4x

2

2

 

άρα οι τετραγωνικές ρίζες είναι ο i23 −  ή i23 +−  

Τότε 
i1

2
i231

i2
2

i231

2
)i23()1(z 2,1

+−=
+−

−=
−+

−±−−
=   

άρα οι ρίζες { }i1,i2,i2 +−−−  
 
 

2. Να λυθεί 0)1z(i)5z4z( 2 =+++−  
 
Τότε 0)i5(z)4i(z)( 2 =++−+⇔ε  

i125 −−=∆  
Έστω yix +  με ...i125)yix( 2 ⇔−−=+  
Οι τετραγωνικές ρίζες i32 −  ή i32 +−  

Τότε 
i1

2
i32i4

i23
2

i32i4

2
)i32(i4z 2,1

+=
+−−

−=
−+−

−±−
= 1   

 

Cw,z ∈

1      2i-1     i-1          -6-2i 
          -2i     2i             6+i       -2i 
 
1         -1     3i-1            0 
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3. α. Αν w, εΙ τότε IR∈2ω   

Αν z,wεC με 0wz ≠= και wz ≠  δείξτε ότι: R
wz
wz 2

∈







−
+ . 

α. Θα δείξουμε ότι: IR∈λ∃ , IRi 2 ∈ω⇒λ=ω  
Πράγματι: IR∈λ∃ , IRi)i(i 2222222 ∈λ−=ω⇒λ=ω⇒λ=ω⇒λ=ω . 
β. Σύμφωνα με το α ερώτημα αρκεί να δείξουμε ότι: 

⇔
−
+

−=
−
+

⇔







−
+

−=







−
+

⇔∈
−
+

wz
wz

wz
wz

wz
wz

wz
wzI

wz
wz  

( )( ) ( )( ) wwwzzwzzwwwzzwzzwzwzwzwz +−+−=−−+⇔+−−=−+  

wzzwwzzwwzzwzwwzzwwz
wz

2222 −=−⇔−+−=−+−⇔
=

 

που φανερά ισχύει και επομένως: IR
wz
wz 2

∈







−
+ . 

 
4. Αν Cw,z ∈ , δείξτε ότι η εξίσωση: [ ] 0)wzwz(w4xz4x 22 =++−+  έχει 

ρίζες πραγματικές. 
 
Φανερά αρκεί να δείξουμε ότι η διακρίνουσα της (1) είναι μη αρνητική. 
Πράγματι: [ ] [ ]wzwzwz16)wzwz(w16z16 2222 +++=+++=∆  

[ ])wz(w)wz(z16)wzwzwwzz(16 +++=+++=  
0wz16)wz()wz(16)wz()wz(16 2 ≥+=++=++=  

και επομένως η (1) έχει πραγματικές ρίζες. 
 
 

5. Αν CC:f * →  με 





 +=

z
1z

2
1)z(f  και κπ≠θ=zarg ,  Z∈κ∀  να βρεθεί το μέτρο του 

μιγαδικού z, όταν: ( ) 0)z(fIm =  
 
Είναι: )i(zz ηµθ+συνθ=  και επομένως: 

[ ]












θ−ηµ+θ−συν+ηµθ+συνθ=












ηµθ+συνθ
+ηµθ+συνθ= )(i)(

z
1)i(z

2
1

)i(z
1)i(z

2
1)z(f  












ηµθ−συνθ+ηµθ+συνθ= )i(

z
1)i(z

2
1  

ηµθ









−+συνθ










+= i

z
1z

2
1

z
1z

2
1   (1) 

Επειδή τώρα ( ) 0)z(fIm = , από την (1) παίρνουμε: 

1z01z0
z
1z0

z
1z

2
1 2 =⇒=−⇒=−⇔=ηµθ










−

κπ≠θ

Ζ∈κ∀
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6. Για ποιο ελάχιστο *N∈ν  είναι ο IR
i1
3i1

∈










−
+

ν

. 

 
Θα γράψω τους μιγαδικούς σε τριγωνομετρική μορφή. 

3i1+ ,  α=1,  3=β ,  222 =β+α=ρ  





 π

ηµ+
π

συν=+
π

=ϕ⇒











>=
ρ
β

=ηµϕ

>=
ρ
α

=συνϕ

3
i

3
23i1

3
0

2
3

0
2
1

 

 
i1− ,  α=1,  β=-1,  222 =β+α=ρ  















 π
−ηµ+






 π
−συν=−

π
−=ϕ⇒











−=
−

=
ρ
β

=ηµϕ

==
ρ
α

=συνϕ

4
i

4
2i1

4
2
2

2
1

2
2

2
1

 

 

Τότε 













 π

+
π

ηµ+





 π

+
π

συν=















 π
−ηµ+






 π
−συν





 π

ηµ+
π

συν
=

−
+

=
43

i
432

2

4
i

4
2

3
i

3
2

i1
3i1z  





 π

ηµ+
π

συν=
12
7i

12
72  

Ο 



 νπ

ηµ+
νπ

συν= νν

12
7i

12
72z  

Επειδή κπ=
νπ

⇔=
νπ

ηµ⇔∈ν

12
70

12
7IRz  

Ζ∈κ
κ

=ν⇔ /
7

12  

άρα ν=12 
 
 
 

7. Ποιος ο μιγαδικός z για τον οποίο i1zi1z ++=−−  και 
6

5)i233z(Arg π
=−−+  

 
Πρέπει )MB()MA()i1(z)i1(zi1zi1z =⇔−−−=+−⇔++=−−  όπου )y,x(M  η εικόνα 
του yixz += , Α(1,1) η εικόνα του 1+i και Β(-1,-1) η εικόνα του –1-i. 
Άρα το Μ στη μεσοκάθετο του ΑΒ είναι η διχοτόμος 2ου, 4ου τεταρτημορίου, άρα 

xy −=  και xixz −= . 
Ο i)2x()33x(i233xixi233z −−+−+=−−+−=−−+  απεικονίζεται στο 

)2x,33x(N −−−+  

3
3

33x
2x

6
5)i233z(Arg −=

−+

−−
⇔

π
εϕ=−−+εϕ  
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( ) ( )313x1333x32x3
3

1
33x

2x
−=−⇔−+=+⇔=

−+

+
⇔  

3x −=⇔  Τότε i33z +−=  
 
 

8. Ποιος ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(z) όταν ο μιγαδικός z 
ικανοποιεί την σχέση z2ogi2zog 2/12/1  ≥−  
 
Έστω yixz +=  
Τότε ...z4i2zz2i2z 22 ⇔≤−⇔≤−  

( )222 8)2y(x ≥++⇔  
Άρα ο γ.τ. του )y,x(M  είναι τα εξωτερικά σημεία του κυκλικού δίσκου με κέντρο 
Κ(0,-2) και ακτίνα 8 . 
 
 

9. Nα βρεθεί το σύνολο τιμών της συνάρτησης zArg)z(f = , αν για τον 
μιγαδικό z ισχύει 012z)i322(z)i322(zz =+−+++ . 
 
Έστω yixz +=  
Πρέπει 012z)i322(z)i322(zz =+−+++  

012y34x4yx... 22 =+−++⇔⇔  

( ) 432y34y)4x4x(
222 =



 +−+++⇔  

( ) 222 232y)2x( =−++⇔  
Άρα η εικόνα του z το )y,x(M  στον κύκλο κέντρου ( )32,2K − , ακτίνας 2. 
Aν ΟΑ, ΟΒ οι εφαπτόμενες προς τον κύκλο, είναι xx ′⊥ΟΑ  τότε 

∧∧∧∧
ΟΒ≤≤

π
⇒ΟΒ≤ΟΜ≤ΟΑ xzArg

2
xxx  (1) 

Έστω xy: λ=ΟΒ  
Η ΟΒ εφάπτεται του κύκλου, άρα το σύστημα των εξισώσεών τους έχει μοναδική 

λύση άρα ( ) ( )





=−λ++⇔=−++

λ=

432x)2x(432y)2x(

xy
2222

 

( ) ( ) 012x344x1 22 =+λ−++λ⇔  

3
3...0 −=λ⇔=∆    x

3
3y: −=ΟΒ  

6
5xOB

6
5

3
3xOB π

=⇒
π

εϕ=−=εϕ
∧∧

 

(1)
6

5zArg
2

π
≤≤

π
⇔  

Άρα το σύνολο τιμών 



 ππ

6
5,

2
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10. Αν 
6

53zarg π
−=  να υπολογιστεί το zArg . 

 

Είναι zArg2
6

53zArg2zarg =κπ−
π

−⇔+κπ=  (1) 

Είναι π<κπ−
π

−≤⇔π<≤ 22
6

5302zArg0  

12
77

12
532412530 −>κ≥−⇔−>κ++≥⇔  

Επειδή Z∈κ  άρα κ=-5 

Τότε (1)
6

710
6

53)5(2
6

53zArg π
=π+

π
−=π−⋅−

π
−=⇒  

Άρα 
6

7zArg π
=  

 

11. Να βρεθούν τα IR,,, ∈ρβκα  αν f(χ)=














>
−

−α+
=β++α

<
−

κ++

2x,
2x

pxx4
2x,p

2x,
2x

xx 2

 είναι συνεχής στο 

χ=2. 
 
Για να είναι η f συνεχής στο χ=2 πρέπει )2()()( limlim

22

fxfxf
xx

==
+− →→

(1) 

Αν x<2 0)2x(lim
2x

=−
→

, κ+=κ++
→

6)xx( 2

2x
lim  

Aν 06 ≠κ+  ±∞=
−→

)x(flim
2x

 ή δεν υπάρχει άτοπο άρα 606 −=κ⇔=κ+  

και 5
2

6)(
2

22
limlim =

−
−+

=
→→ − x

xxxf
xx

 

Αν x>2 , 0)2x(lim
2x

=−
→

, ρ−α+=ρ−α+
→

28)xx4(lim
2x

 

Αν 028 ≠ρ−α+  ±∞=
−→

)x(flim
2x

 ή δεν υπάρχει άτοπο άρα 028 =−+ ρα (2) 

και a
x

paxxxf
xx

+=
−

−+
=

→→ +

4
2

4)( limlim
22

 

(1) ⇔ 4+α=5⇔ α=1,  (2) ⇔ ρ=10,   (1) ⇔ α+ρ+β=5⇔ β=-6. 
 
 

 
12. Να υπολογιστεί 



 ++−++

+∞→

2x6x1x6x 23 23

x
lim  

 
Έχουμε 



 ++−++

+∞→

2x6x1x6x 23 23

x
lim  





 





 ++−+





 −++=

+∞→

2x6xxx1x6x 23 23

x
lim  
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+++

−−−
+

+⋅+++




 ++

−++
=

+∞→ 2x6xx

2x6xx

xx1x6x1x6x

x1x6x
2

22

23 23
2

3 23

323

x
lim  

 
 




































+++







 −−

+














++++










++







 +

=
+∞→

23
2

2

3
3

2

2
2

x

x
2

x
611x

x
26x

1
x
1

x
61

x
1

x
61x

x
16x

lim 132
11

6
111

6
−=−=

+
−

+
++

=  

 
 

13. Να υπολογιστεί 
1x3x2

xx2

x 43
43lim ++

±∞→ ⋅+α
⋅+α  για κάθε IR∈α . 

 

Έχουμε ( )
( ) x3x2

xx2

x
1x3x2

xx2

x 412

43
43
43 limlim

⋅+α⋅α

⋅+α
=

⋅+α
⋅+α

±∞→
++

±∞→

 (1) 

- αν 2242 <α<−⇔<α  

(1)
4
1

12
3

12
4

3
4

3
x2

x2

x
lim ==

+α⋅






 α

+






 α

⇒
+∞→

,     (1) 3x

2
3

x

2

x

1
412

431

lim α
=








α

+α








α

+
⇒

−∞→

 

- αν 14),2()2,(4 2
2 <

α
⇒∞+−−∞∈α⇔>α   

3x

2
3

x

2

x

1
412

431

lim α
=








α

+α








α

+

+∞→

,                         
4
1

12
3

12
4

3
4

3
x2

x2

x
lim ==

+α⋅






 α

+






 α

−∞→

 

 

- αν α=2  
5
1

420
44

41248
434

x

x

x
xx

xx

x
limlim =

⋅
⋅

=
⋅+⋅

⋅+

±∞→±∞→

 

 

- αν α=-2 1
44
44

41248
434

x

x

x
xx

xx

x
limlim =

⋅
⋅

=
⋅+⋅−

⋅+

±∞→±∞→

 

 
 

14. Δίνεται x2001x)8(x)x(f 22 ++β−β+= , αν 
2

6)x(f
2

x
lim α

+=
−∞→

 να βρεθεί ο γ.τ. 

του Μ(α, β). Ποιο το σύνολο τιμών της συνάρτησης g με )z(Arg)(g =θ  όπου 
iz β+α= . 
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−+

β−β
+−







 +β−β

=
−+β−β+

−+β−β+
=

−∞→−∞→−∞→
1

x
2001

x
81x

x
20018x

x2001x)8(x

x2001x)8(x)x(f

2

2

2

x22

222

xx
limlimlim  

2
8

11
8 22

−
β−β

=
−−
β−β

=  

Πρέπει 4)4(0128
2

6
2
8 2222

22

=−β+α⇔=+β−β+α⇔
α

+=
−

β−β  

Άρα το Μ(α, β) ανήκει σε κύκλο με κέντρο Κ(0,4) και ακτίνα 2. 
Η εικόνα Μ του iz β+α=  βρίσκεται στον παραπάνω κύκλο. Αν ΟΑ, ΟΒ οι 
εφαπτόμενες τότε BÔx)z(ArgAÔxBÔxMÔxAÔx ≤≤⇒≤≤  (1) 
Έστω ΟΑ: xy λ=  εφάπτεται του 4)4y(x 22 =−+  τότε το σύστημα των εξισώσεων έχει 

μοναδική λύση 30...
4)4y(x

xy
22 ±=λ⇔=∆⇔⇔





=−+

λ=
 

ΟΑ: x3y =   
3

AÔx
3

3AÔx π
=⇒

π
εϕ==εϕ  

ΟΒ: x3y −=  
3

2BÔx
3

23BÔx π
=⇒

π
εϕ=−=εϕ  

(1)
3

2Argz
3

π
≤≤

π
⇒  

Άρα το σύνολο τιμών της g είναι 



 ππ

3
2,

3
. 

 
 
 
 

15. Έστω 
i31

i1z
+
−

=  να γραφεί στην μορφή α+βi και στη συνέχεια σε 

τριγωνομετρική μορφή. Να βρείτε τον ελάχιστο *N∈ν  για τον οποίο ο zν 
είναι αρνητικός πραγματικός. 
 

Εχουμε ( ) ( ) i
4

31
4

13
4

i3131...z +
+

−
=

+−−
==  

Τότε  





 π−

ηµ+
π−

συν=













 π

−
π

−ηµ+





 π

−
π

−συν=





 π

ηµ+
π

συν





 π−

ηµ+
π−

συν
=

12
7i

12
7

2
2

34
i

342
2

3
i

3
2

4
i

4
2

z  





 πν−

ηµ+
πν−

συν⋅









=

ν

ν

12
7i

12
7

2
2z  

Επειδή 










+κ−
=

−κ−
=ν⇔π+κπ=

πν−
⇔=

πν−
ηµ

<
πν−

συν
⇔∈ −ν

7
)12(12

7
12242

12
70

12
7

0
12
7

Rz  

 

 
 
 
 
 
           B                                       A 
 
 
 
 
 
                        O                             x 
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Επειδή *N∈ν  ο κ αρνητικός ακέραιος και ο 2κ+1 πολλαπλάσιο του 7. 

κ=-1 →  
7

12
=ν  απορ. 

κ=-2 →  
7
36

=ν  απορ. 

κ=-3 →  
7
60

=ν  απορ. 

κ=-4 →  ν=12 ο ελάχιστος φυσικός. 
 
 

16. Ποιος ο μιγαδικός z για τον οποίο 2zi2z −=+  και Arg(z+2)=Arg(z+i) 

και ποιος ο w αν 
2
i3

2
3wiw −−=−  και 

32
i3

2
3wArg)iw(Arg π

+









−−=− . Ν 

γραφεί ο 
w
z  σε κανονική μορφή και δείξτε ότι I

w
z 9

∈





 . 

 
Επειδή )()M(2zi2z ΜΛ=Κ⇔−=+ , όπου Μ(x,y) η εικόνα του yixz += ,  
Κ(0,-2) η εικόνα του –2i και Λ(2,0) η εικόνα του 2 τότε το Μ στη μεσοκάθετο του 
ΚΛ που είναι η y=-x.  
Aν Α, Β οι εικόνες των z+2, z+i επειδή Αrg(z+2)=Arg(z+i) 
→

OA , 
→

OB  ομόρροπα άρα ∃ λ>0: )iz(2zOBOA +λ=+⇒λ=
→→

 





λ+λ−=−
λ=+

⇔+−λ=+−⇔++λ=++⇔
)2(xx

)1(x2x
)ixix(2xix)iyix(2yix  

(1)+(2) 2=λ⇒ ,   (1)⇔ χ=2,      y=-2         άρα z=2-2i 

Επειδή 
2
i3

2
3wiw −−=−  και 

32
i3

2
3wArg)iw(Arg π

+









−−=−  είναι  











+










−−+=−+⇔






 π

ηµ+
π

συν⋅









−−=−

+

2
3i

2
1

2
i3

2
3yix)iyix(

3
i

32
i3

2
3wiw

yix
 










=

=
⇔

2
1y

2
3x

...  άρα i
2
1

2
3w +=  

Τότε )13(i)13(...
w
z

++−==  

και 





 π−

ηµ+
π−

συν=













 π

−
π

−ηµ+





 π

−
π

−συν=
π

ηµ+
π

συν





 π−

ηµ+
π−

συν
=

6
5i

6
522

64
i

64
22

6
i

6

4
i

4
22

w
z  

Tότε 

( ) Ii22
2

36i
2

36)22(
2
15i

2
15)22(

w
z 999

9

∈=













 π

+πηµ−





 π

+πσυν=



 π−

ηµ+
π−

συν⋅=
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17. Δίνεται ο μιγαδικός i68w +=  που απεικονίζεται στο Α και οι 
μιγαδικοί u και v που απεικονίζονται στο Β και Γ αντίστοιχα με το Γ στο 
τέταρτο τεταρτημόριο. Αν το ΟΑΒΓ είναι τετράγωνο να βρεθούν οι 
μιγαδικοί u και v και αν 20042004 )i2z(v)i2z(10 +=−  να δείξτε ότι ο z είναι 
πραγματικός. 
 
Επειδή o90ÔA =Γ  και (ΟΑ)=(ΟΓ) είναι w=iv γιατί η εικόνα του w το Α προκύπτει 

με στροφή κατά 90ο σε σχέση με την εικόνα του v τότε  i86
1
6i8

i
i68

i
wv −=

−
−

=
+

==  

άρα Γ(6,-8) και Α(8,6).  
Αν Μ το μέσο του ΑΓ τότε Μ(7,-1) που είναι το μέσο του ΟΒ  

Τότε 14x
2
x07 B

B =⇔
+

=   2y
2
y01 B

B −=⇔
+

=−  άρα Β(14,-2) και u=14-2i 

Έχουμε 20042004 )i2z(v)i2z(10 +=−  
20042004 )i2z(i86)i2z(10 +−=−⇒  

20042004 i2z10i2z10 +=−⇔  
)M()MK(i2zi2z Λ=⇔+=−⇔  

όπου Μ η εικόνα του z , K(0,2) η εικόνα του 2I,  Λ(0,-2) η εικόνα του –2i 
Άρα το Μ στη μεσοκάθετο του ΚΛ που είναι ο x´x. Άρα ο z πραγματικός. 
 
 

18. Να βρεθούν τα C, ∈βα  ώστε η εξίσωση 0zz2 =αβ−α+  να έχει ρίζα 

τους i31z1 −−=  και 1z=β . Αν z2 η άλλη ρίζα τότε 
3

2zz 21
νπ

ηµ−=+ ννν   /   *N∈ν   

Να βρεθεί ο IR∈κ   ώστε η συνάρτηση κ−κ+β+= x5xx)x(f 223  ΙΜ(α)     να 
παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0=1 το 322 −  
 

Ο i31z1 −−=  ρίζα τότε 2z1 ==β  τότε   221 zi31zz
1

S +−−=α−⇔+=α−=
α

−=  (1) 

31
)i31(4

i31
4zz)i31(2zz42

1
2P 2221 +

+−−
=

−−
−

=⇔−−=−⇔⋅=−=β−=
β−

=  

i31z2 −=⇔  
Τότε (1) i32i31i31 =α⇔−+−−=α−⇔  















 π

+πηµ+





 π

+πσυν=−−=
3

i
3

2i31z1  















 π
−ηµ+






 π
−συν=−=

3
i

3
2i31z2    Τότε 

3
2...zz 21

νπ
ηµ−==+ ννν  

32)(IM =α   κ−κ+−= 32x5x4x)x(f 223   22 5x8x3)x(f κ+−=′   
Στο x0=1 τοπικό ακρότατο το 32−  τότε  

105830)1('f 2 ±=κ⇔=κ+−⇔=  
322325332232541322)1(f 22 −=κ−κ+−⇔−=κ−κ+−⇒−=   (2) 

Για κ=1 η (2) 322322 −=−⇔  ισχύει δεκτή η κ=1 
Για κ=-1 η (2)⇔ 322322 −=+  άτοπο απορ. η κ=-1 
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19. Έστω Α, Β δύο μύγες που κινούνται πάνω στο επίπεδο και είναι 
εικόνες των μιγαδικών z, w αντίστοιχα για τους οποίους ισχύει 

w)i3(z +−= . Αν η μύγα Α κινείται σε κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνας 
8 δείξτε ότι 666 w2z −= . Να βρεθεί που κινείται η μύγα Β. Να δείξτε ότι η 
απόσταση μεταξύ των δύο μυγών είναι συνεχής σταθερή.  
Όταν η μύγα Α βρίσκεται στον αρνητικό ημιάξονα Οy΄ ποια η θέση της Β; 

Είναι 8z =  και 



 π

ηµ+
π

συν=+−
6

5i
6

52i3  τότε ⇒





 π

ηµ+
π

συν= w
6

5i
6

52z  

[ ] 666666666 w2zw]i[2zw5i52z −=⇒ηµπ+συνπ=⇒πηµ+πσυν=⇒  
4ww28wi3zw)i3(z =⇔=⇔+−=⇒+−= , άρα η Β σε κύκλο κέντρου Ο(0,0), 

ακτίνας 4. 

( ) ( ) 22
1314i3141i3wwwi3wz)AB( +−−=+−−⋅=−+−⋅=−+−=−=  σταθερή 

Όταν z=βi με β<0 
88i8z ±=β⇔=β⇔= , άρα β=-8, z=-8i 

( ) ( )
i3

i8wwi3i8wi3z
+−

−
=⇔+−=−⇔+−=  

( ) ( ) i322
4

1i38
13

i3i8w +−=
+−−

=
+

−−−
=⇔  στη θέση ( )32,2B − . 

 

20. Στο μιγαδικό επίπεδο, έστω 
→

OA  η διανυσματική ακτίνα ενός 

μιγαδικού z και 
→

OB  η διανυσματική ακτίνα του 2wzu ⋅=  όπου i
2
1

2
3w += . 

Να δείξτε ότι w3=i, u3 =-z3, u2+z2=uz, το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισόπλευρο. 
 

Είναι 
6

i
6

w π
ηµ+

π
συν= , i

2
i

2
w3 =

π
ηµ+

π
συν=  

( ) ( ) 3363323 zizwzzwu −=ηµπ+συνπ===  
0)zuzu()zu(0zuzu 223333 =+−⋅+⇔=+⇔−=  





=+⇔=+−

τοπο=+
⇔

uzzu0zuzu

ά0zu
2222

 

αν )i(z ηµθ+συνθρ= , 
3

i
3

w2 π
ηµ+

π
συν=  















 π

+θηµ+





 π

+θσυνρ=





 π

ηµ+
π

συν⋅ηµθ+συνθρ==
3

i
33

i
3

)i(zwu 2  

και z1zwzzwu 222 =⋅=⋅==  

τότε (ΟΑ)=(ΟΒ) και 
3

BÔA π
= , άρα το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισόπλευρο. 
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21. Δίνεται η συνάρτηση 
z2i
iz3)z(f

−
−

=  Cz∈  με 
2
iz −≠ . Να βρεθεί ο 

)i25(fw +=  και ο [ ] IR)i25(fu 2004 ∈+= . 
 

Είναι  













 π

+πηµ+





 π

+πσυν=−−==+=
4

i
4

2i1...)i25(fw  

( ) [ ]πηµ+πσυν⋅=













 π

ηµ+
π

συν= 2505i25052
4

5i
4

52u
2004

2004

 

[ ] IR2i2 10021002 ∈−=ηµπ+συνπ⋅= . 
 
 

22. Δίνεται η εξίσωση 0zz2 =β+α+  με IR, ∈βα  που έχει ρίζα τον 
i31w +−=  και η συνάρτηση 2004xx3e)x(f x −++= αβ  να δείξτε ότι η f΄ έχει 

μοναδικό σημείο που μηδενίζεται. 
 
Επειδή η εξίσωση έχει πραγματικούς συντελεστές και μια ρίζα της είναι ο 

i31+− , η άλλη ρίζα i31−− . 

Τότε 22)i31()i31(
1

S =α⇔−=α−⇔−−++−=α−=
α

−=   

431)i31()i31(
1

P =+=−−⋅+−=β=
β

=  

Τότε 2004xx3e)x(f 24x −++=  
x2x12e)x('f 3x ++=  

'f02x36e)x(''f 2x ⇒>++=  γνησίως αύξουσα, άρα f΄ ¨1-1¨. 

Είναι  +∞=⇒








+∞=+

+∞=

+∞→
+∞→

+∞→ )x('f
)x2x12(

e

limlim
lim

x
3

x

x

x  

Είναι   −∞=⇒








−∞=+

=

−∞→
−∞→

−∞→ )x('f
)x2x12(

0e

limlim
lim

x
3

x

x

x  

Επειδή +∞=
+∞→

)('lim xf
x

 ∃ Α>0: 0)A('f >  

και επειδή  −∞=
−∞→

)x('flim
x

 ∃ Β<0: 0)B('f <  

Επειδή 0)B('f)A('f <⋅  )A,B(∈ρ∃ : f΄(ρ)=0 και επειδή η f΄ ¨1-1¨ ο ρ μοναδικός. 
 
 

23. Να βρεθεί ο γ.τ. των σημείων Μ(z) του επιπέδου για τους οποίους 
i2zi24z +=−− . Ποιος από αυτούς τους μιγαδικούς έχει το ελάχιστο 

μέτρο και αν Ν η εικόνα του και Κ η εικόνα του μιγαδικού που ανήκει 
στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f με α+λ+λ−−λ= x4x)1(3)x(f 2 , 

όπου IR, ∈λα  συμμετρικό του Ν ως προς 





 −Σ

2
1,1  να δείξτε ότι υπάρχει 

)1,0(∈ρ : f(ρ)=0. 
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)i2(z)i24(zi2zi24z −−=+−⇔+=−−  (1) 

Αν Μ η εικόνα του Ζ, Α(4,2) η εικόνα του 4+2i και Β(0,-2) η εικόνα του –2i (1)⇔
(ΜΑ)=(ΜΒ), άρα το Μ στη μεσοκάθετο του ΑΒ. 
Π μέσο ΑΒ⇒Π(2,0) 

1
04
22
=

−
+

=
−
−

=ΑΒ
BA

BA

xx
yyλ  

1AB −=λ⇔⊥ε ε  ε: 2xy)2x(10y +−=⇔−−=−  
Έστω 1N ON =λ⇔ε⊥Ο , ΟΝ: y=x 
 

Οι συντεταγμένες του Ν




==⇔+−=
=

1y,1x2xy
xy  

άρα Ν(1,1) και ο μιγαδικός που ανήκει στον παραπάνω γ.τ. και έχει το ελάχιστο 
μέτρο ο 1+i  

επειδή 





 −Σ

2
1,1  τότε το Κ(1,-2). 

Το 12432)1(fC 3
f =α⇔−=α+λ+λ−λ⇔−=⇔∈Κ −  

Τότε 1x4x)1(3)x(f 2 +λ+λ−−λ=  
Έστω η g με xxx2x)1()x(g 23 +λ+λ−−λ=  στο [0,1] 
Είναι  )x(f1x4x)1(3)x('g 2 =+λ+λ−−λ=  
και  )1(g0)0(g ==  
Εφαρμόζεται στην g το Θ. Rolle στο [0,1] 

)1,0(∈ρ∃ : 0)(f0)('g =ρ⇔=ρ . 
 

24. Να βρεθεί ο γ.τ. του Μ(z) για τον οποίο 2i4z =− . Ποιοι από αυτούς 
έχει το μέγιστο και ελάχιστο μέτρο; Ποια η μέγιστη και ελάχιστη τιμή 
του Argz; 
 
Είναι 2)MK(2i4z =⇔=−  όπου Μ η εικόνα του z και Κ(0,4) η εικόνα του 4i, τότε 
ο γ.τ. του Μ(z) είναι ο κύκλος κέντρου Κ ακτίνας 2.  
Οι μιγαδικοί που ανήκουν στον παραπάνω γ.τ. και έχουν το ελάχιστο και μέγιστο 
μέτρο αντίστοιχα είναι ο 2i και ο 6i.  
Αν ΟΑ, ΟΒ οι εφαπτόμενες από το Ο στον κύκλο, τότε στο τρίγωνο ΟΚΑ η 
υποτείνουσα είναι διπλάσια της κάθετης,  

άρα 
3

AÔX
6

KÔA π
=⇒

π
=  και 

3
2

62
BÔX π

=
π

+
π

= . 

Τότε 
3

2Argz
3

BÔXArgzAÔX π
≤≤

π
⇒≤≤ , άρα η ελάχιστη και μέγιστη τιμή της Argz 

είναι το 
3
π  και το 

3
2π . 
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25. Να βρεθεί ο γ.τ. του Μ(z) αν 
2
3

1z
iz
=

+
− . Αν Ν(α,β) σημείο του 

παραπάνω τόπου να δείξτε ότι υπάρχει μοναδικό )1,0(∈ρ  
119)4(5)3(6 1821220012 =ρ−β+ρ−α . 

 

Έστω )1z()1z(3)iz()iz(41z3iz2
2
3

1z
iz

++=+−⇔+=−⇔=
+
−  

01)zz(3)zz(i4zz =++−−+⇔  αν z=x+yi 
24)4y()3x(01x6y8yx 2222 =−+−⇔=+−−+  

Άρα η εικόνα του z το Μ(x,y) σε κύκλο κέντρου Κ(3,4) και ακτίνας 24  
Έστω η συνάρτηση f με 119x)4(5x)3(6)x(f 1821220012 −−β+−α=  ορισμένη στο [0,1]. 
Η f συνεχής στο [0,1]. 
Το Ν(α,β) ανήκει στον παραπάνω τόπο, άρα 24)4()3( 22 =−β+−α  (1) 
f(0)=-119<0 

[ ] 119)4()3(5)3(119)4(5)3(6)1(f 22222 −−β+−α+−α=−−β+−α=  

010611912096119245)3( 222
)1(

>+α−α=−++α−α=−⋅+−α=  γιατί Δ<0 
άρα 0)1(f)0(f <⋅  τότε )1,0(∈ρ∃ : 

...0)(f ⇔=ρ   119)4(5)3(6 1821220012 =ρ−β+ρ−α  
Επειδή f0x)4(18215x)3(20016)x('f 1820220002 ⇒>−β⋅+−α⋅=  γνησίως αύξουσα 

f⇒  ¨1-1¨ η παραπάνω ρίζα μοναδική. 
 
 

26. Να βρεθεί ο μιγαδικός z για τον οποίο ( )z1i2zz −+−= . Έστω z1, z2 
οι παραπάνω μιγαδικοί και 0)z(I 2M ≠ . Ένα κουνούπι ξεκινά από το Α(z1) 
και κινείται ευθύγραμμα και ομαλά στο Β(z2) σε χρόνο sec4t0 = . Να βρεθεί 
η ταχύτητα του κουνουπιού. Την τυχαία χρονική στιγμή t όπου ]4,0[t∈  το 
κουνούπι βρίσκεται στη θέση Μ(z) να βρεθούν τα Re(z), IM(z) συναρτήσει 
του t. 
 
Είναι 22 )z1()2z(z)z1(i2zz −+−=⇒−+−=  

222 zz214z4zz +−++−=⇔  







−==

−==
⇔+−=⇔

i43z,5z

1z,1z
5z6z0 2  

Είναι z1=-1 και z2=3-4i και A(-1,0), B(3,-4) 

Τότε 2i1
4

i44
4

i431
4

zz
t

)AB( 21

0

=+−=
+−

=
+−−

=
−

==υ  

Έστω z=x+yi η εικόνα του Μ(x,y) 
Aν t o xρόνος της διαδρομής ΑΜ τότε 

( ) 22222 t2y)1x(t2)AM(t)AM( =++⇔=⇔υ=  (1) 

Επειδή Α, Β, Μ συνευθειακά 1xy
13
04

1x
0y

ABAM −−=⇔
+
−−

=
+
−

⇔λ=λ  (2) 

(1) 1txt2)1x()1x( 222 −=⇔=−−++⇔  y=-t 
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άρα Re(z)=t-1, IM(z)=-t 
 
 
 

27. Δείξτε ότι η εξίσωση 0
x2x2x

222

=
γ

+
+
β

+
−
α  με *R,, ∈γβα  έχει ακριβώς δύο 

ρίζες στο (-2,2) και αν ρ1, ρ2 τότε 2

22

21 2
11

γ
β−α

=
ρ

+
ρ

. 

 
Αυτή είναι ισοδύναμη με την 0)4x()x2x()x2x( 222222 =−γ+−β++α  

04x)22(x)( 2222222 =γ−β−α+γ+β+α⇔  
Έστω η f με 2222222 4x)22(x)()x(f γ−β−α+γ+β+α=  στο [-2,2] 
Η f είναι συνεχής στο [-2,2] 
f(0)=-4γ2<0 f(2)=8α2>0 f(-2)=4β2>0 
Είναι f(-2)f(0)<0 υπάρχει )0,2(1 −∈ρ : f(ρ1)=0 
f(0)f(2)<0 υπάρχει )2,0(2 ∈ρ : f(ρ2)=0 
Επειδή η f β΄ βαθμού πράγματι έχει ακριβώς δύο ρίζες στο (-2,2) 

Τότε 222

22

21
22S
γ+β+α
β−α

−=ρ+ρ= , 222

24P
γ+β+α

γ−
=  

Έτσι 2

22

222

2

222

22

21

12

21 24

22
11

γ
β−α

=

γ+β+α
γ

−

γ+β+α
β−α

−
=

ρρ
ρ+ρ

=
ρ

+
ρ

. 

 
 
 

28. Δύο πλοία Α και Β κινούνται πάνω στο μιγαδικό επίπεδο ώστε την 
τυχαία χρονική στιγμή 0t ≥  όπου t ώρες να βρίσκονται στις θέσεις που 
είναι οι εικόνες των μιγαδικών z=3t-1+(t+1)i και w=3t+2+(t-3)i 
αντίστοιχα. Nα δείξτε ότι η απόσταση των δύο πλοίων είναι συνεχώς 
ίδια.  
Να δείξτε ότι το πλοίο Α κινείται πάνω σε ευθεία με σταθερή ταχύτητα.  
Να βρεθεί που κινείται το πλοίο Β. 
Ποιες οι συντεταγμένες του σημείου ανεφοδιασμού των δύο πλοίων; 
Μετά από 20 λεπτά της ώρας που κινήθηκε το πλοίο Α αλλάζει πορεία 
γράφοντας παραβολή και έχοντας την ευθεία της αρχικής τροχιάς 

εφαπτόμενη στο σημείο αυτό και παρουσιάζει αυτή ελάχιστο στο 
6
1x0 −=  

ποια η τροχιά της παραβολής; 
 
Είναι 5i43...wz)( =+−==−=ΑΒ   

Αν Α(x,y) τότε 






=−

=
+

⇔




+=
−=

t1y

t
3

1x

1ty
1t3x

  

άρα 04y3x1y
3

1x
=+−⇔−=

+  (1) άρα ο Α(χ,y) ανήκει σε ευθεία με εξίσωση την 

(1). Αν Α1(3t1-1, t1+1) και Α2(3t2-1, t2+1) με t1<t2 είναι δύο θέσεις του Α στις 
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χρονικές στιγμές t1 και t2 αντίστοιχα τότε 

10
tt

)tt()tt(9
tt

AA

1
2

2
12

2
12

12

21 =
−

−+−
=

−
=υ  σταθερή ταχύτητα 

Έστω Β(χ,y) τότε 






=+

=
−

⇔




−=
+=

t3y

t
3

2x

3ty
2t3x

 

άρα 011y3x3y
3

2x
=−−⇔+=

−  (2) άρα το Β κινείται σε ευθεία με εξίσωση (2) 

Επειδή οι (1), (2) ευθείες παράλληλες τα πλοία δεν ανεφοδιάζονται στο ίδιο 

σημείο. Μετά από 20 λεπτά άρα 
3
1t =  τότε το Α(3t-1, t+1)⇒  








3
4,0A  γράφει 

παραβολή με εξίσωση γ+β+α= xx)x(f 2  με β+α= x2)x('f  και έχει εφαπτομένη την 

x-3y+4=0 τότε 
3
1

3
1)0('f =β⇔==λ  το 

3
4

3
4)0(fCA f =γ⇔=⇔∈  και επειδή στο 

6
1x0 −=  παρουσιάζει ελάχιστο 10

3
1

6
120

6
1'f =α⇔=+






−α⇔=






−  

άρα η παραβολή έχει εξίσωση 
3
4x

3
1x)x(f 2 ++=  

 
 

29. Αν 
1x

x3x64x8lim
1x −

++−−
=α

→

, 
2x

)
2x

2002()2x(4x4x3x 223

2x
lim −

−
ηµ−+−+−

=β
→

 και 

η f γνησίως μονότονη με τα Α(α,7) και Β(β,3) σημεία της γραφικής 
παράστασης να λυθεί η ανίσωση ( ) 72)5xx2x(ff 231 ≤−+−−−  
 
 

Εύκολα 
1x

x3x64x8lim
1x −

++−−
=α

→

=2 και 
2x

)
2x

2002()2x(4x4x3x 223

2x
lim −

−
ηµ−+−+−

=β
→

=4 

γιατί 404
2x

)
2x

2002()2x(

2x
4x4x3x

2
23

=+→
−

−
ηµ−

+
−

−+−  και   02x
2x

)
2x

2002()2x( 2

→−≤
−

−
ηµ−

 

Eίναι 7)2(fCf =⇔∈Α , 3)4(fCB f =⇔∈  
Έστω f γνησίως αύξουσα τότε 37)4(f)2(f42 <⇒<⇒<  άτοπο, άρα η f γνησίως 
φθίνουσα. 
Έχουμε ( ) 72)5xx2x(ff 231 ≤−+−−−  

( ) 4)5xx2x(f22)5xx2x(f)2(f2)5xx2x(ff 231231231 ≥+−−⇔≥−+−−⇔≤−+−−⇔ −−−  
( ) 0)2x()1x()1x(02xx2x35xx2x)4(f)5xx2x(ff 2323231 <−+−⇔≤+−−⇔≤+−−⇔≤+−−⇔ −

)2,1()1,(x ∪−−∞∈  
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30. Αν 1)x(flim
1x

=
→

,  

x
12

4
x
1

2

2
1

x
lim

−

−
=α

→

,  
xx

2x2x
2

0x
lim −

−−+
=β

→

,   







+−
−

−
=γ

→ 2x3x
1

x2x
2

22
2x

lim  να βρεθεί το 

γ
−−

β+−α+
=

→ 13)x(f

)x(f)x(f)x(f5
A

2

1x
lim  

 

Εχουμε 4...
2

x
1

2
x
12

x
1

x
12

4
x
1

limlim
2
1

x

2

2
1

x

−==






 −−







 +





 −

=
−

−
=α

→→

 

 
 

2...
)1x(x

)2x()2x(
xx

2x2x
limlim

0x
2

0x
−==

−
+−−+

=
−

−−+
=β

→→

 

 
 

2
1...

)2x)(1x(x
x)1x(2

2x3x
1

x2x
2 limlim

2x
22

2x
==

−−
−−

=





+−
−

−
=γ

→→

 

 
Επειδή 1)x(flim

1x
=

→

 τότε f(x)>0 και 1)x(f ≅  σε περιοχή κοντά στο 1. 

Τότε έχουμε [ ]
[ ] 23)x(f

2)x(f)x(f)x(f45
23)x(f

2)x(f)x(f)x(f45
A limlim

1x1x −+−
+−−−

=
−−

−−−
=

→→

 

[ ][ ])x(f2)x(f)x(f451)x(f
5)x(f4)x(f4)x(f4)x(f

)x(f1
)x(f2)x(f)x(f45

2

234

1x

2

1x
limlim +−−−−

+−−+−
=

−
−+−

=
→→

 

2
2
4

)x(f2)x(f)x(f45
5)x(f)x(f3)x(f

2

23

1x
lim ==

+−−
++−

=
→

 

 
 
 

31. Έστω η f με 











>
ηµν⋅⋅ηµ⋅ηµ

<
−

−+−

=

ν
0x

x
x...x2x

0x
xx

x9x38x36x

)x(f
2

22

 

Αν υπάρχει το όριο στο 0x 0 =  και N∈ν  να βρεθούν τα R, ∈βα  ώστε 

ν=
−∞→

)x(glim
x

 όπου β+α++−= x2x6x)x(g 2  

 

Είναι ( )
120

x1x
x938x36x)x(f limlim

0x0x

=
−−

−+−−
=

→→ −

 

ν=ν⋅⋅⋅⋅=





ν
ηµν

ν⋅⋅
ηµ

⋅
ηµ

⋅
ηµ

=
→→ +

...321
x

x...
x3

x33
x2

x22
x

x)x(f limlim
0x0x

! 
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Επειδή υπάρχει )x(flim
0x→

 πρέπει ⇔=
+− →→

)x(f)x(f limlim
0x0x

ν!=120 5=ν⇔  

Τότε 




















 β
+α++−−=

−∞→−∞→ xx
2

x
61x)x(g 2

xx
limlim  

−∞=
−∞→

xlim
x

, α+−=








 β
+α++−−

−∞→

1
xx

2
x
61 2

x
lim  

 
- αν 01 ≠α+−  ±∞=

−∞→

)x(glim
x

 Άτοπο 

- άρα 101 =α⇔=α+−  




 β+++−=

−∞→−∞→

x2x6x)x(g 2

xx
limlim  





















β+











−+−−







 +−

=











β+

−+−

−+−
=

−∞→−∞→ 1
x
2

x
61x

x
26x

x2x6x

x2x6x

2
x2

22

x
limlim  

β+=β+
−−

−
= 3

11
6  

 
Πρέπει 253 =β⇔=β+ , άρα (α, β)=(1,2) 
 
 

32. Εστω οι συναρτήσεις f,g για τις οποίες ισύουν:  4
2x

2x)x(xflim
x

=
+

−+

+∞→

    

)x(flim
x +∞→

=α   , 
1x)x(fx

5xx3)x(fx
2

22

x
lim ++

+−+
=β

+∞→

 , α=
+∞→ x

)x(glim
x

 , [ ] β=α−
+∞→

2x)x(glim
x

  

2
1xx3)x(gx

2x)x(g
2

x
lim =

++−
−µ+

+∞→

  ,   µ=







λ+κ−

+
+−

−∞→

x
4x

3x4x
2

23

x
lim  

λ=



 γ+ρ+++

−∞→

x15x8x4 2

x
lim   Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον φε(β-ρ,κ): 

λγφκφµφ −+=+ 232 uu  
 

Θέτω 4)x(Flim
x

=
+∞→

 με 
2x

2x)x(fx)x(F
+

−+
= )x(fx2x)x(F)2x( =+−+⇔

)(2)()2( xf
x

xxF
x

x
=

−
−

+
⇔  

Τότε  3
x

2x)x(F
x

2x)x(f limlim
xx

=



 −

−
+

=
+∞→+∞→

   γιατί 
x

2x1
x

2x limlim
xx

−
==

+

+∞→+∞→

  άρα α=3 

2

x
1

x
1)x(fx

x
5

x
13)x(fx

1x)x(fx
5xx3)x(fx

2
2

2
2

x
2

22

x
limlim =





 ++





 +−+

=
++

+−+
=β

+∞→+∞→

  Άρα β=2 

Τότε 3
x

)x(glim
x

=
+∞→

 και  [ ] 4x3)x(glim
x

=−
+∞→
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Ετσι 2
1xx3)x(xg

2x)x(g
2

x
lim =

++−

−µ+

+∞→

2

x
11x3)x(gx

x
2

x
)x(gx

lim
x

=





 ++−





 −µ+

⇔
+∞→

72
14

3
=⇔=

+
+

⇔ µµ  

7x
4x

3x4x
2

23

x
lim =








λ+κ−

+
+−

−∞→

7
4x

4x4xx3x4x
2

2323

x
lim =









+
λ+κ−λ+κ−+−

⇔
−∞→

7
4x

34x4x)4(x)1(
2

23

x
lim =

+
+λ+κ−−λ+κ−

⇔
−∞→

 

Αν 01 ≠κ−  ±∞=κ
−∞→

lim
x

 Άτοπο   Άρα κ=1 

7
4x

34x4x)4(
2

2

x
lim =

+
+λ+−−λ

−∞→

 117
1

4
=λ⇔=

−λ
⇔  

11x15x8x4 2

x
lim =



 γ+ρ+++

−∞→

⇔ 11x
x
15

x
84x 2

2

x
lim =












γ+ρ+






 ++⋅

−∞→

⇔

11
xx

15
x
84x 22

x
lim =









 γ
−ρ−++−

−∞→

,             ρ+−=








 γ
+ρ+++−

−∞→

2
xx

15
x
84 2

x
lim  

Αν 02 ≠ρ+−  ±∞=Π
−∞→

lim
x

 δεν υπάρχει άτοπο.  Άρα 202 =ρ⇔=ρ+−  

11x215x8x4 2

x
lim =





 γ++++

−∞→

 11
x215x8x4

x415x8x4
2

22

x
lim =γ+

−++

−++
⇔

−∞→

 

1311
4

811
2

x
15

x
84x

x
158x

2
x
lim =γ⇒=γ+

−
⇔=γ+











−++−







 +

⇔
−∞→

 

Aρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει φε(0,1): 27 232 +=+ φφφ uu  
Εστω η συνάρτηση  27)( 232 −+−= xuxxuxQ  ορισμένη στο [0,1] 
Η Q συνεχής στο [0,1], Q(0)Q(1)= 0,0)5(2 2 <∆<+−− uu  
τότε υπάρχει  φε(0,1):  Q(φ)=0): 27......... 232 +=+⇔⇔ φφφ uu  
 
 
 
 

33. Αν οι εικόνες των 1, z, 1+z2 είναι στην ίδια ευθεία να βρεθεί ο γ.τ. 
της εικόνας του z το Μ(α, β) όπου 

2xx

xx

0x
2

x

0x
x

x

x

xx

x )(x
xe

)e1(ln
)e1(ln

x
)ee(ln

222

limlimlimlim λ−κ
λ−κ

−
συν−

=
+
+

=
+

→→
β

α

+∞→

−

+∞→

 
λ η  λύση της xxx 13125 =+ ,  μ<ν οι ρίζες της xxxx 5243 +=+  και να βρεθεί ο 

2001z  αν  0)(23 =+−++ νλβαµκ zzz . 
 
Εστω z=α+βi   ,1+z2=1+(α+βi)2 =1+α2-β2+2αβ 
Έστω Μ(α, β) η εικόνα του z 
Έστω Ν(1,0) η εικόνα του 1 
Έστω Κ(1+α2-β2, 2αβ) η εικόνα του 1+z2Μ, Ν, Κ συνευθειακά 
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1)1(02NK//MN 2222
NKMN =β+−α⇔=α−β+α⇔λ=λ⇔  (1) 

Άρα το Μ(α, β) σε κύκλο. 

1

e
11e

e
11e

ee
ee

1

)ee(
ee

1

x
)ee(n

x2
x

x2
x

x
xx

xx

x

xx
xx

x

xx

x
limlimlimlim =





 +





 −

=
+
−

=
−⋅

+=
+

+∞→
−

−

+∞→

−
−

+∞→

∞
∞

−

+∞→



β
α

=

+⋅

β







 +⋅

α

=
β⋅

+

α⋅
+=

+
+

ββ

β

α
α

α

∞→β
β

α
α

+∞→

∞
∞

β

α

+∞→

)e1(e

e
e
11e

e

e
e1
1

e
e1
1

)e1(n
)e1(n

x
1

x

x

x
x

x

xx
x

x
x

x
x

x

x
limlimlim 



2
3

2
xex4e2

x2
xxe2

x
xe

2222 x2x

0x

%x

0x

%

2

x

0x
limlimlim =

συν++
=

ηµ+
=

συν−

→→→









−
−

⋅
−

=
−⋅−

−
=

−
−

→→→ λλκκ
λλκκ

λκλλκκλκ
λλκκ

λκ
λκ

nn
nxnxx

nn
xnxnx

xxxx
x

xxxx

xx

x
xx

xx

x 





 22

00
2

0 (2
2

][)(2
22

)( limlimlim
2222

λ
κ

=
λ−κ

=












λλ−κκ
λλ−κκ

⋅
λλ−κκ

=
→ n

1
nn

1
nn
nnx

nn
1

xx

x2

xx
0x

2

lim





 

Τότε 














=
λ
κ

⇔=

λ
κ

⇔







λ
κ

−=

β=α⇔
β
α

=








λ
κ

−=
β
α

=
2n

2
1

n

1

n

1
2
31

1

n

1
2
31






 

(1)




ατοποβ==α
β==α

α=α⇔=α++α−α⇔=β+−α⇔
,0

1
221121)1( 22222    

Για την  xxx 13125 =+  
Η xxx 13125 =+  παρατηρώ ότι έχει μια λύση 2x =  

Έστω η f με 1
13
12

13
5)x(f

xx

−





+






=  ,  ⇒<′ 0)x(f f γνησίως φθίνουσα, άρα η ρίζα 

μοναδική, άρα λ=2. 
Για τη xxxxxxxx 45235243 −=−⇔+=+  
Έστω η f με xt)t(f =  1xtx)t(f −=′  

Στο [2,3] Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. )3,2(t1 ∈∃  xx1x
11 23tx

23
)2(f)3(f

)t(f −=⇔
−
−

=′ −  

Στο [4,5] Θ.Μ.Τ.Δ. )5,4(t2 ∈∃  xx1x
22 45tx

45
)4(f)5(f

)t(f −=⇒
−
−

=′ −  

Τότε 




=ν
=µ







=⇔=−⇔=

=
⇔= −−

−−

1
0

1x01xtt

0x
txtx 1x

2
1x

1

1x
2

1x
1  

Είναι 22 e2e
2

2
2

n2n =κ⇔=
κ

⇔=
κ

⇔=
λ
κ

  

Είναι  1)1()(,1.....101 66766732001322 −=−==−==⇒−=⇔=+− zzzzzzz  
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34. Εστω οι μιγαδικοί  ixz x
x κ++=

3
3   με 

3
π

≥xzArg   ),0[ ∞+∈∀ x  

Έστω η συνάρτηση f(x)=(αx2+β)χ+γ, η γραφική της παράσταση να 
διέρχεται από την αρχή των αξόνων, στο σημείο χ=1 να παρουσιάζει 
ακρότατο και στο χ=2 να είναι κάθετη στην ευθεία ε: χ+9y+2000=0. 

Αν 
0 x 

lim
→ x

ημνx  ... ημ2x  ημx +++  = 28 με νεΝ, 
0 x 

lim
→ λx

ημλχ  ... ημ2x  ημx ⋅⋅⋅  = 120 . 

Αν 0)()( 223 =−+−++ νλβααγκ zzz  τότε ο  1821z   είναι αρνητικός. 
 

Ο zχ απεικονίζει στο 









κ+ x,

3
3xM  

01x33

3
3x

3
zArg x

x

x ≥−−κ⇔≥

+

κ
⇔

π
εϕ≥εϕ   ),0[x ∞+∈∀  

Έστω η g με )0(g01x3)x(g x =≥−−κ=   3n)x(g x −κκ=′   
Στο x=0 ολικό ελάχιστο άρα Τ.Α. από Θ. Fermat 3e03n0)0(g =κ⇔=−κ⇔=′  . 
Είναι f(x)=(αx2+β)χ+γ= αχ3+βχ+γ, f΄(χ)=3αχ2+β 

Εχουμε f(0)=0⇔ γ=0, f΄(1)=0⇔ 3α+β=0, λε=-
9
1 , λη=f΄(2)=12α+β  

είναι ε⊥η⇔ λε λη=-1 ⇔ 12α+β=9 τότε  α=1, β=-3. 
 

0 x 
lim
→

=
+++

x
ημνx  ... ημ2x  ημx  = 28⇔ 28...

3
33

2
22lim

0x
=








νχ

ηµνχ
ν++

χ
χηµ

+
χ
χηµ

+
χ

ηµχ
→

 

⇔




δεκτ=ν
απορ−=ν

⇔=−ν+ν⇔=
+νν

⇔=ν++++
ή,7

,8
05628

2
)1(

28...321 2  

0 x 
lim
→ λx

ημλχ  ... ημ2x  ημx ⋅⋅⋅  = 120⇔ 120...
3

33
2

22lim
0

=







→ λχ

ηµλχ
λ

χ
χηµ

χ
χηµ

χ
ηµχ

x
 

⇔ 1 2 3 … λ=120⇔ λ=5 
Είναι  0)8()(,8.....42042 60760731821322 <−==−==⇒−=⇔=+− zzzzzzz  
 
 
 

35.  Εστω ότι το σύστημα




−=−µ+λ−
=µ++λ

3y)13(x)3(
2y2x)1(  έχει άπειρες λύσεις και για τους 

μιγαδικούς z,w ισχύει 
4
3w

3z4
z32w

4
1

4
3z +=α⇒

−
−

==−   και
1x
xx

3

2

x
lim +

ηµ
=β

+∞→

 , 

x32x6x9( 2

x
lim −+−=γ

+∞→

, 
x
1xlim

x
ηµ⋅=δ

+∞→

 2
0x x

2
x

2
x32

lim
ηµ⋅ηµ⋅

=κ
→

 τότε υπάρχει  

φε(0,1):  βφγρφ
α
κδρφ

λµ
φ ++−=− 223 15  

 

Το 




−=−µ+λ−
=µ++λ

3y)13(x)3(
2y2x)1( είναι ένα γραμμικό σύστημα 22×  ως προς x, y. 
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Αφού είναι αόριστο πρέπει D=0=Dx=Dy 

Dx=0 
6
10

133
22

=µ⇔=
−µ−
µ

⇔  

Dy=0 36202630
33
21

−=λ⇒=λ−⇔=λ+−λ−λ−⇔=
−λ−

+λ
⇔  

Τότε (Σ)




−=−
−=−

⇔










−=−

=+−
⇔

6yx24
6yx24

3y
2
1x12

2y
3
1x8

  Πράγματι αόριστο. Άρα 





−=µλ

6
1,9),(  

4
1

4
3z16

1
)3z4(4

9z12z128
4
3

3z4
z32

4
3

=
−

=
−⋅

−+−
=+

−
−

=+ω=α  

0x
1x

x
1x
xx

3

2

x
3

2

x
limlim =








ηµ

+
=

+
ηµ

=β
+∞→+∞→

    

γιατί 0
1x

x
3

2

x
lim =

++∞→

  
1x

x
1x
xx

3

2

3

2

+
≤

+
ηµ  

1
3

x
2

x
69x

x
26x

x32x6x9

x92x6x9x32x6x9

2
x

2

22

x

2

x
limlimlim −=











++−







 +−

=
++−

−+−
=





 −+−=γ

+∞→+∞→+∞→

 

1
y

yy
y
1

x
1x limlimlim

0y0yx
=

ηµ
=ηµ=ηµ=δ

→→+∞→

   

4
3

x
2
x

x
2
x3

2
x

2
x

2
x32

limlim
0x

2
0x

=
ηµ
⋅

ηµ
=

ηµηµ
=κ

→→

 

Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει φε(0,1): 223 3125 φρφρφφ −−=+  
Εστω η συνάρτηση G με 1)32(5)( 223 −+++= xpxpxxG   ορισμένη στο [0,1] 
Η G συνεχής στο [0,1], G(0)G(1)= 0,0)72( 2 <∆<++− pp  
τότε υπάρχει  φε(0,1):  G(φ)=0 223 3125........... φρφρφφ −−=+⇔⇔  
 
 
 

36. Εστω ότι 4
x

xxx2
2

0X
lim =

ηµ⋅⋅β+συν+α

→

 και το 8xxx3)x(Q 23 +λ+κ+=  έχει 

παράγοντα το 2)2x( − , αν wziwz +≤−  xi1z µ+=   ,  w=1+i-ix   
και ρ η λύση της εξίσωσης 0)1x(e1 x =−+   
και  αν  0)( 22 =−++ aazzpkα  και  kez += 142004νµ  
Αν οι αριθμοί f(λ), f(ν), f(β) είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου να 
δείξτε ότι υπάρχει 0)x(''f:),(x 00 =βλ∈ . 
 
Eπειδή  0x2

0x
lim =

→

 πρέπει 10)xxx2(lim
0x

−=α⇔=ηµβ+συν+α
→

 

x2
xxxx22

x
)xxx21( limlim

0x
2

0x

συνβ+βηµ+ηµ−
=

ηµβ+συν+−

→→
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βηµβσυνβσυσυν
+−=

−
−++−

=
→

2
2

824lim
0

0
0 xxxxx

x
.      Πρέπει –2+β=4⇒β=6 

8xxx3)x(Q 23 +λ+κ+= , λ+κ+=′ x2x9)x(Q 2  
To Q έχει παράγοντα το  2)2x( −  τότε )x()2x()x(Q 2Π−=  ,Q(2)=0⇔ 2k+λ=-16 
και )x()2x()x()2x(2)x(Q 2Π′−+Π−=′  Q΄(2)=0⇔ 4κ+λ=-36, έτσι  κ=-10, λ=4. 
Έστω )1x(e1)x(f x −+= ,  
η 0x =  μια τουλάχιστον ρίζα της f  
και f΄(χ)=χeχ τότε  f(x) ≥ f(0)=0,  
άρα η ρίζα χ=0 μοναδική, οπότε ρ=0. 
 
 

ω+≤ω− ziz ( )22 ziz ω+≤ω−⇔ ω+ωω+≤ω+ω−⇔ z2zz)iz()iz( ω≤ω−ω⇔ z2ziiz

ω≤ω−ω⋅⇔ z2)zz(i ω≤ω⋅⇔ z2)z(Imi2i ωω zz ≤−⇔ )(Im  (1) 

Τότε  )]1x([i)1x(1z xx −−µ+−µ+=ω  

Αν iz β+α=ω ,   (1) 22 β+α≤β−⇔   




εισχΙ≥α⇒β+α≤β−

≥β−
⇔

ύ0)(

0
2222

 

Άρα Rx01x0)1x(0 xx ∈∀≤+−µ⇔≤−−µ⇔≤β  
)0(g01x)x(g x =≤−−µ=      1n)x(g x −µµ=′   

Στο 0x =  Ο.Μ. Άρα Τ.Α. e01n0)0(g e =µ⇔=−µµ⇔=′   
Είναι  1)1()(,1.....101 66866832004322 =−==−==⇒−=⇔=+− zzzzzzz  
Tότε  41 1014142004 =⇔=⇔= −+ veeez vkνµ  
Οι f(4), f(5), f(6) διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου τότε  
2f(5)=f(6)+f(4) ⇔ f(5)-f(4)=f(6)-f(5) 

Εφαρμόζω στην f Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. στο [4,5] 1x∃ ε(4,5) : 
45

)4(f)5(f)x(f 1 −
−

=′  

Εφαρμόζω στην f Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. στο [5,6] 2x∃ ε(5,6): 
56

)5(f)6(f)x(f 2 −
−

=′  

Τότε  )x('f)x('f 21 =  από το Θ.Rolle για την f΄ στο [χ1,χ2] υπάρχει ένα τουλάχιστον  
χ0ε(χ1,χ2) για το οποίο f΄΄(χ0)=0. 
 
 

37. Αν η f παραγωγίσιμη στο χο=0 με  f(χ)= ( )








>
ηµ−+

≤β+α

0x,
x

x1xln

0x,e x5

, ποια τα 

IR, ∈βα ; 
 
Επειδή η f παραγωγίσιμη στο χ0=0 είναι και συνεχή τότε )0(f)x(f)x(f limlim

0x0x

==
+− →→

 

(1) 
( ) β+α=β+α=

→→ −

x5

0x0x

e)x(f limlim  

[ ]
)x(

x)1x(n
x

x)1x(n)x(f limlimlim
0x0x0x ′

′ηµ−+
=

ηµ−+
=

→→→ +

  

x          -∞                   0                  +∞  
 
f ’(x)            -                           + 
 
f(x) 
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0
1

11
1

x
1x

1

lim
0x

=
−

=
συν−

+=
→

,  (1) 00 =β+α⇔β+α==β+α⇔ (2) 

Επίσης 
0x

)0(f)x(f
0x

)0(f)x(f limlim
0x0x −

−
=

−
−

+− →→

 (3) 

α=
α

=
β−α−β+α

=
−
−

→→→ −

5
1
e5

x
e

0x
)0(f)x(f x5

0x

%x5

0x0x
limlimlim  

2
0x0x0x x

0x)1x(n
x

)(
x

x)1x(n

0x
)0(f)x(f limlimlim −ηµ−+

=
β+α−

ηµ−+

=
−
−

→→→ +




 

 

2
1

2

x
)1x(

1

x2

x
1x

1
2

0x

%

0x

%

limlim −=
ηµ+

+
−

=
συν−

+=
→→

 

(3)
10
1

2
15 −=α⇔−=α⇔ ,   (2)

10
10 =β⇔=β+α⇔  

 
 

38. Eστω η συνάρτηση f  ορισμένη στο 





 ∞+− ,

2
1  και για την οποία 

ισχύει 







 ∞+−ε∀++≤≤++ ,

2
1xx

2
71x)x(f)1x2ln(e x2  

να βρεθούν τα f(0)   f΄(0) ,    
x

34)x(f exlim
x53

0x

−++

→

. 

 

Έχουμε x
2
71x)x(f)1x2ln(e x2

++≤≤++  (1) 

Για x=0 (1) 1)0(f1 ≤≤⇒  άρα 1)0(f =  

Θα βρω το 
x

1)x(f
0x

)0(f)x(f limlim
0x0x

−
=

−
−

→→

 

- αν x<0 (1)
x

1x
2
71x

x
1)x(f

x
1)1x2(ne x2 −++

≥
−

≥
−++

⇒
  

Έχουμε 4
1

1x2
2e2

x
1)1x2(ne

x2

0x

x2

0x
limlim =+

+
=

−++

→→ −

  

4
1

2
7

1x2
1

x

1x
2
71x

limlim
0x0x

=
+

+=
−++

→→ −

 

άρα 4
x

1)x(flim
0x

=
−

−→

 

 

- αν x>0 όμοια 4
x

1)x(flim
0x

=
−

+→
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Άρα 4)0(f4
x

1)x(flim
0x

=′⇔=
−

→

 

Έχουμε 










 +−+
+

−
=

−++

→→ x
1e34x

x
1)x(f

x
e34x)x(f x53

0x

x53

0x
limlim 11)15(4 −=−+= ,  

γιατί  15
1

e53
4x2

x3

x
1e34x

x5

3

2

0x

x53

0x
limlim −=

⋅⋅−
+=

+−+

→→

 

 
 

39. Δίνεται η συνάρτηση f με 5xx
2
3

3
x)x(f 2

3

+λ+−= . Αν στα σημεία )y,x(A 11  

και )y,x( 22Β  της Cf οι εφαπτόμενες είναι παράλληλες στον xx′  και 
3

21
2

212
2

12
3

1 xx53xx4xx42xx5 −+=−λ− να βρεθεί η τιμή του λ. 
 
Έχουμε λ+−= x3x)x('f 2  
Είναι 0)x('f)x('f 21 == , άρα x1, x2 ρίζες της f΄ και του τριωνύμου λ+− x3x 2 . 

Άρα Δ>0 και 3
1
3xxS 21 =

−
−=+=    λ=

λ
=⋅=

1
xxP 21  

λ−=λ−=−+=+ 2923xx2)xx(xx 2
21

2
21

2
2

2
1  

Έχουμε 3
21

2
212

2
12

3
1 xx53xx4xx42xx5 −+=−λ−  

032)xx(xx4)xx(xx5 2121
2
2

2
121 =−λ−+−+⇔  

03234)29(5 =−λ−⋅λ−λ−λ⇔  






=λ

=λ
⇔=+λ−λ⇔

10
1

3
033110 2  

Για λ=3 3x3x)x('f 2 +−=  Δ=-3<0 απορρίπτεται  

Για 
10
1

=λ  
10
1x3x)x('f 2 +−=  0

10
86

>=∆  δεκτή 
10
1

=λ  

 
 

40. Έστω η συνάρτηση xe
x)x(f =  να βρεθεί το σύνολο τιμών της και να λυθεί 

η εξίσωση xex κ=  για κάθε R∈κ . 
 

Είναι xx e
x1

e
x)x('f −

=
′





=   

−∞=
−∞→

x
x e

xlim   γιατί −∞→x , 0ex → , +∞→xe
1  , 0

e
1

e
x

x
x

x
x

limlim ==
+∞→+∞→

 

Το σύνολο τιμών το 




 ∞−

e
1,  

Για την εξίσωση κ=⇔κ=⇔κ= )x(f
e
xex x

x  

- αν 
e
1

>κ  κ=)x(f  αδύνατη 
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- αν 
e
1

=κ  1x)x(f =⇔κ=  

- αν 





∈κ

e
1,0  κ=)x(f  έχει δύο λύσεις 

- αν 0≤κ  κ=)x(f  έχει μία μόνο λύση 
 
 
 

41. Δίνεται η συνάρτηση 










α≥
α

α<
αβγ

γ+β+

=

xx

x
3

x

)x(f

333

    με 0=γ+β+α ,  )1,0(∈α  και 

ότι οι γαβ ,,  είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου. Αν 





Κ

3
2,0 ,  









α
Λ

1,1  δείξτε ότι )1,0(x0 ∈∃  που στο σημείο ( ))x(f,x 00Μ  η εφαπτομένη της 

γραφικής παράστασης να είναι παράλληλη στη χορδή ΚΛ. 
 
Επειδή fCK∈ , fC∈Λ αρκεί να εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. στο [0,1]. 

αβγ=γ+β+α⇒=γ+β+α 30 333  
β, α, γ διαδοχικοί γ.π. βγα =⇔ 2  

1
3

x)x(f
333

xx
limlim =

αβγ
γ+β+

=
α→α→ −

 

1x)x(f limlim
xx

=
α

=
α→α→ +

 

1)(f =α , άρα η f συνεχής στο α=0x    Άρα η f συνεχής στο [0,1] 
Η f παραγωγίσιμη στο (0,α) και στο (α,1) 
Εξετάζω αν είναι παραγωγίσιμη στο α=0x  

)x(3
3x

x

1
3

x

x
)(f)x(f 333

x

333

xx
limlimlim α−αβγ

αβγ−γ+β+
=

α−

−
αβγ

γ+β+

=
α−
α−

α→α→α→ −

 

α
=

αβγ
βγ

=
αβγ
α

=
αβγ

=
α→

1
3
3

3
x3 22

x

%

lim  

α
=

α−
α
α−

=
α−

−
α=

α−
α−

α→α→α→ +

1
x

x

x

1x

x
)(f)x(f limlimlim

xxx

 

άρα 
α

=α∃
1)('f    Άρα η f παραγωγίσιμη στο α=0x  

Τότε η f παραγωγίσιμη στο (0,1) Έτσι εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. στο [0,1] 
)1,0(x 0 ∈∃ : τότε στο ( ))x(f,xM 00  η εφαπτόμενη παράλληλη στη χορδή ΚΛ όπου 









3
2,0K , 








α
Λ

1,1  

 

 
x            -∞                  1                             +∞    
 
 
f ’(x)                 +                             - 
 
 f(x)       

            - ∞                      
e
1

                      0 
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42. Έστω f: IRIR1 →  όπου 






 Ζ∈κ

π
+κπ≠µε∈= ,

2
xIRxIR1  παραγωγίσιμη στo 

IR   με f(0)=1 και x)x(fxx)x(f ηµ=ηµ+συν′  (1) αποδείξτε ότι 
)2004x(f...)1x(f)x(f +==+=  

 
Eχουμε  x)x(fxx)x('f ηµ=ηµ+συν⋅  

xx)x(fx)x('f ηµ−=ηµ−συν⋅⇔  

[ ] [ ]′συν=′συν⇔ xx)x(f  
cxx)x(f +συν=συν⇔  (1) 

Για x=0  (1) c0c111c00)0(f =⇔+=⋅⇔+συν=συν⋅⇒  
(1) 1)x(fxx)x(f =⇔συν=συν⇒  
Τότε 1)2004x(f...)1x(f)x(f =+==+=  
 
 

43. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει ορισμένη στο 

(0,+∞ ) με x
2
x

12
x)x(f2

4
)x(f

7
)x(f 2447

συν−−=+− . Να δείξτε ότι η f δεν έχει 

ακρότατα και ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞ ). 
 
Έστω ότι στο x=ρ>0 παρουσιάζει ακρότατο η f τότε f΄(ρ)=0. 

Έχουμε x
2
x

12
x)x(f2

4
)x(f

7
)x(f 2447

συν−−=+−  

xx
3

x)x('f2)x('f)x(f)x('f)x(f
3

36 ηµ+−=+−⇒  (1) 

Για x=ρ (1) ηµρ+ρ−
ρ

=⇒
3

0
3

 (2) με ρ>0 άτοπο γιατί 

Έστω η g με xx
3

x)x(g
3

ηµ+−=  στο ),0[ ∞+  

x1x)x('g 2 συν+−=  
xx2)x(''g ηµ−=  

''g0x2)x(g ⇒>συν−=′′′  γνησίως αύξουσα 

x>0 '0)0('')(''
''

ggxg
g

⇒=>⇒
↑

 γνησίως αύξουσα 

x>0 ggxg
g

⇒=>⇒
↑

0)0(')('
'

 γνησίως αύξουσα 

x>0 ⇒=>⇒
↑

0)0()( gxg
g

 0
3

3

>+− xxx ηµ 0
3

3

>+−⇒ ηµρρρ  

Επίσης (1) ↑⇒>
+−

+−
=⇒ f

xfxf

xxx

xf 0
2)()(

3)(' 36

3

ηµ
,  

γιατί 02)()( 36 >+− xfxf ,Δ<0. 
 
 
 

44. Μια συνάρτηση έχει την ιδιότητα [ ] 0)x(f44)x(f)x(fx =−++−+  (1) IRx∈∀ . 
α. Να αποδειχθεί ότι είναι περιττή. 
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β. Να βρεθεί ο τύπος της f. 
 
Για x=0  (1) 0)0(f0)0(f4 =⇒=⇒  
Θέτω όπου x το –x στην (1) τότε [ ] 0)x(f44)x(f)x(fx =+++−−  

[ ]4)x(f)x(fx)x(f4 ++−=⇒  

)x(f4)x(f4
)1(

−−=⇒    )x(f)x(f −=−⇒  άρα η f περιττή 
Τότε (1) [ ] 0)x(f44)x(f)x(fx =−++−+⇒  

[ ] 0)x(f44)x(f)x(fx =−+−⇒ 0)x(f4x4 =−⇒ x)x(f =⇒  
 
 

45. Έστω η γνησίως μονότονη συνάρτηση f με f: RR →  η οποία για κάθε 
IRy,x ∈  ικανοποιεί τη σχέση [ ] 3)yx(fy)x(ff −+=+ . Ποιος ο τύπος της f; Να 

δείξτε ότι η Cf εφάπτεται της Cg με 2nx)x(g −=  .  
 
Για x=y=0 τότε ( ) ( ) 3)0(f)0(ff3)0(f0)0(ff −=⇔−=+  (1) 
Για y=-x τότε ( ) 3)0(fx)x(ff −=−  

( ) ( ))0(ffx)x(ff
)1(

=−⇒  

)0(fx)x(f
"11"f

=−⇒
−

 
)0(fx)x(f +=⇒  (3) 

Για x=-3 (3) ( ))0(ff)0(f3)3(f
)1(
=+−=−⇒   

( ))0(ff)3(f =−⇒  

)0(f3
"11"f

=−⇒
−

 
Τότε (3) 3x)x(f −=⇒  
Έστω Μ(α,β) το σημείο επαφής τότε β=α-3 





=α
−=−

⇔






α
=

−α=−α
⇔





α′=α′
α=α

1
21n31

11

2n3

)(g)(f
)(g)(f 



  που ισχύει, άρα β=1-3=-2 

Άρα στο (1,-2) η Cf εφάπτεται της Cg. 
 
 

46. Θεωρούμε τη συνάρτηση f: RR →  τέτοια ώστε )(f)x(f)x(f ψ+=ψ+  (1) για 
κάθε R,x ∈ψ . Να δειχτούν: 
α. f(0)=0 
β. η f είναι περιττή 
γ. ισχύει )x(f)x(f ν=ν  για κάθε *N∈ν  
δ. είναι )x(f)x(f λ=λ  για κάθε Z∈λ  
ε. ισχύει )x(f)x(f ρ=ρ  για κάθε Q∈ρ  
στ. αν f(1)=c τότε cx)x(f =  για κάθε Qx∈  
ζ. αν η εξίσωση 0)x(f =  έχει μοναδική λύση την x=0 τότε f είναι 1-1 
η. αν f συνεχής στο IRx 0 ∈α=  τότε συνεχής στο R.  
 
α. Για x=ψ=0 έχουμε 0)0(f)0(f2)0(f =⇔=  
β. Θέτουμε ψ=-x τότε )x(f)x(f)0(f)x(f)x(f)xx(f −+=⇔−+=−  
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)x(f)x(f)x(f)x(f0 −=−⇔−+=⇔
α

, άρα η f είναι περιττή. 
γ. Για ν=1 ισχύει 
- Έστω αληθής για ν=κ δηλαδή )x(f)x(f κ=κ  (2) 
- Θα είναι αληθής και για ν=κ+1, δηλαδή αρκεί: [ ] )x(f)1()1(f +κ=χ+κ  

Είναι [ ] )x(f)1()x(f)x(f)x(f)x(f)xx(f)1(f
)2()1(

+κ=+κ=+κ=+κ=χ+κ . Άρα αληθής. 
δ. Έστω *Z+∈κ  τότε *Z−∈κ−  δηλαδή *N∈κ  άρα  

)x(f)x(f)x(f κ−=κ−=κ−
γβ

. Θέτουμε *Z−∈λ=κ−  τότε )x(f)x(f λ=λ  
άρα ισχύει για κάθε Z∈λ  (αφού ισχύει και για κάθε +∈λ Z ) 

ε. Έστω 
ν
µ

=ρ , Z∈µ , *N∈ν  αρκεί )x(fxf
ν
µ

=






ν
µ  πράγματι: 








ν
µ

=
ν
µ

⇔






ν
µ

ν=µ⇔






ν
µ

ν=





 ⋅

ν
µ
⋅ν=µ xf)x(fxf)x(fxfxf)x(f  

στ. Στη σχέση )x(f)x(f ρ=ρ , Q∈ρ  θέτουμε όπου 
x
1

=ρ , 0x ≠  τότε )x(f
x
1x

x
1f =






 ⋅  

ή cx)x(f)x(f
x
1c)x(f

x
1)1(f =⇔=⇔=  που ισχύει και για 0=χ  άρα cx)x(f =  για κάθε 

Qx∈ . 
ζ. Έστω Rx,x 21 ∈  με )x(f)x(f 21 =  θα δείξουμε ότι 21 xx = . 
Έχουμε 0)x(f)x(f0)x(f)x(f)x(f)x(f 212121 =−+⇔=−⇔=  

[ ] 0)xx(f0)x(xf 2121

)1(
=−⇔=−+⇔  δηλαδή το 21 xxx −=  είναι ρίζα της εξίσωσης 

0)x(f =  και επειδή είναι μοναδική η λύση 0x =  θα είναι 0xx 21 =−  (αποκλειστικά) 
ή 21 xx = . 
Επομένως η f είναι 1-1. 
Επειδή η f συνεχής στο α=0x , )(f)x(flim

x
α=

α→

. 

Έστω ο τυχαίος R∈κ  

[ ] )(f)(f)y(f)(f)y(f)x(f limlimlim
yy

yx

x
α+α−κ=+α−κ=+α−κ=

α→α→

+α−κ=

κ→

 

)(f)(f κ=α+α−κ= . 
Άρα η f συνεχής στο τυχαίο R∈κ , άρα συνεχής στο R. 
 
 

47. Έστω IR, ∈βα  με β≠α . Δείξτε ότι )1,0(∈ρ∃ : 1821200122 2)1(2001)( αβρ=−ρ+ρβ+α  
 
Έστω η f με )1x(2001x2x)()x(f 1821200122 −+αβ−β+α=  ορισμένη στο [0,1] 
Η f συνεχής στο [0,1] 

02001)0(f <−=  
0)(2)1(f 222 >β−α=αβ−β+α= , 0)1(f)0(f <⋅   

Εφαρμόζεται στην f το Θεώρημα Bolzano στο [0,1]. 
)1,0(∈ρ∃ : 0)1(20012)(0)(f 1821200122 =−ρ+αβρ−ρβ+α⇔=ρ  

1821200122 2)1(2001)( αβρ=−ρ+ρβ+α⇔  
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48. Έστω IR, ∈βα . Δείξτε ότι )1,0(∈ρ∃ : 499932499 100300991000 αρ+βρ=βρ+αρ  
 
Έστω η f με 3350100500 x3x2x3x2)x(f β+α−β−α=  ορισμένη στο [0,1] 
Η f συνεχής στο [0,1] 
Η f παραγωγίσιμη στο (0,1) με 324999499 x99x100x300x1000)x(f β+α−β−α=′  
f(0)=0 
f(1)=2α-3β-2α+3β=0, άρα f(0)=f(1) 
Εφαρμόζεται στην f το Θεώρημα Rolle στο [0,1] 
άρα )1,0(∈ρ∃ : 09910030010000)(f 324999499 =βρ+αρ−βρ−αρ⇔=ρ′  

499932499 100300991000 αρ+βρ=βρ+αρ⇔  
 
 

49. Έστω η συνεχής συνάρτηση f στο [α, β] ),0(, ∞+∈βα  και οι μιγαδικοί z, w 
με iz β+α=  και i)(f)(fw β+α=  με wzwz −=+ . Να δείξτε ότι ],[ βα∈ρ∃ : f(ρ)=0. 
 
Έχουμε )wz()wz()wz()wz(wzwzwzwz 22 −⋅−=+⋅+⇔−=+⇔−=+  

wwwzwzzzwwzwwzzz)wz()wz()wz()wz( +−−=+++⇔−⋅−=+⋅+⇔  
Iwzwzwzwzwz0wz2wz2 ∈⇔−=⇔−=⇔=+⇔  

0)wz(Re =⇔  (1) 
( ) ( ) )](f)(f[i)](f)(f[i)(f)(f)i(i)(f)(f)i(wz βα−αβ+ββ+αα=β−α⋅β+α=β+α⋅β+α=  

(1)
β
αα−

=β⇔=ββ+αα⇔
)(f)(f0)(f)(f  

Τότε 0)()()()()(
2

≤−=







−=⋅

β
αα

β
αααβα fffff   

Αν 0)(f)(f <β⋅α  από Θεώρημα Bolzano ),( βα∈ρ∃ : f(ρ)=0 

Αν 




=β
=α

⇔=β⋅α
0)(f
0)(f

0)(f)(f  

Άρα ],[ βα∈ρ∃ : f(ρ)=0 
 
 

50. Έστω ο Cz∈  για τον οποίο 01izzizz 234 =++−−  και R, ∈βα  ώστε 
3565105200 zz500z2eiz2 α=−β+β . Τότε δείξτε ότι )1,0(∈ρ∃ : ρ+β=αρ ρ 2000e48 3 . 

 
Έχουμε 1izzizz 234 −−+=  (1) 

(1) zizz)1izziz(izizzizz 2323
)1(

2345
z

−−+−−+=−−+=⇒  
zizziziizziz 2322325 −−+−−+=⇔  

iz5 −=⇔  
( ) ( )[ ] 1izz

104405200 =−==  

( ) iiii)i(zz 202121215105 −=⋅−=−=−==  

( ) iiii)i(zz 12131313565 −=⋅−=−=−==  

( ) iiii)i(zz 34777535 =⋅−=−=−==  
Τότε η δοσμένη γίνεται i)i(500)i(21ei2 α=−−−β+β  
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α=+β−β⇔ 5002e2  (2) 
Έστω η f με 2x4 x1000e4x2)x(f −β−α=  ορισμένη στο ]1,0[  
Η f συνεχής στο [0,1] 
Η f παραγωγίσιμη στο (0,1) με x2000e4x8)x(f x3 −β−α=′  
f(0)=-4β 

1000e4)5002e2(21000e42)1(f
)2(

−β−+β−β=−β−α=  
)0(f41000e410004e4 =β−=−β−+β−β=  

Τότε εφαρμόζεται για την f  στο [0,1] το Θεώρημα Rolle  
)1,0(∈ρ∃ : 02000e480)(f 3 =ρ−β−αρ⇔=ρ′ ρ  

ρ+β=αρ⇔ ρ 2000e48 3  
 
 

51. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:[-2,2]→ [0,1]. Να δείξτε ότι η διχοτόμος 
του 2ου και 4ου τεταρτημορίου την τέμνει σε ένα τουλάχιστον σημείο με 
τετμημένη στο (-2,2) 
 
Για να τέμνει η διχοτόμος του 2ου και 4ου τεταρτημορίου με εξίσωση y=-x την 

γραφική παράσταση της f πρέπει το σύστημα 




=+⇔−=⇔=
−=

0x)x(fx)x(f)x(fy
xy   

να έχει μία τουλάχιστον λύση. 
Έτσι η εξίσωση 0x)x(f =+  πρέπει να έχει μια τουλάχιστον λύση στο (-2,2) 
Έστω η h με x)x(f)x(h +=  ορισμένη στο [-2,2] 
Η h είναι συνεχής στο [-2,2] 

02)2(f)2(h <−−=−  
02)2(f)2(h >+=  γιατί f:[-2,2]→ [0,1] 

Τότε ]2,2[x −∈∀  21)x(f021)x(f0 <≤≤<−⇒≤≤  
Έτσι 0)2(h)2(h <⋅−  τότε από Θεώρημα Bolzano )2,2(−∈ρ∃ : 0)(h =ρ  

ρ−=ρ⇔=ρ+ρ⇔ )(f0)(f  
Άρα πράγματι η y=-x τέμνει την Cf σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη στο 
(-2,2). 
 
 

52. Έστω η f συνεχής στο [α, β]. Δείξτε ότι ],[ βα∈γ∃ : 
)(f1005)(f999)(f2004 β+α=γ . Αν το γ μέσο του [α, β] τότε ),(x,x 21 βα∈∃ : 

)x(f999)x(f1005 12 ′=′ . 
 
Επειδή η f συνεχής στο [α, β] υπάρχει για την f μέγιστη τιμή Μ και ελάχιστη 
τιμή μ τότε ],[x βα∈∀  Μ≤≤µ )x(f  
Έχουμε M999)(f999999)(f ≤α≤µ⇔Μ≤α≤µ  

M1005)(f10051005)(f ≤β≤µ⇔Μ≤β≤µ  

Έτσι Μ≤β+α≤µ 2004)(f1005)(f9992004  M
2004

)(f1005)(f999
≤

β+α
≤µ⇔  

Τότε από το θεώρημα της ενδιάμεσης τιμής υπάρχει ],[ βα∈γ  ώστε 

)(f1005)(f999)(f2004
2004

)(f1005)(f999)(f β+α=γ⇔
β+α

=γ  (1) 

Επειδή γ μέσο α−γ=γ−β  
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Τότε (1) [ ] [ ])(f)(f1005)(f)(f999 γ−β=α−γ⇒  
γ−β
γ−β

=
α−γ
α−γ

⇒
)(f)(f1005)(f)(f999  (2) 

Στο [α, γ] εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. ),(x1 γα∈∃ : 
α−γ
α−γ

=′ )(f)(f)x(f 1  

Στο [γ, β] εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. ),(x 2 βγ∈∃ : 
γ−β
γ−β

=′ )(f)(f)x(f 2  

Τότε (2) )x(f1005)x(f999 21 ′=′⇒  
 
 

53. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο IR∈α  και είναι 2001
h

)h(flim
0h

=
−α

→

 να 

δείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο α=0x . 
 
Θέτω hxxh =−α⇒=−α  και αν α→⇒→ x0h  

Τότε 2001
x

)x(f2001
x
)x(f limlim

xx
−=

α−
⇔=

−α α→α→

 (1) 

Θέτω )x(f)x()x(g
x

)x(f)x(g =α−⋅⇔
α−

=  με 2001)x(glim
x

−=
α→

 

Επειδή η f συνεχής στο α=0x  έχουμε 
[ ] 0)(2001)x()x(g)x(f)(f limlim

xx
=α−α⋅−=α−⋅==α

α→α→

 

Τότε (1) 2001
x

)(f)x(f2001
x

)x(f limlim
xx

−=
α−
α−

⇔−=
α−

⇒
α→α→

2001)('f −=α⇔  

 
 
 

54. Εστω f,g παραγωγίσιμες στο χ=0, αν f(0)=g(0) και 1e)x(gxx)x(f x −+≥+ηµ+ , 
να δείξτε ότι f΄(0)+1=g΄(0). 
Επίσης υπάρχει ρε(0,1): ρ+ρ=+ρ+ρ e)0('g1)0('f 200418212000 . 
 
Έχουμε 1e)x(gxx)x(f x −+≥+ηµ+  

1e)0(g)x(gxx)0(f)x(f x −+−≥+ηµ+−⇔  (1) 

Αν 0x <  (1)
x

1e
x

)0(g)x(g
x

xx
x

)0(f)x(f x −
+

−
≤

+ηµ
+

−
⇒  (2) 

Επειδή f, g παραγωγίσιμες στο 0x 0 =  έχουμε  

0x
)0(f)x(f)0('f lim

0x −
−

=
−→

,  
0x

)0(g)x(g)0('g lim
0x −

−
=

−→

 

Επίσης 2
1

1x
x

xx limlim
0x0x

=
+συν

=
+ηµ

→→ −

 

1
1

e
x

1e x

0x

x

0x
limlim ==

−

→→ −

 

 

Τότε (2) 






 −
+

−
≤



 +ηµ

+
−

⇒
−− →→ x

1e
x

)0(g)x(g
x

xx
x

)0(f)x(f x

0x0x
limlim  

)0(g1)0('f1)0('g2)0(f ′≤+⇔+≤+′⇒  (3) 
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Αν 0x >  όμοια )0('g1)0('f ≥+  (4) 
Από (3) και (4) )0('g1)0('f =+  
Έστω h με exx)0('g1xx)0('f)x(h 200418212000 −−++=  ορισμένη στο [0,1]  
Η h συνεχής στο [0,1] 

01)0(h >=  
0e1e)0('g11)0('f)1(h <−=−−++=  

Είναι 0)1(h)0(h <  τότε από Θ. Bolzano )1,0(∈ρ∃ : ...0)(h ⇔=ρ  
 
 

55. Αν 
3
1

2x
31x4)x(flim

2x
=













−
−+

−
→

, f συνεχής στο 2x 0 =  και 
2
3

2x
)2(f)x(flim

2x
=

−
−

→

, 

τότε να βρεθεί το f(2) να δείξτε ότι 3
h

)2(f)h32(f)h22(f)h2(flim
0h

=
−+++−+

→

 

 

Θέτω )x(g
2x

31x4)x(f)x(g
2x

31x4)x(f +
−

−+
=⇔=

−
−+

−  με 
3
1)x(glim

2x
=

→

 

Επειδή η f συνεχής στο 2x 0 =  έχουμε  

1
3
1

3
2)x(g

2x
31x4)x(f)2(f limlim

2x2x
=+=












+

−
−+

==
→→

 

γιατί 
3
2

1
1x42

4

2x
31x4 limlim

2x

%

2x
=+=

−
−+

→→

 

Επειδή 
2
3

h
)2(f)h2(f

2
3)2('f

2
3

2x
)2(f)x(f limlim

0h2x
=

−+
⇔=⇔=

−
−

→→

 

Θέτω όπου h το 2h τότε 
2
6

h
)2(f)h22(f

2
3

h2
)2(f)h22(f limlim

0h0h
=

−+
⇔=

−+

→→

 

Θέτω όπου h το 3h τότε 
2
9

h
)2(f)h32(f

2
3

h3
)2(f)h32(f limlim

0h0h
=

−+
⇒=

−+

→→

 

Τότε 

h
)h32(f)2(f)2(f)h22(f)2(f)h2(f

h
)2(f)h32(f)h22(f)h2(f limlim

0h0h

++−++−−+
=

−+++−+

→→

 





 −+

+
−+

−
−+

=
→ h

)2(f)h32(f
h

)2(f)h22(f
h

)2(f)h2(flim
0h

 

= 3
2
9

2
6

2
3

=+−  

 
 

56. Οι τροχιές του ΜΕΤΡΟ δίνονται από την σχέση 0k,xlnkx)x(f 3 >−= . 
Να δείξτε ότι όλες διέρχονται από τον κεντρικό σταθμό Σ και να βρεθεί η 
τιμή του κ  ώστε η καμπύλη της f  να εφάπτεται του χ΄χ. 
 
Έχει πεδίο ορισμού η f το ),0( ∞+   
Έστω 0xynxnxxy)x(fy 33 =−+κ⇔κ−=⇔=   (1) με x>0, κ>0 
Η (1) πρώτου βαθμού ως προς κ και επειδή παίρνει άπειρες τιμές πρέπει: 
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=
=

⇔




=−

=

1y
1x

0xy

0nx
3


  άρα όλες οι τροχιές διέρχονται από το σημείο Σ(1,1) 

Είναι 
x

x3)x('f 2 κ
−=  

Έστω στο Α(α,0) με α>0 η γραφική παράσταση της f εφάπτεται του xx΄  
Τότε 0n0)(fCA 3

f =ακ−α⇔=α⇔∈   (2) 

και 32 3030)('f α=κ⇔=
α
κ

−α⇔=α  (3) 

(2)








=α⇔=α

τοπο=α
⇔=α−α⇔=αα−α⇔

3
1333

e
3
1n

ά0
0)n31(0n3


  

Τότε (3) e3e33
3

3
1

3 =κ⇔









=α=κ⇒  

 
57. Για μια συνάρτηση f: R→R παραγωγίσιμη στο x=0 ισχύει 

( )2x4x24)x(fx2)x(xf3)x(f 2223 −−=++  να δείξτε ότι 3)0('f −=  
 
Για x=0 0)0(f0)0(f)( 3 =⇒=⇒Σ  
Διαιρούμε με 0x 3 ≠  

x
2x424

x
)x(f2

x
)x(f3

x
)x(f)(

23 −−
=



+



+



⇒Σ  (1) 

Επειδή υπάρχει 
x

)x(f)0('f
0x

)0(f)x(f)0('f limlim
0x0x →→

=⇒
−
−

=  

και 
4
1

x
2x4 %

0x
lim −=

−−

→

 

Τότε (1) 





−=



+








+








⇒

→→→ 4
124

x
)x(f2

x
)x(f3

x
)x(f limlimlim

0x

2

0x

3

0x
 

[ ] [ ] 6)0('f2)0('f3)0('f 23 −=++⇒   0623 23
)0('f

=+α+α+α⇒
α=

 
( )( ) 3)0('f3023 2 −=⇔−=α⇔=+α+α⇔ . 

 
 

58. Να βρεθεί η παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει 

)x(f
e
11x)x('f
x
−+=−  και  f(0)=0. Κατόπιν να βρεθεί το σημείο της γραφικής 

παράστασης της f που η εφαπτόμενη είναι κάθετη στην η:2χ+ψ+2000=0. 

Είναι )x(f
e
11x)x('f
x
−+=−

cxxee)x(f]xxe[]e)x(f[1exee)x(fe)x('f xxxxxxxx ++=⇔′+=′⇔++=+⇔  

για χ=0 , 0cc0e0e)0(f 00 =⇔++= , τότε  
xe

xx)x(f +=  με  
x2

xx

e
xee1)x(f −

+=′  

Εστω ότι στο χ0εR είναι η εφαπτόμενη κάθετη στην ευθεία (η) τότε 

01xe2
e

x1
12)x(f1

2
1)x(f 0

x
x

0
00

0

0
=−+⇔=

−
+⇔=′⇔−=

−′  
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Εστω η συνάρτηση g με g(x)=ex+x-1, παρατηρώ ότι g(0)=0, ενώ g΄(x)=eχ+1>0,  
άρα η g είναι γνησίως αυξουσα άρα η ρίζα μοναδική, οπότε μόνο στο χ=0 η 
εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης είναι κάθετη στην (η). 
 

59. Εστω η συνάρτηση f με 
x

)xln()x(f α
= με α>0, χ>0, να βρεθεί η εξίσωση της 

εφαπτομένης της Cf στο σημείο χ=χ0. Να δείξτε ότι όλες αυτές οι 
εφαπτόμενες καθώς μεταβάλλεται το α, διέρχονται από το ίδιο σημείο. 
 

22 x
)x(n1

x

)x(nx
x

1

)x(f α−
=

α−α⋅
α=′ 


 

Εφαπτομένη στο 0xx = , )xx()x(f)x(fy 000 −=′=− )xx(
x

)x(n1
x

)x(ny 02
0

0

0

0 −
α−

=
α

−⇔
  

)x(nxx)x(nxx)x(nxxy 000000
2
0 α+α−−=α−⇔   )x(n)x2x(xxyx 0000

2
0 α+−=+−⇔   

Επειδή ισχύει 0>α∀  πρέπει 




−=
=

⇔






=+−

=+−

0

0

0
2
0

0

xy
x2x

0xxyx

0x2x
 

Άρα διέρχεται από το σημείο )x,x2( 00 −  
 
 

60. Εστω ότι η 2000x6x9x2)x(f 23 +µ+−= έχει τοπικά ακρότατα στα  ρ1, ρ2 και 
324545 2

21
3
212

2
12

3
1 +µ=ρρ−ρρ+ρρ−ρρ  επίσης  ν φυσικός ίσος με το άθροισμα των 

συντελεστών του πολυωνύμου 9)1x3x2()2x(3)x(g 199922 ++−+−= . 
 Έστω h: RR →  συνεχής στο R με 5x3e5)x(hx x −−= , κ=h(0), δείξτε ότι 
υπάρχει )8,3( −ν+α∈ρ : g(ρ)=0 όπου α ο σταθερός όρος του g(x). 
υπάρχει ένα τουλάχιστον )1,0(εR : 010RkR)k(R)13v( 223 =µ+β+β+α+−   
  
Είναι  µ+−=′ 6x18x6)x(f 2  
Επειδή στα ρ1, ρ2 Τ.Α. αυτές ρίζες της f΄ και Δ>0 

Τότε 3
6

18S21 ==
α
β

−==ρ+ρ  και  µ=
µ

=
α
γ

=Ρ=Ρ⋅Ρ
6

6
21  

Είναι 324545 2
21

3
212

2
12

3
1 +µ=ρρ−ρρ+ρρ−ρρ 32)(4)(5 2121

2
2

2
121 +µ=ρ+ρρρ−ρ+ρρρ⇔  

32)(4]2)[(5 212121
2

2121 +µ=ρ+ρρρ−ρρ−ρ+ρρρ⇔ 03234]23[5 2 =−µ−⋅µ−µ−µ⇔  

ή0
10
6x18x6)x(f΄

10
1

.018x18x6)x(f΄3
033110

2

2

2

δεκτ>∆+−==µ

απορ<∆+−==µ
=−µ+µ−⇔  

Έστω 01x...x)x(g α+α++α= ν
ν  

99)1(... 011 =⇒==++++= − vgααααν νν  
α=α0=g(0)=-3 3−=α⇒  

22
1

3e5
x

5x3e5)x(h)0(h
x

0x

%x

0x0x
limlimlim =κ⇒=

−
=

−−
===κ

→→→

 

Πρέπει να βρω )1,0()8,3( =−ν+α∈ρ , g(0)=-3<0, g(1)=9>0 
Από Θ.Βolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον )1,0(∈ρ : g(ρ)=0 
Εστω η µ+β+β+α+−=Φ 10xkx)k(x)13v()x( 223  στο [0,1] 
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τότε  1x2xx4)x( 223 +β+β−−=Φ , είναι  Φ(0)Φ(1)= 0,0)52( 2 <∆<+β−β−   
Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον )1,0(εR :

010RkR)k(R)13v(...0)R( 223 =µ+β+β+α+−⇔⇔=Φ  
 
 

61. Αν για τους μιγαδικούς z,w ισχύει  z i w i z w x R+ ≤ + ∀ ε  με  

z=1+αx i και w=ex+(eχ+1)i. Εστω η 1xx
3
x2

4
x)x(f 2

34

+β+++=  που παρουσιάζει 

τοπικό ακρότατο στο χ0=-1 και η συνάρτηση g περιττή στο R με 
g(αx2+x+1)+g(x2+βx-1)=xg(1)   
Δείξτε ότι η εφαπτόμενη στο χ0=1 της gC είναι παράλληλη στον χχ΄,  

ενώ αν  
αβ

=
)x(hx

)x('h  τότε η h΄+h΄΄ σταθερή 

 
Είναι )wiz()wzi()iwz()iwz(wiziwzwiziwz 22 +−⋅+≤−⋅+⇔+≤+⇔+≤+  

0wiz2ziw20iwziwzziwziwwwizwwizzzwwziwiwzzz ≤−⇔≤−−+⇔+−+≤++−⇔  
0)zwIm(0)zwIm(i2(i0)zwzw(i0zwiziw ≥⇔≤⇔≤−⇔≤−⇔  (1)  

w=ex+(eχ+1)i ,  i1z xα−=  
Άρα )i1(]i)1ex(e[zw xx α−⋅++=

2x2xxxxxx iiexiexiiee)i1()iexie(zw α−+α−+α−=α−⋅++=⇔  
i)1exe(exezwiexexiieezw xxxxxxxxxx ++α−+α+α+=⇔α++α++α−=⇔  

Είναι 01exe0)zwIm( xx ≥++α−⇔≥  
Θεωρώ συνάρτηση 1exe)x(g xx ++α−= ,  enee)x(g xxxx +αα−α−=′  ,   g(0)=0 
Άρα για κάθε IRx∈  είναι )0(g)x(g ≥  
Άρα η g παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x=0. Άρα από Θ. Fermat είναι 

1ee1ene1n0en10)0(g −=α⇔−=α⇔−=α−⇔=+α−⇔=′    
Είναι β+++=′ x2x2x)x(f 23 , στο χ=-1 Τ.Α άρα  102210)1( =⇔=+−+−⇔=−′ ββf  

)1()16()1( 22 xgxxgxxg =−++++α  (1) 
(1) )1()2()1()12()1( 22 gxxxgxxxg =+−+′++++′⇒ ββαα  (2) 
Για x=0 (1) )1()1()1()1(1)1()1( gggggg =−⇒⋅=−+⇒  (g περιττή) 

)1(g0 =⇔    
Για x=0 (2) 0)1(0)1()1(0)1()1()1()1()1( =′⇒=′+′⇒=−′+′⇒=−′+′⇒ gggggggg  
H εφαπτομένη είναι παράλληλη στον xx΄ γιατί αν g περιττή⇒  g΄ άρτια 

Είναι 
αβ

)(
)(

xhx
xh =′   )x(hx)x(h β−α=′⇒ ,  )()( xhxh ′−=′′ βα  

Τότε )()()()( xhxhxxhxh ′−+−=′′+′ αα   
Τότε 

)()()]([)]([)(0)()]'()([ xhxhxxhxhxxhxhxhxh ′+−+−=′−−−−=′′−+′−=′′+′ αβααβαβααα
 

0)x(h)x(h =′+′−=   άρα c)x(h)x(h =′′+′  
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62. Εστω η συνάρτηση f με 2000xxx)x(f 23 +β+α+= είναι γνησίως φθίνουσα 

στο (2, 4) και 
1xx
1xx)x(g 2

2

++
+κ−

=  να έχει σύνολο τιμών το [α+7, β+2α-4] με κ<-1 

τότε για την  h: [κ, β] *R+→   υπάρχει ένα χ0ε(κ,β) : )x(h
)x(h28

0

0

e
)(h
)(h

′

=
κ
β . 

 
Είναι β+α+=′ x2x3)x(f 2   Δ>0, 

 942
3

2S −=α⇔+=
α

−= , 2442
3

P =β⇔⋅=
β

=  

22

2

)1xx(
)1x()1()x(g

++
−+κ

=′  

1)x(g)x(g limlim
xx

==
−∞→+∞→

 

Το σύνολο τιμών το [ ])1(g,)1(g −  πρέπει 

 να είναι το [α+7, β+2α-4]=[-2,2]   άρα 4
2

3
2

22

2)1(g
2)1(g

−=κ⇒






=
κ−

−=κ+
⇔





=
−=−

 

Τότε ** R]24,4[:hR],[:h ++ →−⇒→βκ , Έστω η F με )x(hn)x(F =  στο [-4,24] 
Εφαρμόζω το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. για την F 

)24,4(x0 −∈∃ : 

)(nh)(nh
)x(h

)x(h28
28

)4(nh)24(nh
)x(h
)x(h

)4(24
)4(F)24(F)x(F

0

0

0

0
0 κ−β=

′
⇔

−−
=

′
⇒

−−
−−

=′ 
  

)x(h
)x(h28

0

0 0

0

e
)(h
)(h

)(h
)(hn

)x(h
)x(h28

′

=
κ
β

⇔
κ
β

=
′

⇔   

 
 

63. Εστω η Φ συνεχής στο [0,+∞ ) και x1xln)x()1x( +−=Φ−  τότε 
4

)1(Φ
=α  

Οι )45(x3x2)x(g 2 +β−+=   )23(x2x)x(t 2 +β−+=  με N∈β  τέμνονται πάνω στον 
χχ΄  
Αν  h(β)=βh(α) με την h παραγωγίσιμη στο R τότε ),(x0 βα∈∃  ώστε η 
εφαπτομένη στο ( ))x(h,xM 00  να περνά από την αρχή αξόνων. 
Αν η  f΄ γνησίως αύξουσα  IRx∈∀  τότε )x()('f)(f)x(f α−β≤α−   ],[x βα∈∀  
 
 

Είναι 
1x

x1xln)x(x1xln)x()1x(
−
+−

=Φ⇔+−=Φ−  για κάθε χε[0,+∞ )-{1} 

Επειδή η Φ συνεχής τότε  4...
1x

x1xln)1( lim
1x

==
−
+−

=Φ
→

 τότε  α=1 

 

Έστω Rx0 ∈  πρέπει 




=
=

0)x(t
0)x(g

0

0

23x2x

45x3x2

0
2
0

0
2
0

+β=+

+β=+
 

  x      -∞           -1                   1               +∞  
 
g΄(x)        -                     +                  - 
 
 
g(x)    1                                                      1 
 
                        O.E               O.M 
                       g(-1)              g(1)        
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Σύστημα ως προς x02  και x0  άρα: .......,D.......,D.....,D
02

0
xx ===  τότε  β=2 

Τότε h(2)=2h(1) 
Πρέπει η εφαπτομένη στο ( ))(, 00 xhxM  η ε: )xx()x(h)x(hy 000 −⋅=−  να περνά από 
αρχή. Άρα 0)x(hx)x(h)x0()x(h)x(h0 000000 =−′⇒−⋅′=−  

Έστω η G με 
x

)x(h)x(G =  στο [1,2] εφαρμόζω το Θ. Rolle………. 

Στο [α, x] με ],[x βα∈  εφαρμόζω Θ.Μ.Τ.Δ.Λ.  
α−
α−

=′α∈∃
x

)(f)x(f)x(f:)x,(x 00  

Είναι 

)()()()()()()()()( 0

'

00 αβαβ
α
αβββ

α
−⋅′≤−⇒′≤

−
−

⇒′≤′⇒≤⇒≤<
>↑

xffxff
x

fxffxfxxx
xf

 
 
 
 

64. Έστω f παραγωγίσιμη με 999x)nxx(f 2000 +=+  . Δείξτε ότι η 
εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της f στο x=1 περνά από αρχή 
αξόνων. 
 
Παραγωγίζω την σχέση 

[ ] [ ] 199919992000 x2000
x
11)nxx(fx2000)nxx()nxx(f999x)nxx(f =





 ++′⇒=′++′⇒

′
+=′+   (1) 

Για x=1 η αρχική 1000)1(f9991)1n1(f 2000 =⇔+=+   

Για x=1 (1) 1000)1(f20002)1(f12000
1
11)1n1(f 1999 =′⇒=⋅′⇒⋅=





 ++′⇒   

Τότε η εφαπτομένη ε: x1000y)1x(10001000y)1x()1(f)1(fy =⇔−=−⇔−′=−  
Που περνά από αρχή αξόνων 
 
 

65. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο [-3,5] και f(5)=2 )5,3(x −∈∀  είναι 
3)x('f1 ≤≤− . Να δείξτε ότι: 10)3(f22 ≤−≤−  

 
Η f συνεχής στο [-3,5] γιατί είναι παραγωγίσιμη 
Η f παραγωγίσιμη στο (-3,5) 
Εφαρμόζεται για την f στο [-3,5] το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ.  

)5,3(x 0 −∈∃ : 
8

)3(f2)x('f
)3(5

)3(f)5(f)x('f 00
−−

=⇔
−−
−−

=  

Είναι 24)3(f283
8

)3(f213)x('f1 0 ≤−−≤−⇔≤
−−

≤−⇔≤≤−  

10)3(f2222)3(f10 ≤−≤−⇔≤−−≤−⇔  
 
 

66. Αν για την παραγωγίσιμη f στο R ισχύει f(-1)=λ-κ, f(2)=2κ-λ, f(4)=4κ-λ 
να δείξτε ότι IRx 0 ∈∃ : 0)x(''f 0 =  
 
Εφαρμόζεται στην f το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. στο [-1,2] 
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τότε )2,1(x1 −∈∃ : κ=
κ

=
κ+λ−λ−κ

=
−−
−−

=
3

3
3

2
)1(2

)1(f)2(f)x('f 1  

Εφαρμόζεται στην f το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. στο [2,4] 

τότε )4,2(x 2 ∈∃ : κ=
κ

=
λ+κ−λ−κ

=
−
−

=
2

2
2

24
24

)2(f)4(f)x('f 2 .  Άρα )x('f)x('f 21 =  

Εφαρμόζεται στην f΄ στο [x1,x2] το Θ. Rolle 
 )x,x(x 210 ∈∃ : 0)('' 0 =xf  
 
 

67. Δείξτε ότι ),0(x ∞+∈∀  ισχύει 1ex2e1
22 x2x +<<  

 
Έστω η συνάρτηση f με 2te)t(f =  ορισμένη στο [0,x], χ>0 
Η f συνεχής στο [0,x] 
Η f παραγωγίσιμη στο (0,x) με 2tte2)t('f =  
Εφαρμόζεται στο [0,x] για την f το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. 

)x,0(∈κ∃ : 
x

1e
0x

)0(f)x(f)('f
2x −

=
−
−

=κ  (1) 

Είναι 0et4e2)t(''f
22 t2t >+=  0t >∀  

Τότε f΄ γνησίως αύξουσα 
Είναι )x('f)('f)0('fx0 <κ<⇒<κ<  

2
2

x
x)1(

xe2
x

1e0 <
−

<⇒
22 x2x ex21e0 <−<⇒ 1ex2e1

22 x2x +<<⇒  

 
68. Έστω η παραγωγίσιμη f με 0)2001(f ≠  και 0)2004(f)2001(f =+ . Δείξτε ότι 

)2004,2001(, ∈βα∃ : 
)2001(f

3
)('f

1
)('f

1
−=

β
+

α
 

 
Είναι )2001(f)2004(f −=  και 0)2001(f)2004(f)2001(f 2 <−=⋅  τότε από Θ. Bolzano 

)2004,2001(∈ρ∃ : f(ρ)=0 
Στο [2001,ρ] εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. ),2001( ρ∈α∃ : 

2001
)2001(f

2001
)2001(f)(f)('f

−ρ
−

=
−ρ
−ρ

=α  

Στο [ρ,2004] εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. )2004,(ρ∈β∃ : 

ρ−
−

=
ρ−
ρ−

=β
2004

)2001(f
2004

)(f)2004(f)('f  

Τότε 
)2001(f

3
)2001(f

2004
)2001(f

2001
)('f

1
)('f

1
−=

−
ρ−

+
−
−ρ

=
β

+
α

  

 
 

69. Αν Rx∈∀  1000)]x(''f[ 3 −<  να δείξτε ότι )2001(f)2001(f)0(f2 −+>  
 
Επειδή 0)x(''f10)x(''f1000)]x(''f[ 3 <⇒−<⇒−<  άρα f΄ γνησίως φθίνουσα  
Στο [-2001,0] εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. 

)0,2001(−∈α∃ : 
2001

)2001(f)0(f)('f −−
=α  
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Στο [0,2001] εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. 

)2001,0(∈β∃ : 
2001

)0(f)2001(f)('f −
=β  

Είναι 
2001

)0(f)2001(f
2001

)2001(f)0(f)('f)('f −
>

−−
⇒β>α⇒β<α  

)2001(f)2001(f)0(f2 −+>⇒  
 
 

70. Έστω η f παραγωγίσιμη στο R με )2003(f)x('f)2001(f <<  δείξτε ότι 
)2002,2000(x 0 ∈∃ : 0)x(f 0 =  

 

Εφαρμόζουμε στο [2000,2001] Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. )2001,2000(∈α∃ : 
1

)2000(f)2001(f)('f −
=α  

Είναι 0)2000(f)2000(f)2001(f)2001(f)('f)2001(f <⇒−<⇒α<  

Εφαρμόζουμε στο [2002,2003] Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. )2003,2002(∈β∃ : 
1

)2002(f)2003(f)('f −
=β  

Επίσης 0)2002(f)2003(f)2002(f)2003(f)2003(f)('f >⇒<−⇒<β  
Στο [2000,2002] εφαρμόζω το Θ. Bolzano  

)2002,2000(x 0 ∈∃ : 0)x(f 0 =  
 
 

71. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση R),0[:f →∞+  με f(0)=0 και f΄(0)=2000. 
Αν για κάθε ),0(y,x ∞+∈  ισχύει: )x(fe)y(fe)yx(f yx ⋅+⋅≤+  (1) να βρεθεί ο 
τύπος της f. 
 
Από την (1) έχουμε ισοδύναμα: 0)x(fe)y(fe)yx(f yx ≤⋅−⋅−+ .  
Θεωρούμε τη συνάρτηση g με: )x(fe)y(fe)yx(f)y(g yx ⋅−⋅−+= , 

00)x(f)x(f)x(fe)0(fe)x(f)0(g 0x =−−=⋅−⋅−=  και έτσι είναι 0)0(g)y(g =≤ . 
Η g είναι παραγωγίσιμη στο ),0[ ∞+  ως αποτέλεσμα πράξεων παραγωγίσιμων 
συναρτήσεων με: )x(fe)y(fe)yx(f)y(g yx −′−+′=′ , ),0[y ∞+∈  
Επειδή η g παρουσιάζει ακρότατο στο εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού y=0 
και είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό, είναι σύμφωνα με το Θ. Fermat: 

2000e)x(fe)x(fe2000)x(f)x(f0)x(f)0(fe)x(f0)0(g xxxx =−′⇔=−′⇔=−′−′⇔=′ −−  
xxxx cexe2000)x(fcx2000e)x(f]x2000[]e)x(f[ +=⇔+=⇔′=′⇔ −−  

για χ=0, cceef =−⇔+= 20002000)0( 00  , τότε xx exexf 20002000)( −=  
 
 

72. Εστω η συνάρτηση f για την οποία ισχύει f(α)=f(β)=0 και f΄΄(χ)<0 για 
κάθε χεR.  Nα δείξτε ότι f(χ)>0 για κάθε χε(α,β). 
 
Σύμφωνα με το Θ. Rolle υπάρχει  

),(x 0 βα∈  τέτοιο ώστε: 0)x(f 0 =′ . 
Για κάθε  ισχύει ότι:  

f0)x(f ′⇔<′′  γνησίως φθίνουσα. 
Για 0)x(f)x(f)x(fxx 00 <′⇔′<′⇔>   
Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα 

   x          α                 x0                       β 
 
f ’(x)                +                  - 
 
f(x) 
 
         f(α)=0                                  f(β)=0 
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 Για 0)x(f)x(fxx 00 >′>′⇔<   Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα 
Τότε προκύπτει ότι για κάθε  ),(x βα∈  f(χ)>0. 

 
 
73. Υποθέτουμε ότι η πραγματική συνάρτηση g είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,β] και g΄΄(χ)>0 για όλα τα χ∈[α,β]. Αν 
g(α)=g(β)=2001, να αποδείξετε ότι: g(x)<2001 για κάθε χ∈(α,β). 
 
Σύμφωνα με το Θ. Rolle υπάρχει ),(x 0 βα∈  τέτοιο ώστε: 0)x(g 0 =′ . 
Για κάθε ],[x βα∈  ισχύει ότι: gg ′⇔>′′ 0  γνησίως αύξουσα. 
Για 0)x(g)x(g)x(gxx 00 <′⇔′>′⇔>  
Άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα, επομένως ισχύει για 2001)()( =<⇔> αα gxgx  
(1) 
Για 0)x(g)x(gxx 00 =′>′⇔>  
Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα, οπότε για 2001)()( =<⇔< ββ gxgx  (2) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) λοιπόν προκύπτει ότι: 2001)( <xg για κάθε ),(x βα∈ . 
 
 
 

74. Έστω η f παραγωγίσιμη στο ανοιχτό διάστημα (α,β), α<β με 
f(α)=f(β)=0 και f(χ) ≠0 για χ∈(α,β). Να δείξετε ότι υπάρχει ρ∈(α,β) με 

2001
)(
)(
=

′
pf
pf . 

 
Θεωρούμε )()( 2001 xfexg x ⋅= − . Η g είναι παραγωγίσιμη ως γινόμενο 
παραγωγίσιμων συναρτήσεων και g(α)=g(β)=0. 
Σύμφωνα λοιπόν με το Θ. Rolle υπάρχει ),(p βα∈  τέτοιο ώστε g΄(ρ)=0  (1) 
Όμως ( ))()(2001)()(2000)( 200120012001 xfxfexfexfexg xxx ′+−=′⋅+⋅−=′ −−−  και 02001 ≠− xe   
(2) 

Άρα από την (1) και (2) προκύπτει ότι: .2001
)(
)()(2001)( =

′
⇒=′

pf
pfpfpf  

 
 

75. Έστω συνάρτηση g:R→R δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία 

ισχύει: )2000ln(y)42()y(g2)x(g
y
xg x +−+−=






 .   Να αποδείξετε ότι: g΄΄(ρ)=0 

 

Παραγωγίζουμε τη δοθείσα σχέση ως προς y: )42()y(g2
y
x

y
xg x

2
−+′−=








−⋅








′   (1) 

Για y=1 έχουμε: 42)1(g2)x(gx x −+′−=′−   (2) 
Θέτουμε στην (2), x=1 και x=2 οπότε παίρνουμε: g΄(1)=-2 και g΄(2)=-2. 
Η g είναι δυο φορές παραγωγίσιμη και g΄(1)=g΄(2), τότε με το Θ. Rolle υπάρχει 

)2,1(p∈ τέτοιο ώστε: g΄΄(ρ)=0. 
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76. Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f, g: RR →  για τις οποίες 
ισχύουν: )x(g)x('g)x(f)x('f −=−  για κάθε Rx∈  και )1821(g)1821(f =  
Να δειχθεί ότι gf = . 
 
Είναι 

[ ] [ ] 0)x(g)x(f)x(g)x(f)x(g)x(f)x('g)x('f)x(g)x('g)x(f)x('f =−−′−⇔−=−⇔−=−  

[ ] [ ] ( )[ ] 0e)x(g)x(f0e)x(g)x(fe)x(g)x(f xxx =
′

−⇔=−−′−⇔ −−−  
[ ] xx ec)x(g)x(fce)x(g)x(f =−⇔=−⇔ −  

Για x=1821 c0ec)1821(g)1821(f 1821 =⇔=−  άρα )x(g)x(f =  
 
 
 

77. Έστω οι συναρτήσεις f, g: R),0( →∞+  για τις οποίες ισχύουν: 
 0)1(g)1(f ==  
 )x(ge)x('f −=  για κάθε 0x > . 
 )x(fe)x('g −=  για κάθε 0x > . 
Να δειχθεί ότι:  α. gf =  
β. Η συνάρτηση h με xe)x(h )x(f −= −   είναι σταθερή και κατόπιν να βρεθεί ο 
τύπος της f. 
 
α. ( ) )x(g)x(f)x(gee)x(f )x(g)x(g ′⋅′=′⋅−=

′
−=′′  

( ) )x(f)x(g)x(fee)x(g )x(f)x(f ′⋅′=′⋅−=
′

−=′′  

( ) ( )′=′⇔= )x('g)x('f)x(''g)x(''f  οπότε: 1c)x('g)x('f +=  
1e)1('f )1(g −=−=  και  1e)1('g )1(f −=−=  

δηλαδή f΄(1)=g΄(1) και έτσι c1=0. 
)x('g)x('f =  οπότε 2c)x(g)x(f +=  

Για x=1 δίνει: 0cc00c)1(g)1(f 222 =⇔+=⇔+=  
Άρα )x(g)x(f = ,  ),0(x ∞+∈ . 

β. ( ) ( ) ( ) =−′−⋅=′−
′

=
′

−=′ −−− 1)x(fe)x(exe)x(h )x(f)x(f)x(f  
( ) 0111e1e1ee1ee1)x(fe 0)x(f)x(g)x(g)x(f)x(g)x(f)x(f =−=−=−=−⋅=−−⋅−=−′⋅−= −−−−  

και έτσι c)x(h = , Rc∈  δηλαδή η h είναι σταθερή. Είναι:  
0cc11c1ec1ec)1(h 0)x(f =⇔=−⇔=−⇔=−⇔= −  οπότε: 

xln)x(fxln)x(fxe0xe0)x(h )x(f)x(f −=⇔=−⇔=⇔=−⇔= −− , x>0. 
 
 
 

78. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: R),0( →∞+ . Αν για κάθε 0x >  

ισχύει ότι:  x)x('f =ηµ  και 0)1(f =  να βρεθεί το f 







2
1 . 

 
Είναι  [ ] xx)x(xxx)x()x(f)x(f ηµ−ηµ+′ηµ=συν⋅=′ηµηµ′=′ηµ  

[ ] [ ] cxxx)x(fxxx)x(f +συν+ηµ=ηµ⇒′συν+ηµ=′ηµ⇒  
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Για 
2

x π
=   

2
cc

2
0c

222
)1(f π

−=⇔+
π

=⇒+
π

συν+
π

ηµ⋅
π

=  

άρα 
2

xxx)x(f π
−συν+ηµ=ηµ  

Για 
6

x π
=   ...

2
1f

6
f =






=






 π
ηµ  

 
 

79. Να βρεθούν τα σημεία που η εφαπτόμενη στη γραφική παράσταση 

της 
2

xnxx)x(f
2

−=   να είναι παράλληλη στον xx΄.  

 
Είναι  x1nx)x(f −+=′   
Τα σημεία που η εφαπτόμενη είναι  
παράλληλη  
στον xx΄ είναι όταν 0x1nx0)x(f =−+⇔=′  .  
Παρατηρώ ότι για x=1 είναι λύση. 

Έστω η g με xnxxg −+= 1)( l   
x

x11
x
1)x(g −

=−=′  

Tότε  0)1(g)x(g =≤  που είναι μοναδική. 
 
 
 

80. Ο ρυθμός μεταβολής των αποβλήτων σ’ ένα εργοστάσιο δίνεται από 
τη σχέση )t(Ant1t ′=−−   όπου t μήνες t>0  A(1)=5. Ποια η ποσότητα των 
αποβλήτων για t=e και για άπειρους μήνες; 
 

Είναι nt1t)t(A −−=′ . Από την προηγούμενη 
′









−=−− ntt

2
tnt1t

2

  

Τότε cntt
2
t)t(Antt

2
t)t(A

22

+−=⇔
′









−=′   

2
9c5c

2
15)1(A =⇔=+⇔=   ,  

2
9ntt

2
t)t(A

2

+−=   

Τότε Α(e)=…   

Ενώ για άπειρους μήνες +∞=







+−==

+∞→+∞→ 2
9ntt

2
t)t(AA

2

tt
limlim   

γιατί [ ] +∞=













 −=−

+∞→+∞→ t
nttnttt

tt


 122 limlim   , 0

1
t
1

t
nt limlim

tt
==

+∞→+∞→

  

 
 
 

81. Αν οι συναρτήσεις f, g δεν μηδενίζονται στο R και ισχύει 
0)x(''g)x(''f == , 01)x(g2 =−  και 0)1(f =′  για κάθε Rx∈ , να αποδειχθεί ότι η 

συνάρτηση 
)x(g

1)x(fln)x(h +=  είναι σταθερή στο R. 

  
    x        0                  1                     +∞  
 
   g ’(x)           +                  - 
 
 
  g(x) 
                            O.M 
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Είναι  
)x(g)x(f

)x(g)x(f)x(g)x(f
)x(g
)x(g

)x(f
)x(f

)x(h
2

2

2

′−′
=

′
−

′
=′  

Έστω η t με )x(g)x(f)x(g)x(f)x(t 2 ′−′=  
)x(''g)x(f)x(g)x(f)x(g)x(g2)x(f)x(g)x(''f)x(t 2 −′′−′′+=′  

[ ] c)x(t01)x(g2)x(g)x(f =⇒=−′′=  
Για x=1 000)1(g)1(f)1(g)1(fc)1(t 2 =−=′−′==  
άρα c)x(h0)x(h0)x(t =⇒=′⇒= . 
 
 
 

82. Οι επιστήμονες μιας γαλακτοκομικής εταιρίας κατέληξαν στο 
συμπέρασμα ότι το μέσο βάρος γάλακτος που παράγει ημερησίως μια 
γαλακτοφόρα αγελάδα ηλικίας t ετών είναι: 







≤<

≤≤−+−
=

1512,13

123,3010
2)(

2

t

ttt
tB

αν

αν . Αφού υποτεθεί ότι το t μεταβάλλεται σε 

διάστημα, να βρεθεί η ηλικία του ζώου κατά την οποία έχουμε τη 
μεγαλύτερη απόδοση και η απόδοση αυτή. 
 
Η Β συνεχής στο [3,12) και (12,15] 

)12()(133010
2

)( limlimlim
12

2

1212

BtBtttB
ttt

===







−+−=

+− →→→
 

Άρα η Β συνεχής στο [3,15]  
και 10)( +−=′ ttB  

)10()( BtB ≤ , άρα έχουμε την μέγιστη απόδοση 
ότα t=10 ετών. 
 
 
 
 

83. Έστω f συνάρτηση συνεχής για 0x ≥ , παραγωγίσιμη για x>0 με 

f(0)=0 και f΄(x) αύξουσα. Να δείξετε ότι η συνάρτηση 
x
xfxg )()( =  είναι για 

κάθε x>0 αύξουσα. 
 

Έχουμε 2

)()()
x

xfxxfxg −⋅′
=′  

Εστω η συνάρτηση: t(x)=f΄(x)x-f(x) στο [0,+∞ ) με t΄(x)=f΄΄(χ)χ>0, γιατί η f΄ είναι 
γνησίως αυξουσα έτσι 
x>0⇒ t(x)>t(0)=0⇒ t(x)>0⇒g´(x)>0 άρα η g γνησίως αύξουσα. 
 
 
 

  
 t            3                   10                     15 
 
Β ’(t)                +                         - 
 
 
Β(t) 
                                  O.M 
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84. Δίνεται η συνάρτηση με  
x
xxxf

2
ln)( −= , να δείξτε ότι f(x)>0 για 

κάθε χ>0 και  ( )
e

eee
π

ππ
π

ln2 <−  

 

Είναι  
xx

xxxf
4

ln22)( +−
=′  

Aν









>′⇒>+−⇒>
>−

⇒>









<′⇒<+−⇒<
<−

⇒<<

0)(0ln220ln
022

1

0)(0ln220ln
022

10

xfxxx
x

x

xfxxx
x

x
 

Είναι 0)(01)1()( >⇒>=≥ xffxf  
Eίναι e<π⇔ f(e)<f(π)

ππππ
π

ππ
π
ππ ln2ln2ln2ln2

2
ln

2
ln eeee

e
ee

e
ee −<−⇔

−
<

−
⇔−<−⇔  

( )
e

eee
π

ππ
π

ln2 <−  

 
 

85. Έστω η παραγωγίσιμη f: RR →  δύο φορές στο R, 1)0(')0( == ff  και 
)()('' xfxf =  Rx∈∀ . Ποιο το εμβαδόν του χωρίου από fC , xx΄, χ=0, χ=1 

 

Είναι [ ] )()(')()(')()(')(')('')()('' xfxfxfxfxfxfxfxfxfxf +=′+⇔+=+⇔=  
xecxfxf ⋅=+⇔ )()('  (1) 

Για 0=x  2)0()0(' 0 =⇔⋅=+ cecff  (1) xexfxf 2)()(' =+⇒  

[ ] [ ] α+=⇔
′

=
′

⇔=+⇔ xxxxxxx eexfeexfexfexfe 222 )()(2)()('  
Για 0=x  ααα =⇔+=⇔+= 011)0( 00 eef  
άρα xxx exfeexf =⇔= )()( 2  
Είναι 0)( >xf  ]1,0[∈∀ x  

Τότε [ ] 1)( 011
0

1

0

1

0

−=−==== ∫∫ eeeedxedxxfE xx  τ.μ. 

 
86. Δίνεται μια συνάρτηση f συνεχής στο διάστημα [α,β] καθώς και το 

πολυώνυμο 1)()()( 23 +++= zfzfzzg βα , Cz∈ . Εάν ο αριθμός 1+i είναι ρίζα 
του πολυωνύμου να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ),( βαθ ∈  
ώστε να ισχύει 0)( =θf . 
 
Το πολυώνυμο έχει πραγματικούς συντελεστές και είναι τρίτου βαθμού. Άρα έχει 
μια ρίζα πραγματική έστω R∈ρ  και δύο συζυγείς τις 1+i και 1-i. Επομένως 

ρρρρ 2)22()2()()22()()( 232 −+++−=⇔+−−= zzzzgzzzzg . 
Άρα ρρρβα 2)22()2(1)()( 2323 −+++−=+++ zzzzfzfz  για κάθε Cz∈ . 

X        0                       1                        +∞           
 
f΄(x)                 -                               + 
 
f(x) 
 
 
                               O.E 
                            f(1)=1 
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Επομένως προκύπτει )2()( +−= ραf , 22)( += ρβf  και 
2
112 −=⇔=− ρρ . Τότε 

2
3)( −=αf  και 1)( =βf . 

0
2
3)()( <−=⋅ βα ff . Η συνάρτηση f στο [α,β] ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του 

θεωρήματος Bolzano. Άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον ),( βαθ ∈  ώστε 0)( =θf .  
 
 

87. Δίνεται ένας μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός z και μια συνάρτηση 

f συνεχής στο R. Εάν τα όρια 
x

xfz

x

33)(
lim

0

−−

→

, 
1

11)(
lim

1 −

−+

→ x
xfz

x
 υπάρχουν 

στο R να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ]1,0[∈θ  ώστε 0)( =θf . 
 

Εφόσον υπάρχει στο R το 
x

xfz

x

33)(
lim

0

−−

→

 και το όριο του παρονομαστή είναι 

μηδέν θα πρέπει ( ) 33)0(033)(lim
0

=−⇔=−−
→

fzxfz
x

 (1). 

Έστω ότι iz βα += , 0≠⋅ βα . Τότε η σχέση (1) γίνεται ⇔=+− 3)0(3)0( βα iff  

( ) ( ) ⇔=+−⇔=+− 9)0(3)0(3)0(3)0( 222222 βαβα ffff  
⇔=−+⇔=+−+ 0)0(6)0()0(9)0()0(69)0( 22222222 ffffff αβαβαα  

( ) 06)0()0()0( 22 =−+ αβα fff . 
 Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
- Εάν 0)0( =f  τότε θ=0. 

- Εάν 0)0( ≠f  τότε ( ) 22
22 6)0(06)0(

βα
ααβα
+

=⇔=−+ ff . 

Εφόσον υπάρχει στο R το όριο 
1

11)(
lim

1 −

−+

→ x
xfz

x
 και ο παρονομαστής έχει όριο 

μηδέν πρέπει ( ) ⇔=++⇔=+⇔=−+
→

1)1(1)1(11)1(011)(lim
1

ifffzxfz
x

βα  

( ) ⇔=++ 1)1(1)1( 222 ff βα ⇔=+++ 1)1(1)1(2)1( 2222 fff βαα  
( ) 02)1()1()1( 22 =++ αβα fff . 

 
 Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
- Εάν 0)1( =f  τότε θ=1. 

- Εάν 0)1( ≠f  τότε ( ) 22
22 2)1(02)1(

βα
ααβα
+

−=⇔=++ ff . 

Συνεπώς 0
)(

12)1()0( 22

2

<
+

−
=⋅

βα
αff . 

Η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Bolzano στο [0,1] άρα υπάρχει 
τουλάχιστον ένα )1,0(∈θ  ώστε 0)( =θf . 
Άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα ]1,0[∈θ  ώστε 0)( =θf . 
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88. Να βρείτε τις κοινές λύσεις των εξισώσεων 
012 234 =++++ zzzz  (1) και 012 19981996 =++ zz  (2) στο σύνολο των μιγαδικών 

αριθμών. 
 
Εχουμε: ⇔=+++⇔=++++⇔=++++ 0)1()1(012012 222324234 zzzzzzzzzzz

010)1()1( 222 =+⇔=+++ zzzz  ή 001 222 =−⇔=++ izzz  ή 
izzz ±=⇔=++ 012  ή 012 =++ zz  

Για iz =  έχουμε ( ) ( ) 01211212 24994499419981996 =+−=++=++ iiiii  
άρα το iz =  είναι λύση και της εξίσωσης (2). Όμως η (2) έχει πραγματικούς 
συντελεστές οπότε έχει λύση και τη iz −= . Οι λύσεις της 012 =++ zz  είναι οι μη 
πραγματικές κυβικές ρίζες της μονάδας. Αν 0z  είναι μία από αυτές θα ισχύει 

13
0 =z  οπότε: 

( ) ( ) 03121212 00

6663
00

6653
0

1998
0

1996
0 ≠+=++=++=++ zzzzzzz . 

Άρα οι κοινές λύσεις είναι οι i± . 
 
 

89. Έστω συνάρτηση f: R→∞+ ),0(  παραγωγίσιμη στο ),0( ∞+  και το 
σύνολο των μιγαδικών αριθμών { }0,)( >+= xxifA xα . Αν υπάρχουν 

),0(, 21 ∞+∈xx  με )()(
21 xx zArgzArg =  όπου Azz xx ∈

21
, . Να αποδείξετε ότι: 

α. Υπάρχει ),( 21 xx∈θ  ώστε: αθθ nff )()(' = . 
β.Να δείξτε ότι η εφαπτόμενη της afxfxxg ln)(]1)('[)( 2 θθ −++=   στο χ=0 
περνά από το σημείο Μ(1,1). 
 

α. Ο )( 1
1

1
xifaz x

x +=  απεικονίζεται στο Μ ))(,( 1
1 xifa x και =)(

1xArgzεϕ
1

)( 1
x

xf
α

 

Έχουμε )()(
21 xx zArgzArg =  τότε )()(

21 xx ArgzArgz εϕεϕ =  ή 
21

)()( 21
xx

xfxf
αα

=  (1). 

Έστω η συνάρτηση x

xfxg
α

)()( = , ],[ 21 xxx∈ . Η g παραγωγίζεται στο ),( 21 xx  με 

xx

xx nxxfxfnxxfxfxg
αα

αα  )()('
)(

)()(')(' 2

−
=

−
=  

Η g συνεχής στο ],[ 21 xx  σαν πηλίκο συνεχών συναρτήσεων και 

)()()()( 2
21

1 21
xgxfxfxg xx ===

αα
 από την (1). Άρα από το Θεώρημα Rolle υπάρχει ένα 

τουλάχιστον ),( 21 xx∈θ  έτσι ώστε: 

)()('0)()('0)()('0)(' θαθθαθ
α

θαθθ θ fnffnffnfg 


=⇔=−⇔=
−

⇔=  

β. Είναι ]1)('[2)(' ++= θfxxg  και η εφαπτόμενη στο χ=0 είναι 
xfafy ]1)('[ln)( +=+ θθ  για να περνά από το Μ(1,1) πρέπει οι συντεταγμένες του 

να την επαληθεύουν, πράγματι έχουμε: afffaf ln)()('1]1)('[ln)(1 θθθθ =⇔+=+    
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το οποίο ισχύει από το ερώτημα α. 
 
 
 

90. Έστω συνάρτηση f: R→]1,0[  παραγωγίσιμη στο [0,1] και )0()1( ff =  
(1). Να αποδείξετε ότι υπάρχουν )1,0(,...,, 200121 ∈xxx  τέτοια ώστε 

0)('...)(')(' 200121 =+++ xfxfxf . 
 
Χωρίζουμε το διάστημα [0,1] σε 2001 ισομήκη διαστήματα 























 1,

2001
2000,...,

2001
3,

2001
2,

2001
2,

2001
1,

2001
1,0 . Η f παραγωγίσιμη στο [0,1], άρα 

παραγωγίσιμη σε καθένα από τα παραπάνω διαστήματα, οπότε και συνεχής σ’ 
αυτά. Άρα ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θεωρήματος Μέσης τιμής. Οπότε 

υπάρχουν: 





∈






∈






∈






∈ 1,

2001
2000,...,

2001
3,

2001
2,

2001
2,

2001
1,

2001
1,0 2001321 xxxx  

τέτοια ώστε: 

2001
1

)0(
2001

1

)(' 1

ff
xf

−







= ,  

2001
1

2001
2

2001
1

2001
2

)(' 2

−







−








=
ff

xf ,  

2001
2

2001
3

2001
2

2001
3

)(' 3

−







−








=
ff

xf , …,  
( )

2001
20001

2001
20001

)(' 2001

−







−

=
ff

xf  

Οπότε: =++ )('...)(')(' 200121 xfxfxf  
 
 

=
−







−

++
−







−








+
−







−








+
−








2001
20001

2001
2000)1(

...

2001
2

2001
3

2001
2

2001
3

2001
1

2001
2

2001
1

2001
2

2001
1

)0(
2001

1 ffffffff
 

0

2001
1
0

2001
1

)0()1(
==

−
=

ff  . 

 
 
 

91. Έστω συνάρτηση f: RR →  με 0)(' >xf  για κάθε Rx∈ . Να αποδειχθεί 
ότι: 
α. Ορίζεται η αντίστροφη της f. 
β. Η 1−f  είναι ολοκληρώσιμη στο )(Rf . 

γ. Αν βα =)(f  και αβ =)(f , να δειχθεί ότι: 0)()( 1 =+ ∫∫ −
α

β

β

α

dxxfdxxf . 

δ. Αν η f είναι περιττή, τότε και η 1−f  είναι περιττή. 
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α. Έχουμε 0)(' >xf  για κάθε Rx∈  άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο R οπότε η 
f θα είναι ¨1-1¨, άρα αντιστρέφεται. 
β. Επειδή η f παραγωγίζεται, είναι γνησίως αύξουσα στο R και 0)(' 0 ≠xf  για 
κάθε Rx ∈0 , (από θεώρημα) θα παραγωγίζεται και η 1−f  στο )( 0xf , δηλαδή 1−f  
συνεχής (σαν παραγωγίσιμη) οπότε και ολοκληρώσιμη. 
γ. Θέτουμε ( ) dyyfdxxyfyxf ')()()( 11 −− =⇒=⇒= . Επίσης για 

βαα ==⇒= )(fyx  και για αββ ==⇒= )(fyx  οπότε: 

( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫∫ =+=+=+ −−−−−
α

β

α

β

β

α

α

β

α

β

β

α

dxxfdyyfydxxfdyyfydxxfdxxf
f

f

)(')()(')()()( 11
)(

)(

111  

= [ ] =+− ∫ ∫ −−−
α

β

α

β

α
β dxxfdyyfyfy )()()( 111

βααβββαα
α

β

α

β

−=+−−= ∫∫ −−−− dyyfdyyfff )()()()( 1111  

 (αφού αββα =⇒= − )()( 1ff  και  βααβ =⇒= − )()( 1ff ). 
δ. Επειδή η f περιττή, έχουμε: Rx∈ , Rx∈−  (1) και )()( xfxf −=−  (2). Για να 
είναι η RRff →− )(:1  περιττή αρκεί: για )(Rfy∈ , )(Rfy∈−  και 

)()( 11 yfyf −− −=− . 
• Έστω )(Rfy∈ . Τότε υπάρχει Rx∈  με yxf =)(  ή xyf =− )(1  (3) άρα 

)()()()( Rfxfήxfy ∈−=−=− περιττ  (αφού Rx∈− ). 
• ( ) )()()( 111 yfxxffyf −−− −=−=−=−  από (3). 
 
 
 

92. Θεωρούμε τη συνάρτηση xxxxh γβα +−= 23)(  η οποία παρουσιάζει 
ακρότατο στο χ=1. Θεωρούμε τους πραγματικούς αριθμούς α, β με 

βα <<0 , την συνεχή συνάρτηση Rf →+∞),0(:  για την οποία ισχύει 

∫ =
β

α

0)( dttf  και τη συνάρτηση: 

∫++=
x

dttf
x

xhxg
α

)(1)1('3)( 2 , 0>x . 

Να αποδείξετε ότι: 
α. 023 =+− γβα  
β. Υπάρχει ένα τουλάχιστο ),(0 βα∈x  τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της 
γραφικής παράστασης της συνάρτησης g στο σημείο ( ))(, 00 xgx  να είναι 
παράλληλη στον άξονα xx' . 
γ. )(3)( 00 xfxg +=  
 
α. Επειδή h συνεχής συνάρτηση σαν πολυωνυμική, το 1 εσωτερικό σημείο και η 
h παρουσιάζει ακρότατο στο 1, από Θεώρημα Fermat έχουμε 0)1(' =h  (1). Όμως 

γβα +−= xxxh 23)(' 2  για κάθε Rx∈  οπότε 023)1(' =+−= γβαh . 

β. Επειδή 0)1(' =h  η συνάρτηση g γίνεται: ∫+=
x

dttfxg
α

)(3)( . Όμως η f συνεχής 
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στο ],[ βα , επομένως η g παραγωγίσιμη στο ],[ βα , άρα και συνεχής στο ],[ βα . 
Επίσης )(3)( βα gg == . Άρα από θεώρημα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον 

),(0 βα∈x  τέτοιο ώστε 0)(' 0 =xg . Δηλαδή η εφαπτομένη της γραφικής 
παράστασης της g στο σημείο ( ))(, 00 xgx  είναι παράλληλη στον άξονα  xx' . 

γ. Έχουμε: ∫+=
x

dttf
x

xg
α

)(13)( , ( 0>x ) ή ∫+=
x

dttfxxxg
α

)(3)(  ή παραγωγίζοντας:  

)(3)(')( xfxxgxg +=+  
Όμως 0)(' 0 =xg  άρα για 0xx =  έχουμε: 

)(3)(')( 0000 xfxgxxg +=+  ή )(3)( 00 xfxg +=  
 
 
 

93. Θεωρούμε συνάρτηση f ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
Δ με τιμές ),0( ∞+ . 
α. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  )()( 2 xnfxxg +−= , ∆∈x  στρέφει τα 
κοίλα άνω αν και μόνο αν: [ ] [ ]22 )(2)(')()('' xfxfxfxf +>  (1) 
β. Να δειχθεί ότι δεν μπορεί να είναι 0)0('')0(' == ff . 
 
α. Η g στρέφει τα κοίλα άνω, αν και μόνο αν 0)('' >xg  για κάθε ∆∈x . Όμως: 

)('
)(

1
2)(' xf

xf
xxg +−=  και 

[ ]2)(
)(')(')()(''2)(''

xf
xfxfxfxfxg −

+−=  ή  

[ ] [ ]
[ ]2

22

)(
)(')()('')(2)(''

xf
xfxfxfxfxg −+−

=  οπότε: 

[ ] [ ] [ ] [ ]2222 )(2)(')()(''0)(')()('')(20)('' xfxfxfxfxfxfxfxfxg +>⇔>−+−⇔>  
β. Αν ήταν 0)0('')0(' == ff  από (1) θα είχαμε: [ ] [ ] 0)0()0(200 22 <⇔+> ff  άτοπο. 
 
 
 

94. Να βρεθεί συνάρτηση g ορισμένη στο 







2
,0 π  που ικανοποιεί τις 

σχέσεις:  

xxg
x

xgxxg σϕ
ηµ

σϕ )(1)()(' 2 =+  και ( ) 20014/ =πg . 

 
Η δοθείσα σχέση γίνεται: 

( )⇔∈⇔=− 2/,0()()(')()(' πσϕσϕσϕ xxxgxxgxxg  

⇔=
′









⇔=

−
x
xg

x
xg

x
xxg

x
xxgxxg

σϕσϕσϕ
σϕ

σϕ
σϕσϕ )()()()(')()('

22  

Οπότε: xCe
x
xg

=
σϕ

)(  (1), 





∈

2
,0 πx  

Η (1) για 4/π=x  γίνεται: ( ) ( ) 4/4/ 4/
4/

4/ ππ π
σϕπ
π CegCeg

=⇔=  
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όμως ( ) 20014/ =πg  άρα: 4/
4/ 20012001 π

π

e
CCe =⇔=  

Οπότε η (1) γίνεται: xe
e

xg xσϕπ 4/

2001)( =  

 
 
 

95. α. Να βρείτε τη συνάρτηση f: R→∞+ ),0(  με συνεχή δεύτερη 
παράγωγο για την οποία ισχύουν ef += 2001)1( , ef =)1('  και 

∫∫ −=+
x

txt
x

dtetfedtetf
0

2

0

)(')(''5  (1) 

β. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. 
 
α. Αφού f΄΄ συνεχής στο ),0( ∞+=A , παραγωγίζοντας τη σχέση (1) έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )⇔=⇔=+⇔−= '')('')(')('')('')('' 222 xxxxxxxx eexfeexfexfexfeexf  
Ceexf xx += 2)(' , C σταθερά 

Για 1=x , η προηγούμενη σχέση γίνεται: 
0)1(' 22221 =⇔+=⇔+=⋅⇔+= CCeeCeeeCeef  

Άρα 1

2
2 )()'()(')(')(')(' Cexfexfexf

e
exfeexf xxx

x

x
xx +=⇔=⇔=⇔=⇔= , 1C  

σταθερά 
Συνεπώς για 1=x , η προηγούμενη σχέση γίνεται: 

20012001)1( 111 =⇔+=+⇔+= CCeeCef . Άρα 2001)( += xexf  
β. Έχουμε 0)'2001()(' >=+= xx eexf . Άρα η f γνησίως αύξουσα οπότε και ¨1-1¨ 
δηλαδή η f αντιστρέφεται και RAff →− )(:1 . 
Για να προσδιορίσουμε το )(Af  θεωρούμε την εξίσωση )(xfy =  και αναζητούμε 
τις τιμές y για τις οποίες η )(xfy =  έχει ως προς χ λύση στο ),0( ∞+=A . 
Η xx eyeyxfy =−⇔+=⇔= 20012001)(  (1) 
Η (1) έχει λύση όταν 200102001 >⇔>− yy  (2) 
Από (1) έχουμε: 

200212001)2001( >⇔>−⇔∈=− yyAxyn (3) 
Άρα )2001()(1 −=− ynyf   ή )2001()(1 −=− xnxf   και από (2), (3) ),2002()( ∞+=Af . 
Δηλαδή:  

Rf →∞+− ),2002(:1  με )2001()(1 −=− xnxf   
 
 
 

96. Θεωρούμε τη συνάρτηση γβα ++= xxxf 3)( 3  για την οποία ισχύουν: 
Α. Η fC  διέρχεται από το σημείο Α(0,2). 
Β. Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της γραφικής 
παράστασης fC  της f στο 10 =x  είναι 4. 

Γ. 
4
29)(

2

1

=∫ dxxf  
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α. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα ∫ −
4

2

1 )( dxxf   

β. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου ο οποίος διέρχεται από το σημείο 
Α(1,1), έχει ακτίνα ρ=10 και το κέντρο του είναι σημείο της εφαπτομένης 
της γραφικής παράστασης της f στο σημείο ( ))0(,0 f . 

γ. Αν R
t

tytxttyx
t

∈
−

+−−+

→ 1
301814)( 222

1
lim  (1), να αποδείξετε ότι τα χ, y 

ανήκουν σε έναν από τους κύκλους του ερωτήματος β. 
 
α. Έχουμε fCA ∈)2,0(  άρα: 22)0( =⇔= γf . Έχουμε 4)1(' =f  αλλά 

3
34343433)1('33)(' 2 αβαββαβα −

=⇔−=⇔=+=⇔+= fxxf  (1) 

Άρα 2)34()( 3 +−+= xxxf αα . Οπότε το ολοκλήρωμα γίνεται: 

( ) ⇔=







+

−
+⇔=+−+∫ 4

292
2

)34(
44

292)34(
2

1

242

1

3 xxxdxxx αααα  

⇔=−+−−+−+⇔=−
−

−−+−+ 2986816243216
4
292

4
68

4
4684 αααααααα

129323 =⇔=+− αα  

Οπότε η (1) γίνεται 
3
1

=β . Άρα 2)( 3 ++= xxxf . 

Έχουμε 013)(' 2 >+= xxf  για κάθε Rx∈  οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο R 
άρα και ¨1-1¨ επομένως αντιστρέφεται. Θέτουμε xufuxf =⇔=− )()(1  (2) οπότε 

duufdx )('=  
Για 2=x  η (2) γίνεται: 

00)1(022 233 =⇔=+⇔=+⇔++= uuuuuuu  
Για 4=x  η (2) γίνεται: 

⇔=−−+⇔=−+⇔++= 0110224 333 uuuuuu  
⇔=−+++−⇔=−+− 0)1()1()1(0)1()1( 23 uuuuuu  

⇔=++−⇔=+++− 0)2()1(0)11()1( 22 uuuuuu  
1=⇔ u  ( 022 ≠++ uu  αφού 0<∆ ) 

Άρα: =+=++=== ∫∫∫∫∫ −− duuuduuuuduuufduufuffdxxf )13()'2()(')('))(()(
1

0

2
1

0

3
1

0

1

0

1
4

2

1  

4
5

2
0

4
0

2
1

4
3

24
3

1

0

24

=





 +−






 +=








+=

uu  

β. Βρήκαμε 2)( 3 ++= xxxf , άρα 13)(' 2 += xxf , οπότε 2)0( =f  και 1)0(' =f . 
Άρα η εξίσωση εφαπτομένης της fC  στο σημείο ( ))0(,0 f  είναι: 

2:2)0()0(')0( +=⇔=−⇔−=− xyxyxffy ε  (1) 
Έστω 222 )()( ρβα =−+− yx  η εξίσωση του κύκλου C με κέντρο ),( βαΚ  και ρ=10. 
Επειδή 2)(),( +=⇔∈Κ αβεβα  (2) 
Επειδή 100)1()1()1,1( 22 =−+−⇔∈ βαCA  (3) 
Από (2) και (3): ( )9,7 == βα  ή ( )5,7 −=−= βα . 
Άρα έχουμε δύο κύκλους με εξισώσεις: 
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100)9()7(: 22
1 =−+− yxC  

100)5()7(: 22
2 =+++ yxC  

γ. Επειδή 01lim
1

=−
→

t
t

 και το όριο του πηλίκου (1) είναι πραγματικός αριθμός 

θα ισχύει: 
[ ] 03018140301814)( 22222

1
lim =+−−+⇔=+−−+

→

yxyxtytxttyx
t

 

100)9()7(... 22 =−+−⇔⇔ yx  που είναι ο κύκλος 1C . 
 
 
 

97. α. Θεωρούμε την εξίσωση 023 =+++ γβα xxx  (1) όπου R∈γβα ,,  με 
βα 32 < . Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση (1) έχει μια απλή πραγματική ρίζα 

και δύο μιγαδικές. 

β. Αν f, g είναι συνεχείς συναρτήσεις και ισχύει: ∫∫ ≥
xx

dttgdttf
00

)()(  για κάθε 

Rx∈ , να αποδειχθεί ότι: )0()0( gf = . 
 
α. Έστω η συνάρτηση γβα +++= xxxxf 23)( . Η f ως πολυώνυμο περιττού βαθμού 
έχει μία τουλάχιστον ρίζα ρ στο R. Όμως: 023)(' 2 >++= βαxxxf  για κάθε Rx∈ . 
Αφού α=3>0 και 0)3(4124 22 <−=−=∆ βαβα  (αφού 033 22 <−⇔< βαβα ) 
Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα, οπότε η f δεν έχει άλλη πραγματική ρίζα. Η ρίζα 
ρ είναι απλή, διότι αν ήταν τουλάχιστον διπλή θα είχαμε: )()()( 2 xxxf πρ−=  για 
κάθε Rx∈  και  

)(')()()(2)(' 2 xxxxxf πρπρ −+−=  για κάθε Rx∈ , οπότε για 
0)(')()()(2)(': 2 =−+−== ρπρρρπρρρρ fx  άτοπο αφού 0)(' >xf  για κάθε Rx∈

. Επομένως η f έχει μία μόνο πραγματική ρίζα απλή και εφ’ όσον είναι τρίτου 
βαθμού έχει στο C τρεις ρίζες, οπότε οι άλλες δύο είναι μιγαδικές. 

β. Έχουμε: ∫ ∫≥
x x

dttgdttf
0 0

)()(  για κάθε Rx∈ , οπότε ∫ ∫ ≥−
x x

dttgdttf
0 0

0)()(  για κάθε 

Rx∈ . Έστω η συνάρτηση  ∫ ∫ ≥−=
x x

dttgdttfxh
0 0

0)()()( , )0()( hxhRx ≥⇔∈  

αφού ∫∫ =−=
0

0

0

0

0)()()0( dttgdttfh . 

Άρα η h παρουσιάζει στο 0 ελάχιστο το )0(h . Όμως f, g συνεχείς άρα η h είναι 
παραγωγίσιμη με )()()(' xgxfxh −=  και επειδή το 0 είναι εσωτερικό σημείο από 
θεώρημα Fermat έχουμε 0)0(' =h . Όμως )()()(' xgxfxh −=  για κάθε Rx∈  οπότε 

0)0()0()0(' =−= gfh  ή )0()0( gf =  
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98. Εστω IR
x

2
5

e2x3x2x2
2

x

0x
lim ∈γ=

−συν+ηµ⋅β+συν⋅α

→

και η παραγωγίσιμη 

συνάρτηση f με )2000(f0)1999(f)1999('f0)x(f)x(''f =δ⇒===+  , αν   
α+β+γ+δ+ν=0 να δείξτε ότι για την x2 e)1x()x(g κ−=  η εξίσωση 0)x('g =  έχει 
ακριβώς μία ρίζα στο (-ν, ν) ομόσημη του κ. 
 

Είναι  R
x

2
5

e2x3x2x2
2

x

0x
lim ∈γ=

−συν+βηµ+ασυν

→

 

Επειδή 1)2322(lim
0

−=−++
→

ασυνβηµασυν x

x
exxx  και 0x

2
5 2

0x
lim =

→

 

Αν 01 ≠−α  τότε ±∞=Π
→

lim
0x

 ή δεν υπάρχει το όριο άρα α=1. 

x5
e2x33x22x22 x

0x

%

0x
limlim −ηµ−βσυν+αηµ−

=Π
→→

22)e2x33x22x22( x

0x
lim −β=−ηµ−βσυν+αηµ−

→

 και  0x5lim
0x

=
→

 

Αν 1≠β  ή ±∞=Π
→

lim
0x

 δεν υπάρχει το όριο. Άρα β=1 

γ=−=
−−−

=
−συν−βηµ−ασυν−

=Π
→→

3
5

294
5

e2x39x24x24 x

0x

%

0x
limlim  

Είναι   0)x(f)x(''f =+ 0)x(f)x('f2)x(''f)x('f2 =+⇒ 0)]'x(f[]'))x('f[( 22 =+⇒  
0)]'x(f)x('f[ 22 =+⇒ c)x(f)x()'f( 22 =+⇒ (1) 

Για x=1999 η (1) ⇒c=0          0)x(f0)x(f))x('f( 22 =⇒=+     τότε   δ=0 
Επειδή α+β+γ+δ+ν=0  τότε  ν=1. 
Είναι  g(-1)=0  g(1)=0    Από Θ. Rolle  υπάρχει )1,1(x1 −∈   0)x('g 0 =  

)x2x(ee)1x(ex2)x('g 2kxx2x κ−+κ=−κ+= κκ , Δ=4+4κ2>0 άρα έχει δύο ρίζες χ1 ,χ2 με 

)1,1(x1x1
x

11x,
x

1x1xx1P 22
2

1
2

121 −∉⇒>⇒<
−

⇒<
−

=⇒−=⇒−=
α
γ

=  άρα η ρίζα 

μοναδική 

και 
k
2

x
1x

k
2

x
1x

k
2xx

k
2S

1

2
1

1
121

−
=

−
⇒

−
=−⇒

−
=+⇒

−
=

α
β

−= , επειδή 01x2
1 <− , ο χ1 

ομόσημος του κ. 
 
 
 

99. Να βρεθεί η παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει 
]xx)x(f[x1exx)x('f x2 ηµ+συν+ηµ−+συν=συν  και  f(0)=2001. 

  
Eιναι    ]xx)x(f[x1exx)x('f x2 ηµ+συν+ηµ−+συν=συν  
⇔ xxx1ex)x(fxx)x('f 2x2 ηµ−συνηµ−+συν=ηµ+συν  

⇔
x

x1e
x

)x(fxx)x('f x
2 συν

ηµ
−+=

συν

ηµ+συν
⇔ [ ]′συν++=

′






συν

xlnxe
x
)x(f x  
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⇔ [ ] cxlnxe
x
)x(f x +συν++=




συν

 για χ=0, [ ] c0ln0e
0
)0(f 0 +συν++=




συν

⇔ c=2000 

Tοτε  x2000xlnxxxxe)x(f x συν+συνσυν+συν+συν=  
 
 

100. Δίνεται  η συνάρτηση f με f2000(χ)+2f(χ)-2χ-1=0 για κάθε χεR να 
δείξτε ότι η f αντιστρέφεται και να  βρεθεί η αντίστροφη της. Βρείτε τα 
σημαία τομής τους αν υπάρχουν των γραφικών τους παραστάσεων των f 
και f-1, καθώς και το εμβαδό Ε του χωρίου που περικλείεται από τις 
γραφικές παραστάσεις των f και f-1. 
Αν Ω={0,1,2,3,…, 2001Ε} ένας δειγματικός χώρος με ισοπίθανα 
στοιχειώδη ενδεχόμενα να βρεθεί η πιθανότητα του ενδεχομένου η 
ευθεία ψ=2χ+α να τέμνει την παραβολή ψ2=2000χ με αεΩ. 
 
Έστω x1, x2 R∈  με f(x1)=f(x2)   (1) 
Tότε  )x(f)x(f 2

2000
1

2000 =     και    )x(f2)x(f2 21 =   
Ετσι   )x(f2)x(f)x(f2)x(f 22

2000
11

2000 +=+ 1x21x2 21 +=+⇒  21 xx =⇒   Άρα f 1-1 
Οπότε υπάρχει f-1 
Θέτω )(xfy =  

01x2)x(f2)x(f 2000 =−−+ x21y2y2000 =−+⇔
2

1y2yx
2000 −+

=⇔ . Άρα 
2

1x2x)x(f
2000

1 −+
=−  

Επειδή η f-1 σαν πολυωνυμική είναι συνεχής άρα και η f συνεχής. 
Τα κοινά σημεία του Cf , Cf-1  βρίσκονται στην y=x . επειδή είναι συμμετρικά ως 
προς αυτή άρα από τη λύση  

του συστήματος 




=
= −

xy
)x(fy 1

  προκύπτει  

1x1xx
2

1x2xx)x(f 2000
2000

1 ±=⇔=⇔=
−+

⇔=−  

Άρα τα κοινά σημεία (1, 1) ,  (-1, 1) 
Το ζητούμενο εμβαδόν είναι διπλάσιο του  
εμβαδού που περικλείεται από Cf-1 και y=x  
και επειδή δεν γνωρίζουμε ποια βρίσκεται  
υπεράνω της άλλης θα πάρουμε το εμβαδό  
απολύτως

[ ] ( )
2001
4000

2001
1

2
122)(2

1

1

20011

1

20001

1

20001

1

1 =







−=−=








−

−+
=−=

−
−−−

− ∫∫∫ xxdxxdxxxxdxxxfE  

Τότε Ω={0, 1, 1, …, 2001Ε}={0, 1, 2 , …, 4000} 
Η y=2x+α πρέπει να τέμνει την y2=2000x, αρα το σύστημα των εξισώσεων να έχει 

δύο λύσεις 




=

α+=

x2000y

x2y
2

  

Τότε x2000)x2( 2 =α+ 0x2000x4x4 22 =−α+α+⇔ 0x)20004(x4 22 =α+−α+⇔  
Ετσι 044)20004(0 22 >⋅⋅−−⇔>∆ αα 04)500(4 2222 >α−−α⇔

05002500 222 >α−⋅α⋅−+α⇔ 25050025002 <α⇔⋅α⋅>⇔  τότε  { }249,...,1,0∈α  και η 
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πιθανότητα  
4001
250

=Ρ  

 
101.  

Eστω γ,αεR με γ<α οι τετμημένες των σημείων που η f παρουσιάζει 
τοπικά ακρότατα με ψ=f(χ) και χ=et+2t-et , ψ=2t3-3t2, ενώ κ το ολικό 

ελάχιστο του γ.τ των τοπικών ακροτάτων της g με g(χ)=λeχ-χ, λ
e
1

≥  και 

αχ+βχ ≥2 για κάθε χεR. 
Αν  0)2004()(2 =++−+ γκαγγ zz  ισχύει  h(α)z1821+h(κ)z2004β+2=0, όπου h  μια 
παραγωγίσιμη συνάρτηση στο R, τότε η γραφική παράσταση της h’ και η 
διχοτόμος του 1ου και 3ου τεταρτημορίου έχουν ένα τουλάχιστον κοινό 
σημείο στο (κ,α). 
Ενώ υπάρχει ρε(κ,γ) :  3[Ρ(Α)-Ρ(Β)]ρ2=2[Ρ(Β’)-Ρ(Α’)]ρ, με Α,Β ενδεχόμενα 
του δειγματικού χώρου Ω. 

Aν η 






>
−
−

≤+
=

1,
1

1
1,4

)(
x

x
x

xux
xQ είναι συνεχής τότε η παραγωγίσιμη συνάρτηση F 

δεν έχει τοπικά ακρότατα αν ισχύει αF2004(x)+ u x=2004 
 

t6t6)t3t2(
dt
dy 223 −=′−=  

0e2e)ett2e(
dt
dx tt >−+=′−+=  

e2e
t6t6

dt
dx
1

dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy)x(f t

2

−+
−

=⋅=⋅==′          

αν t=0 τότε x=1 
αν t=1 τότε x=2 
H f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο x=1, ενώ παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 
x=2.     Άρα γ=1 και α=2. 
Είναι xe)x(g x −λ=  ,   1e)x('g x −λ= ,    λ−>⇔>−λ lnx01ex  
Aρα στο x=-lnλ η g παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το  

λ+=λ−⇒λ+λ=λ− λ− ln1)ln(glne)ln(g ln  , άρα παρουσιάζει  ακρότατο στο (-lnλ, 

1+lnλ) και ο γ.τ  αυτού του σημείου είναι Μ(χ,ψ) 




−=⇒λ+=
λ−=

x1yln1y
lnx  και επειδή 

0y1x
e
1lnln

e
1

≥⇔≤⇔≥λ⇔≥λ  άρα το Μ βρίσκεται σε ημιευθεία ενώ το ολικό 

ελάχιστο του γ.τ των τοπικών ακροτάτων της g είναι κ=0. 
Θέτω: φ(x)=αχ+βx-2, ββ+αα=ϕ′ nn)x( xx   





=ϕ
≥ϕ

0)0(
0)x(   Άρα η φ παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο χ=0, οπότε τοπικό ακρότατο. 

 Άρα από Θεώρημα Fermat είναι φ΄(0)=0

2
12nn0n2n0nn =β⇒−=β⇒=β+⇒=β+α⇒   

Άρα ο 1.....101 322 −==⇒−=⇔=+− zzzzz  

                                    
 
 
 
 
                                                                    

 t          -∞               0                   1                 +∞  
 
f ’(t)            +                    -                     + 
 
f(t) 
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Άρα έχουμε   h(α)z1821+h(κ)z2004β+2=0 ⇔ 02)()0()()2( 33436073 =++ zhzh  
2)0()2(02)2()0( +=⇒=+−⇔ hhhh  

Για να έχει η γραφική παράσταση της h’ και η διχοτόμος του 1ου και 3ου 
τεταρτημορίου ένα τουλάχιστον κοινό σημείο στο (κ,α)=(0,2) πρέπει 

xxh
xy

xhy
=⇒





=
=

)('
)('

 

Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει ένα )2,0(∈λ  έτσι ώστε h΄(λ)=λ 

Θεωρώ συνάρτηση 
2
x)x(h)x(I

2

−=  

Η Ι συνεχής στο [0,2] και παραγωγίσιμη με Ι΄(χ)=h΄(χ)-χ 

)2(I)0(I
)0(h22)0(h2)2(h)2(I

)0(h)0(I
=⇒





=−+=−=
=  

Άρα από Θεώρημα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον )2,0(∈λ  έτσι ώστε Ι΄(λ)=0⇔  
h΄(λ)=λ 
Θεωρώ συνάρτηση ( ) ( ) 23 x)A('P)B('Px)B(P)A(P)x( −−−=ϕ  
Η φ συνεχής στο [0,1]  
Η φ παραγωγίσιμη στο (0,1) με [ ] [ ]x)A('P)B('P2x)B(P)A(P3)x(' 2 −−−=ϕ  

)1()0(
0)1(
0)0(

ϕ=ϕ




=ϕ
=ϕ  

Άρα από Θεώρημα Rolle υπάρχει ένα )1,0(∈ρ  έτσι ώστε 
[ ] [ ] 0)A('P)B('P2)B(P)A(P30)(' 2 =ρ−−ρ−⇔=ρϕ  

Επειδή η Q είναι συνεχής στο π.ο θα είναι και στο χ=1 τότε 
)1()()( limlim

11

QxQxQ
xx

==
+− →→

 

Είναι 4)4()( limlim
11

+=+=
→→ −

uuxxQ
xx

, 2....
1

1)( limlim
11

==
−
−

=
→→ + x

xxQ
xx

, Q(1)=u+4 

Tότε  u+4=2  άρα  u=-2 
Έστω ότι στο χ0 έχει Τ.Α. τότε F΄(χ0)=0  02)()(2000)( 1999 =−′⇒Σ xFxF  
Για χ=χ0  -2=0   άτοπο. Άρα δεν έχει Τ.Α. 
 
 
 

102. Αν 1ee xxx2 −α≥−  Rx∈∀ , α>0 και 2000xx
2
1)x(g)x(f 2x22 +−−α=−  με f,g 

παραγωγίσιμες να δείξτε ότι δεν υπάρχει *
0 IRx ∈  ώστε οι εφαπτόμενες 

στα σημεία ( ))x(f,xM 00  και ( ))x(g,xN 00  να είναι παράλληλες προς την ευθεία 
1821y = . 

 
Θεωρώ συνάρτηση 1ee)x(g xxx2 +α−−=   

Είναι )0(g)x(g
0)0(g
0)x(g

≥




=
≥  Άρα στο 0x =  η g παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο.  

Άρα από Θ. Fermat θα ισχύει 0)0(g =′  , αα−−=′ nee2)x(g xxx2   
0)0(g =′ e1n0n10n12 =α⇔=α⇔=α−⇔=α−−⇒   

Έστω ότι είναι παράλληλες οι εφαπτόμενες των Cf , Cg στο x0 στην ευθεία y=1821 
θα πρέπει f΄(x0)=0 και g΄(x0)=0 
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Είναι 1xe)x(g)x(g2)x(f)x(f22000xx
2
1e)x(g)x(f x2x22 −−=′−′⇒+−−=−  (1) 

Για x=x0  , (1) 1xe1xe0 0
x

0
x 00 +=⇔−−=⇒  άτοπο γιατί 

Έστω η F με 1xe)x(F x −−=  στο R  1e)x(F x −=′  
*Rx∈∀  ισχύει 1xe01xe0)0(F)x(F xx +>⇒>−−⇒=>   

Άρα άτοπο δεν υπάρχει *
0 IRx ∈ . 

 
 
 

103. Έστω η παραγωγίσιμη f στο [α,β] με f΄΄(χ)>0 και F μια αρχική της f  

και  F(α)=0 δείξτε ότι )(F
2

f)( β≤





 β+α

α−β  

 
Είναι F΄(x)=f(x) 

Έστω h με )x(F
2

xf)x()x(h −





 +α

α−=  

)x(f
2

xf
2

)x(
2

xf)x(F
2
1

2
xf)x(

2
xf)x(h −






 +α′α−

+





 +α

=′−





 +α′α−+






 +α

=′  (1) 

Στο 



 +α x,

2
x  εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. στη f. 







 +α

∈κ∃ x,
2

x : )(
22

)(

2

)(
2)( xfxfxf

xx

xfxf
f −






 +

=
−′⇒

−
+

−





 +

=′ αακ
α

α

κ  

(1) 0)(f
2

xf
2

x)(f
2

x
2

xf
2

x)x(h <







κ′−






 +α′α−

=κ′
−α

+





 +α′α−

=′⇒  

γιατί ⇒>′′ 0)(xf f ΄ γνησίως αύξουσα 

Τότε  )(f
2

xf
2

x
κ′<






 +α′⇒κ<

+α  έτσι h γνησίως φθίνουσα 

)()(0)()()( ββαβα hxhhxhhx ≥≥⇒≥≥⇒≤≤  άρα 

)(
2

)(0)( β
βα

αββ Ffh ≤





 +

−⇒≤  

 
 
 

104.  Εστω η συνάρτηση 2004x2x
1822

x21
2005
x)x(R 2

18222005

++α+−= β  η οποία 

παρουσιάζει στο χ=1 τοπικό ακρότατο 

και η φ με 2000e
4
k7e

2
k7)( 7

x
14

3x

+−=χφ
−

+
−

,κ>0 που στο χ=α παρουσιάζει ολικό 

μέγιστο και x
1

ex)()x(g β−α= , ποια η πλάγια ασύμπτωτη της g στο ∞+ . 

Αν 






=

≠
−=

0x,1

0x,
1e

x
)x(h x  να δείξτε ότι η h είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα 

 x          -∞              0                        +∞                  
 
F’(x)               -                     + 
 
F(x) 
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στο R και   α(eβ-1)<β(eα-1). 
 
Είναι  2x2x21x)x('R 18212004 +α+−= β  και επειδή στο χ=1 παρουσιάζει τοπικό 
ακρότατο τότε 90222110)1('R =α⇔=+α+−⇔= ββ  (1) 

2000e
4
A7e

2
A7)x( 7

x
14

3x

+−=Φ
−

+
−

,  











+−=Φ′

−
+

−
7
x

14
3x

ee
28
A7)x(  

3x0)x( <⇔>Φ′ . Άρα α=3 
Τότε (1) 293 =β⇔=⇔ β  

x
1

x
1

ex)x(gex)23()x(g =⇔−=  

Πλάγια ασύμπτωτη στο ∞+    λ====
+∞→+∞→+∞→

1e
x
ex

x
)x(g x

1

x

x
1

xx
limlimlim  

( )






















−⋅=










−=λ−

+∞→+∞→+∞→

1exxexx)x(g x
1

x

x
1

xx
limlimlim  

β=+==
−

⋅−
=

−
=

+∞→+∞→+∞→

1

x
1

x
1e

x
1

1e limlimlim
x

2

2
x
1

x

x
1

x
 

Άρα 1+=⇔+= xyxy βλ  η πλάγια ασύμπτωτη 
Για να είναι συνεχής πρέπει )0(h)x(h)x(h limlim

0x0x

==
+− →→

,  

1
e
1

1e
x)x(h x

0x

%

x
0x0x

limlimlim ==
−

=
→→→ −

 

1)0(h =   Άρα η h συνεχής στο 0x =  

Αν *Rx∈   2x

xx

)1e(
ex1e)x(h

−
−−

=′  

Έστω η xx ex1e)x( −−=Φ  στο R, 
xxxx xeexee)x( −=−−=Φ′  *Rx∈∀    

0)0()x( =Φ<Φ 0)x(h0ex1e xx <′⇒<−−⇒   h γνησίως φθίνουσα στο R. 

Είναι β=2<3=α )1e()1e(
1e1e

)(h)(h −α>−β⇒
−
α

>
−
β

⇔α>β⇒α<β⇒ βα
αβ  

 

105. Δίνεται η f με xexxxf −++=
2

1)(
2

 ορισμένη στο ),0[ ∞+ . Να βρεθεί το 

εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC , 'xx , 0=x , 1=x . 
 

xexxf −+= 1)(' , xexf −= 1)(''  
01010)('' <⇔<⇔>−⇔> xeexf xx  άτοπο ),0[ ∞+∈x  

),0[ ∞+∈∀ x  fxffxfx ⇒≤⇒≤⇒≥ 0)(')0(')('0  γνησίως φθίνουσα 
),0[ ∞+∈∀ x  0)()0()(0 ≤⇒≤⇒≥ xffxfx  

 x          -∞               3                   +∞                  
 
Φ’(x)               +                     - 
 
Φ(x) 
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Τότε ...
622

1)(
1

0

321

0

21

0

=







−++−=








−++−=−= ∫∫ xx exxxdxexxdxxfE  

 
106. Αν f ορισμένη στο IR  και 1)()(' −=− xxfxf  IRx∈∀  να βρεθεί το 

εμβαδό που περικλείεται από την fC , 'xx , 0=x , 1=x  αν 1)0( =f . 
 
Είναι 

( ) xecxxfxxfxxfxxfxfxxfxf ⋅=+⇔+=′+⇔+=+⇔−=− )()()()(1)('1)()('  
xecxf x −⋅=⇔ )(  

1101)0( 0 =⇔=−⋅⇔= cecf  άρα xexf x −=)(  
1)(' −= xexf  

IRx∈∀  0)()0()( ≥⇒≥ xffxf  

Τότε ...
2

)()(
1

0

21

0

1

0

=







−=−== ∫∫

xedxxedxxfE xx  

 
 

107. Έστω f δύο φορές παραγωγίσιμη στο ),0[ ∞+  με 5)1( =f , 10)2( =f , 

0)0( =f , ∫ =
2

1

7)( dxxf  και f΄ γνησίως αύξουσα. Έστω η g στο ),0[ ∞+  με 

)()(')( xfxfxxg −⋅= . Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται 
από την gC , 'xx , 1=x , 2=x . 
 
Είναι )('')(' xfxxg ⋅=  0≥x  ),0[ ∞+∈∀ x , 'f  γνησίως αύξουσα 0)('' >⇒ xf  
Τότε gxg ⇒≥ 0)('  γνησίως αύξουσα στο ),0[ ∞+ . 
Αν 0)()0()0('0)0()(0 ≥⇒−⋅=≥⇒≥ xgffgxgx  

Τότε [ ] ∫∫∫∫ −=−==
2

1

2

1

2

1

2

1

)()(')()(')( dxxfdxxfxdxxfxfxdxxgE  

[ ] [ ] [ ] ..177511027)()1(1)2(27)()'()(
2

1

2

1

2
1 µτ=−−⋅−⋅=−−−=−−= ∫∫ dxxfffdxxfxxfx  

 
108. Έστω η xexf =)( . Να βρεθεί η εφαπτόμενη (ε) της fC  που περνά από 

αρχή αξόνων. Ποιο το εμβαδόν από fC , (ε) και θετικούς ημιάξονες. 
 
Έστω fCyxM ∈),( 00 , (ε): )()()(')( 0000

00 xxeeyxxxfxfy xx −=−⇔−=−  

1)0(0)0,0( 00
00 =⇔−=−⇔∈ xxeeO xxε   

ey =0  ),1( eM  
ε: )()1( xgxeyxeey =⋅=⇔−=−  

]1,0[∈∀ x  )()( xgxf ≥  

[ ] ∫∫ −=−=
1

0

1

0

)()()( dxexedxxgxfE x  

 

  x      -∞            0           +∞  
 
f’(x)           -                 + 
f(x) 

 
                                                              ε 
 
                                        Μ 
 
 
                 O 



 

222 Επιλεγμένα θέματα   Σώλος Γιάννης Σελίδα 60 
 

60 

109. Έστω η nxxf l=)( . Να βρεθεί η εφαπτόμενη (ε) της fC  που περνά 
από αρχή αξόνων. Ποιο το εμβαδόν από fC , (ε) και θετικούς ημιάξονες. 
 

Έστω fCyxM ∈),( 00 , (ε): )(1)()(')( 0
0

0000 xx
x

nxyxxxfxfy −=−⇔−=− l  

exx
x

nxO =⇔−=−⇔∈ 00
0

0 )0(10)0,0( ε  

10 =y  )1,(eM  

ε: )(1)(11 xgx
e

yex
e

y ==⇔−=−  

 

[ ] ∫ ∫∫∫ 



 −+=−+=

1

0 11

1

0

11)()()(
ee

dxnxx
e

dxx
e

dxxfxgdxxgE   

 
110. Έστω η 22)( xxf = . Να βρεθεί η εφαπτόμενη (ε) της fC , εκτός από 

τον 'xx , που περνά από το 





 0,

2
1A . Ποιο το εμβαδόν από fC , (ε) και 

θετικούς ημιάξονες. 
 
Έστω fCyxM ∈),( 00 , (ε): )(42)()(')( 00

2
0000 xxxxyxxxfxfy −=−⇔−=−  





==
=

⇔





 −=−⇔∈

)2,1(21
.0

2
1420

00

0
00

2
0 Myx

x
xxxA

απορ
ε  

ε: )(24)1(42 xgxyxy =−=⇔−=−  

[ ] [ ]∫∫∫∫ −−+=−+=
1

2/1

2
2/1

0

2
1

2/1

2/1

0

)24(22)()()( dxxxdxxdxxgxfdxxfE  

 

111. Δίνεται η f με 
2

1)(
2 −

=
xxf  και η ευθεία (ε): 2+= xy λ . Να βρεθεί ο λ>0 

ώστε η fC  να τέμνεται από την (ε) σε δύο σημεία ώστε το εμβαδόν του 
χωρίου που περικλείεται να είναι 18. 
 
Οι συντεταγμένες των Α, Β από τη λύση του συστήματος 

052
2

2
1

2

2

=−−⇔






+=

−
= xx

xy

xy λ
λ

 οι ρίζες της είναι οι τετμημένες α, β των Α, Β τότε 

λβα 2=+=S , 5−=⋅= βαP  
1042)( 2222 +=−+=+ λαββαβα , 

522042044)()( 22222 +=−⇒+=−⇒+=−+=− λαβλαβλαβαβαβ . Έστω 
2)( += xxg λ , )()( xfxg ≥  ],[ βα∈∀ x  

Πρέπει [ ] 18
2

1218)()(18
2

=






 −
−+⇔=−⇔= ∫ ∫ dxxxdxxfxgE

a

β

α

β

λ  

 
                               Μ 
 
 
        Ο           Α 

 
 
 
                                                   ε 
                                               Μ 
 
 
                      Ο             Α 
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18
6

32
2

32

=






 −
−+⇔

β

α

λ xxxx  

18)3(
6
12)(

2
)( 22 =



 −++−++⋅−⇔ ααββαβλαβ

353)5(318)5(52 232/3222 =+⇔=+⇔⋅=+⋅+⇔ λλλλ  
2495 22 ±=⇔=⇔=+⇔ λλλ  άρα 2=λ  γιατί 0>λ . 

 
 

112. Αν xxfxf ηµ=− )()('  IRx∈∀ , 
2
3)0( −=f  να βρεθεί το εμβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από την fC , 'xx , 0=x , 
2
π

=x . 

 

Είναι ( ) xeexfxeexfexfxxfxf xxxxx ηµηµηµ −−−−− =
′

⇒=−⇒=− )()()(')()('  

( ) ( )∫ ∫ ∫ ⇒
′

−=⇒=
′

⇒ −−−− ...)()( xdxeexfxdxedxexf xxxx ηµηµ  

x
x

x cexxxfcxxeexf ++−=⇒++−=⇒
−

− )(
2
1)()(

2
)( συνηµσυνηµ  

1
2
3)0( −=⇔−= cf   xexxxf −+−= )(

2
1)( συνηµ ,  0)( ≤xf  



∈∀

2
,0 πx  

Τότε ∫ ∫ =



 −+−−=−=

2/

0

2/

0

...)(
2
1)(

π π

συνηµ dxexxdxxfE x  

 
113. Αν xxxfxf συνσυν =+ )()(' , 2)0( =f   να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου 

που περικλείεται από την gC , 'xx , 0=x , 
2
π

=x  όπου xxfxg συν⋅= )()( . 

 
Είναι 

[ ] [ ]′=
′

⇒=+⇒=+ xxxxx eexfexexfexfxxxfxf ηµηµηµηµηµ συνσυνσυνσυν )()()(')()('  
xxx ecxfceexf ηµηµηµ −⋅+=⇒+=⇒ 1)()( , 12)0( =⇔= cf ,  xexf ηµ−+= 1)(  

Είναι 0)()1()()( ≥⇒+=⋅+== −− xgexxxexxfxg xx ηµηµ συνσυνσυνσυν  



∈∀

2
,0 πx  

Τότε ( ) [ ]∫ ∫ =−=+== −−
2/

0

2/

0

2/
0 ...)(

π π
πηµηµ ηµσυνσυν xx exdxexxdxxgE  

 
114. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC , 'xx

, 1=x , ex =  με 2

)()(
x

xgxf =  όπου xxeg x συνηµ +=)('  Rx∈∀  1)1( =g .  

 
Είναι 

[ ] ( ) cxeegxeexexexxeegeg xxxxxxxxx +=⇒
′

=+=+==
′

ηµηµσυνηµσυνηµ )()()'()(')(  
Για 0=x  1)1(0)( 00 =⇒=⇒+= ccgceeg ηµ , 1)( += xeeg xx ηµ  Θέτω 

 
 
 
                                             ε   
 
                   Ο                 Β 
 
 
            Α 
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ωω nxe x =⇔=  

1)( += ωηµωω ng  . Τότε 22

111)(
x

nx
xx

nxxxf +=
+

= 
 ηµηµ . Είναι 0)( >xf  ],1[ ex∈∀ . 

[ ] ...1)( 1
1

1

2

1

=−−=



 +== −−∫∫

e
ee

xnxdxxnx
x

dxxfE  συνηµ  

 
115. Έστω η f που σε κάθε σημείο ),( 00 yxM  της fC  η εφαπτόμενη έχει 

σ.δ. 0)1( 0
2

0
xexx ++ . Αν 2)0( =f  να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου από fC , 

'xx , 0=x , 4=x . 
 
Στο Μ της fC  η εφαπτόμενη (ε) έχει σ.δ. 0)1()(')(' 0

2
000

xexxxfxf ++=⇒=λε  
IRx ∈∀ 0  

Άρα ∫ ∫ ⇒++=⇒++= dxexxdxxfexxxf xx )1()(')1()(' 22  

∫ ++−=⇒⇒++= cexxxfdxexxxf xx )2()(...)'()1()( 22  

Είναι 02)0( =⇔= cf  άρα xexxxf )2()( 2 +−= , 0)( >xf  IRx∈∀  

∫∫∫ =′+−=+−==
4

0

2
4

0

2
4

0

...)()2()2()( dxexxdxexxdxxfE xx  

 
116. Δίνεται η f με 43)( 23 +−= xxxf . Δείξτε ότι παρουσιάζει δύο σημεία 

τοπικών ακροτάτων και ένα σημείο καμπής και ότι τα τρία σημεία είναι 
συνευθειακά. Αν ε η ευθεία που ορίζουν τότε να βρεθεί το εμβαδόν του 
χωρίου που σχηματίζεται από (ε) και fC . 
 
Π.Ο. f A=R, xxxf 63)(' 2 −= , 66)('' −= xxf  
Άρα η f παρουσιάζει Τ.Α. στα Κ(0,4), λ(2,0) και Σ.Κ. στο Μ(1,2) 

2
20
04

−=
−
−

=
−
−

=
ΛΚ

ΛΚ
ΚΛ xx

yy
λ , 2

10
24

−=
−
−

=
−
−

=
ΜΚ

ΜΚ
ΚΜ xx

yy
λ , ΚΛ παράλληλη ΚΜ⇒  

Κ, Λ, Μ συνευθειακά  
ε:  42)0(24)( +−=⇔−−=−⇔−=− ΚΚΛΚ xyxyxxyy λ , 42)( +−= xxg  
Έστω η h με xxxxgxfxh 23)()()( 23 +−=−=                 

[ ] [ ] ...)()()()(
2

1

1

0

=−−−= ∫∫ dxxgxfdxxgxfE  

 
117. Δίνεται η f με 2)( 23 +++= xxxxf βα  ώστε η γραφική παράσταση fC  

εφάπτεται στον 'xx  έχει σημείο καμπής στο 0=x . Να βρεθεί το εμβαδόν 
του χωρίου από fC , 'xx , 3−=x , 2=x . 
 
Π.Ο. f A=R, βα ++= xxxf 23)(' 2 , α26)('' += xxf   
Στο 0=x  Σ.Κ. άρα 00)0('' =⇔= αf  
Έστω )0,( 0xM  της fC  που εφάπτεται στον 'xx  τότε 

           0             1               2 
 
     -              +              -                 + 

       -3           -2               2 
 
 
             -              + 
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−=
=

⇔






=+

=++
⇔





=
=

3
1

03

02
0)(
0)(' 0

2
0

0
3

0

0

0

ββ

β x

x

xx
xf
xf

  

Άρα 23)( 3 +−= xxxf ,        ∫∫
−

−

−

+−=
2

2

2

3

)()( dxxfdxxfE  

 
118. Έστω η f με 3)( 24 +++−= xxxxf βα  με )1()( fxf ≤  IRx∈∀  και στο 0=x  

παρουσιάζει τοπικό ακρότατο. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου από fC , 
'xx , 0=x , 2=x . 

 
Π.Ο. f A=R, βα ++−= xxxf 24)(' 3   
Στο 0=x  Τ.Α. άρα 00)0(' =⇔= βf  
Αν )1()( fxf ≤  στο 1=x  έχει μέγιστο άρα 20240)1(' =⇔=+−⇔= ααf , 

32)( 24 ++−= xxxf ,       ∫ ∫−=
3

0

2

3

)()( dxxfdxxfE  

 
119. Αν )()(')2( xfxfx =⋅−  { }2−∈∀ Rx , 4)0( −=f  να βρεθεί το εμβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από την fC , 'xx , 0=x , 1=x . 
 
Είναι 

)'(
2
)(0

)2(
)()(')2(0)()(')2()()(')2( 2 c

x
xf

x
xfxfxxfxfxxfxfx =

′








−
⇔=

−
−−

⇔=−−⇔=−  

)2()(
2
)(

−=⇔=
−

⇔ xcxfc
x

xf  24)0( =⇔−= cf  )2(2)( −= xxf  

Είναι 0)( <xf  ]1,0[∈∀ x , ∫∫ =−−=−=
1

0

1

0

...)2(2)( dxxdxxfE  

 
120. Αν )()(')2( xfxfx =⋅−  { }2−∈∀ Rx , 2)3( =f  να βρεθεί το εμβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από την fC , 'xx , 3=x , 4=x . 
 
Είναι ⇔=−+−⇔=−−⇔=− 0)()'2()(')2(0)()(')2()()(')2( xfxxfxxfxfxxfxfx  

[ ]
x

cxfcxxfcxxf
−

=⇔=−⇔=′−
2

)()2()()'()2()(  22)3( −=⇔= cf  

2
2)(

2
2)(

−
=⇔

−
−

=
x

xf
x

xf  

Είναι 0)( >xf  ]4,3[∈∀ x [ ] ...22
2

2)( 4

3

4

3

4

3

=−⋅=
−

== ∫∫ xndx
x

dxxfE   

 
121. Aν )()('2001 xfxf =⋅  Rx∈∀ , 0)( >xf , 1)0( =f  να βρεθεί το εμβαδόν 

του χωρίου που περικλείεται από την fC , 'xx , 0=x , 1=x . 
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Είναι [ ] cxxnfxxnf
xf
xfxfxf +=⇔

′





=′⇔=⇔=⋅

2001
1)(

2001
1)(

2001
1

)(
)(')()('2001   

cx
exf

+
=⇔ 2001

1

)(   011)0( =⇔=⇔= cef c   
x

exf 2001
1

)( =   0)( >xf  Rx∈∀  

...2001)(
1

0

2001
1

0

2001
1

0

=







=== ∫∫

xx

edxedxxfE  

 

122. Αν xxxfxf συνηµ +=− )()('  



∈∀

2
,0 πx , 2)0( =f , να βρεθεί το εμβαδόν 

του χωρίου που περικλείεται από την fC , 'xx , 0=x , 
2
π

=x . 

 
Είναι 

[ ] ⇔+=′+⇔+=−⇔+=− xxfxxfxxfxxfxxxfxf συνσυνσυνηµσυνηµ )()()()(')()('  
xecxfecxxf xx συνσυν −=⇔=+ )()(  32)0( =⇔= cf  άρα xexf x συν−= 3)( . Είναι 

0)( >xf  



∈∀

2
,0 πx  άρα [ ]∫∫ =−=−== ...3)3()( 2/

0

2/

0

π
π

ηµσυν xedxxedxxfE xx  

 
123. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την gC , 

0=x , 2/π=x , 'xx  αν )()()(' xxexgxg x συνηµ −=− , 1)0( =g . 
 
Είναι 

xx
e

exgexgxx
e

xgxgxxexgxg x

xx

x
x συνηµσυνηµσυνηµ −=

−
⇔−=

−
⇔−=− 2)(

)()(')()(')()()('

 

)()()()'()( cxxexgcxx
e

xgxx
e

xg x
xx +−−=⇔+−−=⇔−−=

′






⇔ ηµσυνηµσυνηµσυν  

21)0( =⇔= cg  άρα )2()( +−−= xxexg x ηµσυν  Είναι 0)( ≥xg  [ ]2/,0 π∈∀ x  

[ ] [ ]∫∫ =+−=++−==
2/

0

2/
0

2/

0

...2)(2)()(
π

π
π

ηµηµσυν xxxxx exedxexexedxxgE  

 

124. Αν xexfxxfxxf xηµσυνηµ )()()(' =⋅−⋅  ),0( π∈∀ x , 0)( >xf , 
2/

2
ππ eef =






 , να 

βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από gC , 'xx , 
3
π

=x , 
4
π

=x , 

όπου xee
xfxg )()( = . 

 

Είναι xx e
x
xf

x
xxfxxfxexfxxfxxf

ηµηµ
συνηµηµσυνηµ )()()(')()()(' 2 =
⋅−⋅

⇔=⋅−⋅  
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cexxxx x

e
x
xfce

x
xfne

x
xfne

x
xf
x
xf

e
x
xf

x
xf +=⇔+=⇔=

′









⇔=

′










⇔=
′









⇔

ηµηµηµ
ηµ

ηµ
ηµηµ

)()()'()(
)(

)(
)()(



 
cex

exxf +⋅=⇔ ηµ)(  

1
2

2/

=⇔=





 ce eef

ππ  άρα 
xeexxf ⋅= ηµ)( , τότε xxg ηµ=)( , 0)( >xg  



∈∀

3
,

4
ππx  

άρα [ ] ...)( 3/
4/

3/

4/

3/

4/

=−=== ∫∫ π
π

π

π

π

π

συνηµ xdxxdxxgE  

 
 
 

125. Έστω f συνεχής στο ],0[ α , α>0 με 0)( ≥xf  ],0[ α∈∀ x  και 
0)()( >=−+ βα xfxf . Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται 

από fC , 'xx , 0=x , α=x . 
 

Είναι ∫=
α

0

)( dxxfE  (1) και 

∫ ∫∫ =−==−+⇒=−+
α αα

αβαββαβα
0 00

)0()()()()( dxdxxfdxxfxfxf  (2) 

Θέτω ωα =− x , ωω ddxdxd −=⇒−= , αω =→= 0x  0=→= ωαx  

∫ ∫∫ =−=−
0

00

)())(()(
α

αα

ωωα dxxfdfdxxf  ,   (2)
2

)(2
)1(

0

αβαβ
α

=⇒=⇒ ∫ Edxxf  

 
126. Έστω f συνεχής συνάρτηση f: +→ RR  με 02)()( >=++− βαα xfxf  

Rx∈∀ , Α>0. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από fC , 
'xx , 0=x , α2=x . 

 

Είναι f: +→ RR  άρα 0)( ≥xf  Rx∈∀  άρα ∫∫∫ +==
α

α

αα 2

0

2

0

)()()( dxxfdxxfdxxfE  (1) 

Θέτω xatxt −=⇔=−α  dtdx −= , α=→= tx 0 , 0=→= tx α  

∫∫∫ −=−−=
α

α

α

αα
0

0

0

)()()()( dxxfdttfdxxf  

Θέτω tx +=α  dtdx =  0=→= tx α , αα =→= tx 2  

∫∫∫ +=+=
ααα

α

αα
00

2

)()()( dxxfdttfdxxf  

(1) [ ]∫∫∫ ++−=++−=⇒
ααα

αααα
000

)()()()( dxxfxfdxxfdxxfE  
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∫ =−==
α

αβαββ
0

2)0(22 dx  αβ2=⇒ E  

 
 

127. Έστω η f με 0)( >xf  ),0( ∞+∈∀ x . Να βρεθεί ο τύπος της f αν περνά 
από το σημείο (1,1) και η εφαπτομένη στο τυχαίο σημείο ),( 00 yx  αυτής 

τέμνει τον Ox  στο σημείο 





 0,

4
0x  ),0(0 ∞+∈∀ x . 

 
Η εφαπτόμενη στο τυχαίο σημείο ),( 00 yx , ε: )()(')( 000 xxxfxfy −=− .  

Το )('
4
3)(

4
)(')(00,

4 0000
0

00
0 xfxxfx

x
xfxfE

x
−=−⇔






 −=−⇔∈






  

)(
)('

3
4)('

4
3)(

0

0

0
000 xf

xf
x

xfxxf =⇔=⇔  ),0(0 ∞+∈∀ x  

Άρα ),0(0 ∞+∈∀ x  

[ ] cnx
exfxnfcnxxnfnx

xf
xf

x
+

=⇒=+⇒′=
′





⇒=



 3
4

)()(
3
4)(

3
4

)(
)('

3
4  

Το 0111)1()1,1(
1

3
4

=⇒=⇒=⇔=⇔∈
+

ceefC ccn

f



. Τότε 3
4

3
4

)()( xxfexf
nx

=⇒=


 
 

128. Να βρεθεί η f αν xex
nxxxf ⋅−

=
1)('  και 0)1( =f  

 

Είναι 
′






=

−
=

−
=






 −=

−
=

⋅−
= xx

xx

xxxx e
nx

e

enxe
x

e

nx
xnx

xex
nxx

eex
nxxxf 





2)(

11
11111)('  

c
e
nxxf x +=⇒
)( , 00)1( =⇒= cf . Άρα xe

nxxf 
=)( . 

 
 

129. Έστω η συνεχής f στο Δ και ∆∈δγβα ,,,  δείξτε ότι:  

0)()()()()()( =⋅+⋅+⋅ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫
γ

β

δ

α

β

α

δ

γ

γ

α

β

δ

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf  

 
Α μέλος= 

∫∫ ∫∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ⋅











+++⋅












++⋅

γ

β

β

α

δ

γ

γ

β

β

δ

β

α

δ

γ

β

α

γ

β

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )()()()()()()()()(

+⋅+⋅+⋅= ∫ ∫ ∫∫∫∫
δ

γ

β

δ

β

δ

γ

β

β

α

β

α

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )()()()()()(  

∫ ∫ ∫∫∫∫ ⋅+⋅+⋅+
γ

β

γ

β

γ

β

δ

γ

γ

β

β

α

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )()()()()()(  
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++⋅+












++⋅= ∫ ∫ ∫∫∫ ∫ ∫∫

β

δ

γ

β

δ

γ

γ

β

δ

γ

β

δ

γ

β

β

α

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )()()()()()()()(  

00)(0)()()()()( =⋅+⋅=⋅+⋅= ∫ ∫ ∫∫∫∫
δ

δ

β

α

γ

β

γ

β

γ

γ

β

α

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf  

 

130. Να υπολογιστεί το ∫
10

1

)( dxxf  αν 1)(')( =+ xnxxfxf   0>∀ x  

 

Είναι 
x

nxxf
x
xfnxxxfxfnxxfxf

x
x 1)(')(1)(')(1)(')(

:

=+⇒=⋅+⇒=+   

[ ] [ ] cnxnxxfnxnxxf +=⋅⇒′=′⇒  )()( . Για 1=x  011)1( =⇔+=⋅ ccnnf   

Άρα 1)()( =⇒=⋅ xfnxnxxf   ...1)(
10

1

10

1

== ∫∫ dxdxxf  

 

131. Να βρεθεί η παραγωγίσιμη συνάρτηση f αν IRx∈∀  x
x

exfdttf =+∫ )()(
0

 

Είναι xxxxxx
x

eeexfexfexfxfexfdttf ⋅=+⋅⇒=+⇒′=
′









+∫ )()(')(')()()()(

0

 

[ ] [ ] ceexfeexfeexf xxxxxx +=⇒
′






=

′
⇒=

′
⇒ 222

2
1)(

2
1)()(  

Για 0=x  (Σ)
2
11)0()0()(

0

0

0 =⇒=⇒=+⇒ ∫ cfefdttf  άρα )(
2
1)( xx eexf −+=  

 

132. Να βρεθεί η f με 
x
xfdttfe

x )()(
1

=+ ∫ , 0>x , 0)( >xf , f παραγωγίσιμη. 

 

Έχουμε )()(')()()(')()()( 2
2

1

xfxxfxfx
x

xfxxfxf
x
xfdttfe

x

−⋅=⇒
−⋅

=⇒
′






=

′









+ ∫  

[ ] cnxxxnfnxxxnf
x

x
xf
xfxfxxfx ++=⇒

′









+=′⇒

+
=⇒=+⇒ 

2
)(

2
)(1

)(
)(')(')()1(

222
2

 

22

22

)()(
x

ccnxx

eexxfexf ⋅⋅=⇒=⇒
++

 

Για 1=x  (Σ)
2
1)1(

1
)1()(

1

1

=⇒=⇒=+⇒ ∫ ceffdttfe  

Άρα 2
12

)(
+

⋅=
x

exxf  
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133. Αν 0)()1()(' =−+⋅ xfxxfx , 0)( >xf  0>∀ x  και 
e

f 1)1( =  να υπολογιστεί 

το ∫
e

dxxf
1

)( . 

 
Είναι 

[ ] [ ] cxnxxnfxnxxnf
xx

x
xf
xfxfxxfx +−=⇒′−=′⇒−=

−
=⇒=−+⋅  )()(111

)(
)('0)()1()('

 

Για 1=x  01111)1( =⇒+−=⇒+−= cc
e

ncnnf   τότε xnxxnf −=  )(  

xxnx exxfexf −− ⋅=⇒= )()(   ...)()(
111

=′−== ∫∫∫ −−
e

x
e

x
e

dxexdxexdxxf  

 

134. Αν IRx∈∀  ∫
−

=
x

x

dttf 0)(  τότε δείξτε ότι η f περιττή. 

 

Είναι IRx∈∀  ∫∫∫∫∫ =+−⇒=+⇒=
−

−−

xxx

x

x

x

dttfdttfdttfdttfdttf
000

0

0)()(0)()(0)(  

∫∫
−

=⇒
xx

dttfdttf
00

)()(  (1) 

Θέτω ∫=
x

dttfxg
0

)()( , )()(' xfxg =  

Τότε (1) )()()1()()()'()(')(')()( xfxfxfxfxxgxgxgxg −=−⇒−−=⇒−⋅−=⇒−=⇒   
άρα η f περιττή. 
 

135. Να βρεθεί το dtt
x

x
t

x
∫ +

→ 0

1

0
)1(1lim ηµ  

Είναι 







+=+ ∫∫
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136. Να βρεθεί το 

∫

∫
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x
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137. Να βρεθούν τα όρια ∫ −
−−+

⋅
−

→

x tt

x
dt

tt
tee

x0
22

2

0

21lim ηµ
 και ∫ 








−
−⋅

→

x

t
x

dt
etx00 1

111lim  

 

)'(

22
21 0

22

2

0

%
0

22

2

00
22

2

0
limlimlim x

dt
tt
tee

x

dt
tt
tee

dt
tt
tee

x

x tt

x

x tt

x

x tt

x

′










−
−−+

=
−

−−+

=
−

−−+
⋅

∫∫
∫

−

→

−

→

−

→

ηµηµ
ηµ

 

4
12 %

22

2

0
lim −=

−
−−+

=
−

→ xx
xee xx

x ηµ
 

1
1

11

)'(
1

11
1

11

1
111 limlimlimlim

0

0

0

%
0

000

−
−

=

′

















−
−

=








−
−

=







−
−⋅

→→→→

∫∫
∫

x

x

x

t

x

x

t

x

x

t
x

ex
x

dt
et

x

dt
et

dt
etx

 

2
1...

)1(
1 %

0
lim ==

−
−−

=
→

x

x

x ex
xe  

 

138. Να βρεθούν τα όρια 2
0

0 2

)28(

lim x

dt
x

tt

x

∫ −

→

, 
x

dt
t

ttx

x

∫
−

→

0
2

0

2

lim
ηµ

συνσυν

, 

x

dtte
x

tt

x

∫ +

→

0

1

0

)3(

lim  

 

=
′−

=
−

=

′









−

=
−

→→→→

∫∫
)'4(

)28(
4

28
)'2(

)28(

2

)28(

limlimlimlim
00

2
0

0

%

2
0

0 xxx

dt

x

dt
xx

x

xx

x

x
tt

x

x
tt

x
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2
2

4
28

4
2288lim

0

nnnnn xx

x


=

−
=

−

→

 

 

x
xxx

xx

x

dt
t

tt

x

dt
t

tt

xxx

x

x
2

0

2

0

2

0

%
0

2

0

2
1

2

)'(

22

limlimlimlim ηµ
συνσυνηµ

συνσυν
ηµ

συνσυν

ηµ
συνσυν

−
=

−

=

′










 −

=

−

→→→→

∫∫

2
3

22
24

)'2(
)'22(

2
22

)'(
)'2( limlimlimlim

00

%

0
2

0

%
−=

+−
=

+−
=

+−
=

−
=

→→→→ x
xx

x
xx

xx
xx

x
xx

xxxx συν
συνσυν

ηµ
ηµηµ

συνηµ
ηµηµ

ηµ
συνσυν

 
 

4)3(

0

1

0

0

1

0

%
0

1

0

1

limlimlimlim 1
)3(

)'(

)3()3(
eexe

x

dtte

x

dtte
xx xen

x

xx

x

x
tt

x

x
tt

x
==

+
=

′











+

=
+

+

→→→→

∫∫
  

γιατί [ ] 4
1

)3(
3

1

)'(
)3()3()3(1 limlimlimlim

00

%

00
=

+
+=

′
+

=
+

=



 +

→→→→

x
x

x

x

x

x

x

x

x

e
xe

x
xen

x
xenxen

x


   

 
 

139. Έστω η f με 
x
nxxf l

=)( , 1>x , δείξτε ότι ∫
+

+∞→

=
1

0)(lim
x

xx
dttf  

2
1)('

x
nxxf l−

=  

Έστω ex >  )1()()(1]1,[ +≥≥⇒+≤≤⇒+∈ xftfxfxtxxxt  

dt
x
xndttfdt

x
nx

x
xntf

x
nx x

x

x

x

x

x
∫∫∫
+++

+
+

≥≥⇒
+
+

≥≥⇒
111

1
)1()(

1
)1()( llll  

x
nxdttf

x
xn x

x

ll
≤≤

+
+

⇒ ∫
+1

)(
1

)1(  (1) 

[ ] 0
1

1
1

)'1(
)1(

1
)1( limlimlim =+=

+

′+
=

+
+

+∞→+∞→+∞→

x
x
xn

x
xn

xxx

ll , όμοια 0lim =
+∞→ x

nx
x

  

Τότε από το κριτήριο παρεμβολής λόγω (1) ∫
+

+∞→

=
1

0)(lim
x

xx
dttf  

 
 

140. Αν )(5)(' xfxf ⋅≥  Rx∈∀  1)0( =f  όπου f μια παραγωγίσιμη στο R 

συνάρτηση τότε ∫ ∫≥
1

0

1

0

5)( dxedxxf x   

 
Έστω η g με xexfxg 5)()( −⋅=  ορισμένη στο R, gexfexfxg xx ⇒≥⋅−⋅= −− 0)(5)(')(' 55

αύξουσα 
xx exfexfxgefgxgx 5505 )(1)(1)(1)0()0()(0 ≥⇒≥⋅⇒≥⇒=⋅=≥⇒≥ −⋅−  



 

222 Επιλεγμένα θέματα   Σώλος Γιάννης Σελίδα 71 
 

71 

∫∫ ≥⇒
1

0

5
1

0

)( dxedxxf x  

 

141. Έστω η f με xexxf −⋅= 2)( , δείξτε ότι xe
xtf

2

)( ≤  ]1,[ +∈∀ xxt , 2>x . 

Δείξτε ότι ∫
+

+∞→

=
1

0)(lim
x

xx
dttf  

↓⇒<−= − fxxexf x 0)2()('  2>∀ x  
)1()()(1]1,[ +≥≥⇒+≤≤⇒+∈ xftfxfxtxxxt  (1)  

Άρα xe
xtfxftf

2

)()()( ≤⇒≤  

Είναι (1) ∫∫∫
+++

≤≤+⇒≤≤+⇒
111

)()()1()()()1(
x

x

x

x

x

x

dtxfdttfdtxfxftfxf  

x
x

x

x exdttfex −
+

+− ≤≤+⇒ ∫ 2
1

)1(2 )()1(  (2) 

[ ] [ ] [ ]
)(
)1(2)1(2

)(
)1()1()1( 111

2

1

2
)1(2 limlimlimlimlim ′

′+
=

+
=

′

′
+

=
+

=+ +
+∞→

+
+∞→

+
+∞→

+
+∞→

+−

+∞→
x

x
x

x
x

x
x

x

x

x e
x

e
x

e
x

e
xex  

02
1lim == +

+∞→
x

x e
, όμοια 02lim =−

+∞→

x

x
ex , τότε (2) ∫

+

+∞→

=⇒
1

0)(lim
x

xx
dttf  

 

142. Να βρεθεί το 

∫

∫

−

− −

→
x

x
t

x dttt

dtet

0

0

32

0 )224(

)1(

lim
ηµ

 

 

Έστω η f με ∫ −−=
x

t dtetxf
0

32 )1()(  . Είναι η )]1([ 32 tet −−  συνεχής άρα η f 

παραγωγίσιμη οπότε η f συνεχής άρα 

0)1(0)1()0()(
0

0 0

32

0

32

0
limlim =








−⇒=−== ∫ ∫ −

→

−

→

x
t

x

t

x
dtetdtetfxf   

Όμοια ∫ =−
→

x

x
dttt

00
0)224(lim ηµ  

Τότε 
%32

0

0

0
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0

%

0

0
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0 224
)1(

)224(

)1(

)224(
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−
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−
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→
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→
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→

∫

∫

∫

∫
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dtet
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dtet
x
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x
t

x
x

x
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ηµηµ

 

[ ]
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0
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0
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0
limlimlim ′−

′
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=
−
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′
−

=
−

→

−

→

−
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xxex

x
xxex
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ex x
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x

x

x συνσυνηµ
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8
9

16
18

216
)185427(

28
)2912(2 23

0

%23

0
limlim ==

+−
=

−−+
=

−

→

−

→ x
xxe

x
xxe x

x

x

x συνηµ
 

 

143. Δείξτε ότι η dtexf
x

x

t∫
+

=
1

2)( πσυν  είναι σταθερή. 

 

Είναι ∫∫∫∫∫
+++

+−=+==
1

0

2

0

2
1

0

2
0

2
1

2)(
x

t
x

t
x

t

x

t
x

x

t dtedtedtedtedtexf πσυνπσυνπσυνπσυνπσυν   

)22(2)1(22 )'1()(' ππσυνπσυνπσυνπσυν ++ +−=++−= xxxx eexeexf  
cxfee xx =⇒=+−= )(022 πσυνπσυν  

 
 

144. Δείξτε ότι: ∫∫ =
+

+
+

xx

t
dt

t
dt σϕεϕ

1
2

1
2 0

11
 

 

Έστω η F με ∫∫ +
+

+
=

xx

t
dt

t
dtxF

σϕεϕ

1
2

1
2 11

)(   

cxF
xx

xF =⇒==⋅
+

+⋅
+

= )(0...)'(
1

1)'(
1

1)(' 22 σφχ
σϕ

εφχ
εϕ

 

Τότε ccF =⇒⇒=





 0...

4
π  . Άρα ...0)( ⇒=xF  

 

145. Δείξτε ότι η παράσταση ∫ ∫∫ 







−−

x tx

dtdfdttxtf
α αα

ωω)()()(  είναι σταθερή 

στο R, όπου f συνεχής στο IR . 
 
Έστω η F με 

∫ ∫∫∫∫ ∫∫ 







−−=








−−=

x txxx tx

dtdwwfdttftdttfxdtdfdttxtfxF
α αααα αα

ωω )()()()()()()(  

Έστω η ∫=
t

dftg
α

ωω)()(  τότε ∫ ∫ ∫−−=
x x x

dttgdttftdttfxxF
α α α

)()()()(   

′









−
′









−
′









+= ∫∫∫∫

xxxx

dttgdttftdttfxdttfxxF
αααα

)()()()()'()('  

∫∫ ∫∫ =−=−=−−+=
xx xx

dfdttfxgdttfxgxfxxfxdttf
αα αα

ωω 0)()()()()()()()(  

ctxFxF =⇒=⇒ )(0)(' , άρα η αρχική παράσταση σταθερή. 
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146. Έστω f: *],0[ +→ Rα  μια αύξουσα και παραγωγίσιμη συνάρτηση . 

Δείξτε ότι η g αύξουσα με ∫=
x

dt
x
tfxg

0

)()( .  

 

Είναι 
′









+

′






=⇒=⇒= ∫∫∫∫

xxxx

dttf
x

dttf
x

xgdttf
x

xgdt
x
tfxg

0000

)(1)(1)(')(1)()()(  

2
0

0
2

)()(
)(')(1)(1)('

x

xfxdttf
xgxf

x
dttf

x
xg

x

x ∫
∫

+−
=⇒+−=⇒  

Έστω η h με ∫ +−=
x

xfxdttfxh
0

)()()( , )(')(')(')()()(' xfxxhxfxxfxfxh =⇒++−=  

f αύξουσα hxh
x

xf
⇒≥⇒





≥
≥

⇒ 0)('
0

0)('
αύξουσα 

∫ =+−=≥⇒≥
0

0

0)0(0)()0()(0 fdttfhxhx  

gxgxfxdttfxh
x

⇒≥⇒≥+−⇒≥⇒ ∫ 0)('0)()(0)(
0

αύξουσα 

 

147. Έστω f συνεχής στο ),0( ∞+  με ∫=−
x

e

dt
x

tftxxf )(1)( . Δείξτε ότι 
e

xf 1)( ≤  

 

Είναι  ∫∫ =−⇒=−
x

e

x

e

dttftxxfxdttft
x

xxf )()()(11)( 2  (1) 

[ ] 1)(')()(1)(')(2)()( 222 =+⇒=−+⇒
′









=

′
−⇒ ∫ xfxxfxxfxxfxxfxdttftxxfx

x

e

 

[ ] [ ] cnxxfxnxxfx
x

xfxxf +=⇒′=′⇒=+⇒  )()(1)(')(  

Για ex =  (1) 01)(0)(2 =⇒=⇒=−⇒ cefeeefe  άρα 
x
nxxf 

=)(  

),0( ∞+∈∀ x  
e

xfefxf 1)()()( ≤⇒≤  

 

148. Να βρεθεί η παραγωγίσιμη f στο 





−

2
,

2
ππ  αν 

xexxfxxf x 3)(')( συνσυνηµ −=⋅+⋅  και 2/1)0( −=f . 
 
Είναι 

xe
x

xfxe
x

xxfxxfxexxfxxf xxx συν
συν

συν
συν

ηµσυνσυνσυνηµ −−− =
′





⇒=

+
⇒=+

)()()(')(')( 2
3
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∫∫ ∫ ⇒′−=⇒=
′





⇒ −− ...)()()( dxxe

x
xfxdxedx

x
xf xx συν

συν
συν

συν
 

cxxe
x

xfc
x

xfxexe
x

xf xxx +−=⇒+−+−=⇒ −−− )()(2)()( συνηµ
συνσυν

ηµσυν
συν

 

0
2
1)0( =⇒−= cf  Άρα )(

2
)( xxexxf

x

συνηµσυν
−

⋅
=

−

 

 
149. Έστω f συνεχής στο R και α, β, γ θετικοί διάφοροι του ένα. Αν 

ισχύει ∫+≥++
x

xxx dttf
0

)(3γβα  IRx∈∀  δείξτε ότι γβα ⋅⋅=)0(fe  

 

Έστω η h με  ∫−++=
x

xxx dttfxh
0

)()( γβα  είναι 3)()0(
0

0

000 =−++= ∫ dttfh γβα  

Από υπόθεση  )0()(3)()(3
00

hxhdttfdttf
x

xxx
x

xxx ≥⇒≥−++⇒+≥++ ∫∫ γβαγβα  

Rx∈∀  Άρα στο 00 =x  η h παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και επειδή η h 
παραγωγίσιμη με )()(' xfnnnxh xxx −++= γγββαα   θα είναι 

⇒=++⇒=−++⇒= )0(0)0(0)0(' 000 fnnnfnnnh γβαγγββαα   
γβααβγ ⋅⋅=⇒= )0()0()( fefn  

 

150. Να βρεθεί ο ),0( πα ∈  αν ∫ =
+−

α

π συνσυν
ηµ

3

2 2
3

23
n

xx
dxx

  

 

Θέτω xy συν= , dxxdy ηµ−= , 
2
1

3
=→= yx π , ayx συνα =→=  

∫∫ +−
−

=
+−

συναα

π συνσυν
ηµ

2
1

2
3/

2 2323 yy
dy

xx
dxx (1). Είναι )2)(1(232 −−=+− yyyy  

Εστω α,κεR: 




−=
=

⇔⇔
−

+
−

=
+−

−
1

1
....

2123
1

2 k
a

y
k

y
a

yy
 

(1) [ ]∫ 







−
−

=−−−=
−
−

−
−

=
συνα συνα

συνα

2
1

2
12

1 2
1ln2ln1ln)

2
1

1
1(

y
yyydy

yy 3
1ln

2
1ln −

−
−

=
συνα
συνα  

Πρέπει 
2

...
2
3ln

3
1ln

2
1ln π

συνα
συνα

=⇔⇔=−
−
− a . 

 
 

151. Ένα Golf αυτοκίνητο στοιχίζει καινούργιο 5000000 δρχ και η αξία 

του μειώνεται μετά από χρόνο t με ρυθμό μεταβολής 
2)2(

6000
+t

χιλλιάδες 

δρχ. Να βρεθεί η αξία του μετά από 4 χρόνια και μετά από πολλά χρόνια. 
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Εστω Π(t) η αξία του αυτοκινήτου σε χρόνο t  τότε: 

a
t

tdt
t

dtt
t

t +
+

=Π⇒
+

−
=Π⇒

+
−

=Π ∫∫ 2
6000)(

)2(
6000)('

)2(
6000)(' 22  

Είναι Π(0)=5000 2000.... =⇔⇔ a , 2000
2

6000)( +
+

=Π
t

t , 30002000
24

6000)4( =+
+

=Π

χιλ.δρχ. 

και 2000}2000
2

6000{)( limlim =+
+

=Π
+∞→+∞→ t

t
tt

χιλ.δρχ μετά από πολλά χρόνια. 

 
 

152. Για ποια τιμή του αεR η ευθεία χ=α χωρίζει το χωρίο που βρίσκεται 
μεταξύ των γραμμών με εξισώσεις ψ=χ, ψ= 2x  σε δύο ισεμβαδικά μέρη. 
 
Τα κοινά σημεία των καμπυλών έχουν συντεταγμένες από την λύση του 

συστήματος 




=⇒=
=

⇔




=

=

11
,0

2 y
x

xy
xy

χ
αιαπορριπτετ

 άρα Α(1,1) 

Πρέπει 
2
1...)()(

1
2

0

2
21 =⇔⇔−=−⇔= ∫∫ adxxxdxxxEE

a

a

. 

 
 
 

153. Εστω f συνεχής στο R με f(ημχ)+f(συνχ)=1 για κάθε χεR, δείξτε ότι 

∫ =
2

0 4
)(

π
πηµχ dxf . 

 
Από την δοσμένη σχέση έχουμε:  

[ ] )1(
2

)()(1)()(
2

0

2

0

2

0

2

0

πσυνχηµχσυνχηµχ
ππππ

=+⇒=+ ∫∫∫∫ dxfdxfdxdxff  

Θέτουμε y−=
2
πχ , dx=-dy, χ=0⇒ψ=

2
π , χ=

2
π ⇒ψ=0 

∫∫∫ ∫ ==−













 −=

2/

0

2/

0

2/

0

0

2/

)()()(
2

)(
πππ

π

ηµηµπσυνσυν dxxfdyyfdyyfdxxf  

Τότε (1) ∫ ∫ =⇒=⇒
2/

0

2/

0 4
)(

2
)(2

π π πηµπηµ dxxfdxxf  

 

154. Να βρεθεί ο *N∈α  ώστε ∫ =⋅
2/

0 6
12

π
αηµηµ dxxx   

 

Είναι ∫∫∫ ⋅=⋅⋅=⋅ +
2/

0

1
2/

0

2/

0

222
π

α
π

α
π

α συνηµηµσυνηµηµηµ dxxxdxxxxdxxx  (1) 

Θέτω xy ηµ= , dxxdy συν= , 00 =→= yx , 1
2

=→= yx π  

                     χ=α               ψ=χ 
 
                                  Ε2      Α 
                     Ε1 
 
 
 
             Ο           α        1 
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Τότε (1)
2

2
2

12
2

22
1

0

21

0

1

+
=

+
=








+

==
+

+∫ ααα

α
α ydyy  

Πρέπει 10122
6
1

2
2

=⇔=+⇔=
+

αα
α

 

 

155. Να βρεθεί ο N∈ν  ώστε ∫ =−
1

0 56
1)1( dxxx ν  

 
Θέτω yx =−1 , dydxdxdy −=⇒−= , 10 =→= yx , 01 =→= yx  

2
1

1
1

21
)()()1()1(

1

0

211

0

1
1

0

0

1 +
−

+
=








+

−
+

=−=−−=−
++

+∫∫ ∫ νννν

νν
νννν yydyyydyyydxxx  

Πρέπει 




−=
=

⇔=−+⇔=
+⋅+

⇔=
+

−
+ .9

6
0543

56
1

)2()1(
1

56
1

2
1

1
1 2

απορν
δεκτν

νν
νννν

ή
 

 
 

156. Η πλευρά τετραγώνου είναι m10 . Ξαφνικά η πλευρά του 

τετραγώνου μεταβάλλεται με ρυθμό sm
t

t /
8 2συν
συν
+

 σε χρόνο t sec. Να 

βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του τετραγώνου την χρονική 

στιγμή 
4

3
0

π
=t . 

 
Έστω την χρονική στιγμή t είναι η πλευρά )(tα  και το εμβαδόν )(tE . 

Τότε ∫ ∫∫ −
=⇒

−+
=⇒

+
=

t
dtttdt

t
tdtt

t
tt 222 9

)(
18

)('
8

)('
ηµ

συνα
ηµ

συνα
συν
συνα  (1) 

Θέτω ty ηµ= , dttdy συν=  (1) ∫ ∫ +−
=

−
=⇒

)3()3(9
)( 2 yy

dy
y

dytα  (2) 

Έστω 




=
=

⇔
+

+
−

=
+−

∈
6/1
6/1

33)3()3(
1:,

β
αβαβα

yyyy
IR  

(2) [ ] cynyndy
yy

dy
yy

t +−−+=







−

−
+

=







−

+
+

=⇒ ∫∫ 33
6
1

3
6/1

3
6/1

3
6/1

3
6/1)( α  

c
t
tntc

t
tntc

y
ynt +

−
+

=⇒+
−
+

=⇒+
−
+

=⇒
ηµ
ηµα

ηµ
ηµαα

3
3

6
1)(

3
3

6
1)(

3
3

6
1)(   

Είναι 10101
6
110

03
03

6
110)0( =⇔=+⇔=+

−
+

⇔= ccncn 
ηµ
ηµα  

Τότε 10
3
3

6
1)( +

−
+

=
t
tnt

ηµ
ηµα  , 

2
2 10

3
3

6
1)()( 








+

−
+

==
t
tnttE

ηµ
ηµα   

Είναι ...)(' =tE  άρα ...
4

3
=






 πE  

 
157. Δίνεται η f παραγωγίσιμη στο ),0[ ∞+  με 0)( ≥xf  ),0[ ∞+∈∀ x . Το 

εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από fC , 'xx , 0=x , tx =  με 0≥t  
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δίνεται από τη σχέση 







−+− 1

2
)(

2

tttf  0≥∀ t . Ποιος ο τύπος της f; 

 

Είναι ∫=
t

dttfE
0

)(  αλλά και 1
2

)(
2

−+−= tttfE  ),0[ ∞+∈∀ t  

Άρα 
′









−+−=

′









⇒−+−= ∫∫ 1

2
)()(1

2
)()(

2

00

2

tttfdxxftttfdxxf
tt

 

tcettfttfttftfttfttftf =+⇒+=+⇒+=+⇒+−=⇒ )(]')([)(1)(')(1)(')(  
tcetf t −=)( , για t=0 

xexfcffdxxf x −==⇒=⇒−+−=∫ )(,11)0(10
2

0)0()(
0

0

2

αρα . 

 
 

158. Η αυξηση του πληθυσμού Ν(t) σε εκατομμύρια βακτηρίδια αυξάνει 
με ρυθμό tte4  ανα λεπτό. Ποια η αυξηση του πληθυσμού από τα 20 sec 
έως τα 80 sec. 
 

Είναι ceettNdtettNdttedttNtetN
t

t
t

tt +−=⇒⇒







=⇒=⇒= ∫∫∫ 164

)(...
4

)()(')('
4

4
'4

44  

.....]
164

20[]
164

80[)20()80(
204

204
804

804 =+−−+−=−= ceeceeNNA  

 
159. Ο πληθυσμός Ρ(t) βακτηριδίων αυξάνει με ρυθμό ανάλογο του 

τριπλάσιο του πληθυσμού εκείνης της χρονικής στιγμής. Αν ο 
πληθυσμός διπλασιάζεται σε 50 μέρες σε πόσες μέρες θα 
τετραπλασιασθεί. 
 
Είναι  [ ] 0')(0)(3)('0)(3)(')(3)(' 333 =⇒=−⇒=−⇒= −−− ttt etPetPetPtPtPtPtP  

tt ectPcetP 33 )()( =⇒=− , Ρ(50)=2Ρ(0) )0(2
150 P

e
c =⇒  

Πρέπει  =⇒⇒= tPtP ....)0(4)(  
 
 

160. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f με 

∫ ∫∫ +−+=+
x

x

x

dtdttfdttfxf
1

1
2

1

23 )32()(2)()( λλλ  IRx∈∀ . Δείξτε ότι η f δεν έχει 

ακρότατα IR∈∀ λ . 
 

Έχουμε ∫ ∫∫ +−−=+
x xx

dtdttfdttfxf
1 1

2

1

23 )32()(2)()( λλλ , παραγωγίζω τη σχέση 

)32()(2)()(')(3 222 +−−=+ λλλ xfxfxfxf  (1) 
Έστω ότι στο ( ))(, 00 xfxM  η f παρουσιάζει ακρότατο τότε 0)(' 0 =xf  
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Θέτω 0xx =  (1)
032)(2)()32()(2)()(')(3 2

00
22

00
2

00
2 =+−+−⇒+−−=+⇒ λλλλλλ xfxfxfxfxfxf   

Τριώνυμο ως προς )( 0xf , 01244)32(4)2( 222 <−+−=+−−−=∆ λλλλλ  γιατί 0'<∆  
Άρα η f δεν παρουσιάζει ακρότατα. 
 

161. Έστω η παραγωγίσιμη f με [ ]∫ −=++
x

t xdttfexf
1

62 )(')(  Rx∈∀ , δείξτε 

ότι η fC  όχι σημεία καμπής. 
 
Έστω ότι στο ( ))(, 00 xfxM  παρουσιάζει σημείο καμπής τότε 0)('' 0 =xf , 
παραγωγίζουμε δύο φορές τη δοσμένη και έχουμε:

⇒−=++ 56)(')(')(2 xxfexfxf x  
430)('')('')(2)(')('2 xxfexfxfxfxf x −=+++  Θέτω 0xx =  τότε 

[ ] [ ] 4
0

2
0

4
0000

2
0 30)('230)('')('')(2)('2 00 xexfxxfexfxfxf xx −=+⇒−=+++  

αδύνατη, άρα η f δεν παρουσιάζει σημεία καμπής. 
 

162. Δείξτε ότι 0>∀ x  ισχύει dt
t

dt
t

x

x
∫∫ +

=
+

1

1
2

1

2 1
1

1
1  και 

∫ ∫ −=−
1

0

1

0

)1()1( dxxxdxxx κννκ , *, N∈νκ . 

 

Θέτω όπου 
y

t 1
= , dy

y
dtdy

y
dt 2

11
−=⇒

′









=  

Για 
x

y
y

xxt 11
=⇔=→=  , 1111 =⇔=→= y

y
t  

dt
t

dy
y

dy
y

y
y

dy
y

y

dt
t

xxx

x
x

∫∫∫∫ ∫ +
=

+
=








−

+
−=








−

+
=

+

1

1
2

1

1
22

1

1
2

2

1

2

1

1
2

2 1
1

1
11

1
11

11

1
1

1  

Θέτω yx −= 1 , dydxdyydx −=⇒−= )'1(  
Για 1100 =⇔−=→= yyx   
      0111 =⇔−=→= yyx  

[ ] ∫∫∫∫ ∫ −=−=−−−=−−−−=−
1

0

1

0

1

0

1

0

0

1

)1()1()()1()()1(1)1()1( dxxxdyyydyyydyyydxxx νκνκνκ
ν

κνκ

 
 
 

163. Έστω f συνεχής στο [α,β] με μ ελάχιστη, Μ μέγιστη τιμή της f στο 

[α,β]. Δείξτε ότι: ∫ ∫
−

Μ≤







≤

− β

α α

αβαβµ
2

)()(
2

)( 22

dxdttf
x

. 
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Είναι Mtf ≤≤ )(µ  (1) ],[ βα∈∀ t  

(1) )()()()( ααµµ
αααα

−≤≤−⇒≤≤⇒ ∫∫∫∫ xMdttfxdtMdttfdt
xxxx

 

∫∫ ∫∫ ⇒−≤







≤−⇒

β

α

β

α α

β

α

ααµ ...)()()( dxxMdxdttfdxx
x

 

 
164. Έστω f συνεχής στο R με xexxfxf −⋅=−⋅+⋅ )()( βα , 0≠+ βα  

υπολογίστε το ∫
−

1

1

)( dxxf . 

 
Θέτω yx −= , dydx −= , 11 =→−= yx , 11 −=→= yx  

∫ ∫ ∫ ∫∫∫
− − − −

−

−

−=⇒−=−−−=−−=
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

)()()()()()()()( dxxfdxxfdyyfdyyfdyyfdxxf  

Είναι ∫ ∫ ∫
− − −

−− =−+⇒⋅=−⋅+⋅
1

1

1

1

1

1

)()()()( dxexdxxfdxxfexxfxf xx βαβα  

βαβα
βα

+
−

==′−
+

=⇒−=+⇒
−

− −

−

− −−

−∫ ∫∫ ∫∫
11

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2...)(1)()'()()( edxexdxxfdxexdxxfdxxf xx  

 

165. Έστω f συνεχής στο [α,β], α>0, ∫ =
β

α

0)( dxxf  και η g με ∫=
x

dttf
x

xg
α

)(1)( . 

Δείξτε ότι εφαρμόζεται το Θ. Rolle για την g στο [α,β] και 

∫ =∈∃
γ

α

γγβαγ )()(:),( fdttf . 

 

Είναι ∫∫ ==
xx

dttf
x

dttf
x

xg
αα

)(1)(1)( . Είναι η g συνεχής σαν γινόμενο συνεχών. 

Είναι η g παραγωγίσιμη με ∫∫∫ +−=
′









+

′






=

xxx

xf
x

dttf
x

dttf
x

dttf
x

xg
ααα

)(1)(1)(1)(1)(' 2  

∫ ==
α

αα
α 0)(1)( dttfg , ∫ ==

β

αβ
β 0)(1)( dttfg , )()( βα gg =  

Εφαρμόζεται για την g στο [α,β] το Θ. Rolle, 0)(':),( =∈∃ γβαγ g  

∫ ∫ =⇔=+−⇔
γ

α

γ

α

γγγ
γγ

)()(0)(1)(1
2 fdttffdttf  
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166. Εστω η f συνεχής στο ),0[ +∞ με f(x)>0 και η h με 

∫

∫
= x

x

dttf

dtttf
xh

0

0

)(

)(
)( , χ>0. 

Δείξτε ότι η h είναι αύξουσα στο ),0( +∞  . 
 

Είναι =










−
=

∫

∫∫
2

0

00

)(

)()()()(
)('

x

xx

dttf

xfdtttfdttfxxf
xh )1(

)(

])()()[(

2

0

00










−

∫

∫∫
x

xx

dttf

dtttfdttfxxf
 

Εστω η g με ∫∫ −=
xx

dtttfdttfxxg
00

)()()(  ορισμένη στο ),0[ +∞  

Είναι  0)()')(()')(()()'()('
0000

>=−+= ∫∫∫∫
xxxx

dttfdtttfdttfxdttfxxg  

Γιατί  ↑⇒>⇒>⇒> ∫ gxgdttftf
x

0)('0)(0)(
0

 

Και  ↑⇒>⇒>⇒=>⇒> hxhxggxgx 0)('0)(0)0()(0  
 
 

167. Αν f παραγωγίσιμη στο R με ∫ −+= −
x

t dttxfexxf
0

2 )()( , να βρεθεί η f. 

 
Θέτω  x-t=w, dt=-dw,  xwt =→= 0  , 0=→= wxt  

Tότε  ∫∫∫∫ −−−− ==−=−
x

wx
x

xw

x

xw
x

t dwwfeedwwfeedwwfedttxfe
00

0

0

)()())(()(  

Τότε  ∫−+=
x

wx dwwfeexxf
0

2 )()( ∫=
−

⇒ −

x
w

x dwwfe
e

xxf
0

2

)()(

}')({]}')([{
0

2 ∫=−⇒
x

wx dwwfexxfe  

cxxxfxxxf ++=⇒+=⇒⇒ 2
3

2

3
)(2)('... , για χ=0 (Σ)⇒ f(0)=0⇒c=0⇒

2
3

3
)( xxxf += . 

 
 

168. Nα βρεθεί η ευθεία η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων και 
διαιρεί το επίπεδο χωρίου που περιέχεται από την x4x)x(f 2 +−=  του xχ΄ 
σε δύο ισοδύναμα μέρη. 
 
Έστω ε: y=αχ η ζητούμενη ευθεία και x)x(g ⋅α= . 
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( )α+α−α−→




+−=

α=
4,4M

x4xy

xy
:M 2

2
 

Πρέπει 

[ ]∫ ∫ ∫∫
α−

ολ +−=−⇔+−=⇔==+
4

0

4

0

4

0

22
1

4

021 dx)x4x(dx)x(g)x(f2dx)x4x(E2dx)x(fEEE  

[ ] α⇔







+−=







 α
−+−⋅⇔+−=α−+−⇔

α−
α−

∫∫ ...x2
3
x

2
xx2

3
x2dx)x4x(dxxx4x2

4

0

2
34

0

2
2

34

0

24

0

2  

 
 

169. Δίνεται f(x)=x2 και οι ημιευθείες y=λχ, 0x ≥ , x1y
λ

−= , 0x ≤ , *R+∈λ . Να 

βρεθεί το εμβαδόν Ε(λ) που περικλείεται από την Cf και τις παραπάνω 
ημιευθείες. Για ποια τιμή του λ το εμβαδό γίνεται ελάχιστο. 
 
Θα βρούμε τις τετμημένες των Α, Β αντίστοιχα: 

λ
−=⇒








λ
−=

= 1x
x1y

xy 2

   λ=⇒




λ=
= x

xy
xy 2

 

3

6

0

20
1

2

6
1...dx)xx(dxxx1)(E

λ
+λ

==−λ+





 −

λ
−=λ ∫∫

λ

λ
−

 

Έστω η g με 3

6

x6
1x)x(g +

= , χ>0 τότε 4

6

x2
1x)x('g −

=  

Για χ=1 η g παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, άρα και η ισοδύναμή της Ε(λ) για λ=1 
γίνεται ελάχιστη. 
 
 

170. Η γραφική παράσταση Cf της f με 2xx6)x(f −=  τέμνει τον χχ΄ στα Ο 
και Α. Οι εφαπτόμενες της Cf στο Ο και Α τέμνονται στο Β. Να δειχθεί ότι 
η Cf χωρίζει το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ σε δύο μέρη που έχουν λόγο 
2. 
 
Π.Ο. f  Α=R x26)x('f −= . H Cf τέμνει τον xx΄ στα Ο(0,0), Α(6,0).  
Εξίσωση εφαπτομένης στο Ο: ε1: x6y)0x()0('f)0(fy =⇔−=−   
Εξίσωση εφαπτομένης στο Α: ε2: )6x(6y)6x()6('f)6(fy −−=⇔−=−  

Oι συντεταγμένες του Β: 




=
=

⇔




+−=
=








ε
ε

15y
3x

36x6y
x6y

:
2

1   Β(3,18) 

54186
2
1)OA(

2
1EOAB =⋅⋅=υ⋅=  

18
3
xx3dx)xx6(dx)x(fE

6

0

3
26

0

26

02 =







−=−== ∫∫   36EEE 2AB01 =−=  

2
18
36

E
E

2

1 ==   
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171. Έστω η f με x)x(f ηµ=  ορισμένη στο [0,π] και η πολυωνυμική 
δευτέρου βαθμού συνάρτηση g που έχει με την f το ίδιο ακρότατο και 
τέμνει τον xx΄ στα ίδια σημεία. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που 
περικλείεται από αυτές. 
 
Έστω γ+β+α= xx)x(g 2  R,, ∈γβα , 0≠α , β+α= x2)x('g  

H Cf τέμνει τον xx΄ στα (0,0), (π,0) και έχει μέγιστο στο 





 π 1,

2
. 

Τα ίδια ισχύουν και για την Cg, δηλαδή: 

00)0(g =γ⇔= , απ−=β⇔=γ+βπ+απ⇔=π 00)(g 2 , απ−=β⇔=





 π 0

2
'g  ισχύει 

2

2 4...1
24

1
2

g
π

−=α⇔⇔=
π

β+
π

α⇔=





 π , 

π
=β

4 , x4x4)x(g 2
2 π

+
π

−=  







 π=

π
ηµ=>==






 π

6
f

62
1

9
5...

6
g  

Άρα η Cg βρίσκεται λόγω συμμετρίας υπεράνω της Cf στο [0,π]. 

∫
π

=−=
0

...dx)]x(f)x(g[E  

 
 

172. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της ∫
−

−=
x211

x

2 dt4t)x(f  
 
Η συνάρτηση g με 4t)t(g 2 −=  είναι συνεχής στο ),2[]2,( ∞+∪−−∞  άρα για να 
ορίζεται η f πρέπει: 

),2[]2,(x ∞+∪−−∞∈  (1) 







≤

≥
⇔





≥−
−≤−

∞+∪−−∞∈−
3x
2

13x
2x211

2x211
),2[]2,()x211(   (2) 

άρα A,
2

13]3,2[]2,(x =



 ∞+∪∪−−∞∈ . 

 
 

173. Να βρεθεί ο *N∈ν  όταν 5
5

e

1 1 1e
2n1

xx
dx

+
+=

+∫ +ν   

 

Είναι ∫∫∫ +
==

+ νν

−ν

+ν+ν

e

1

1e

1
1

e

1
1 )1x(x

dxx
)x(x

dx
xx

dx  (1) 

Θέτω ν= xy  dxxdydxxdy 11 −ν−ν =
ν

⇒ν=  

χ=1→y=i 
x=e→y=eν 

(1)= dy
1y

1
y
11dy

)1y(y
y)1y(1dy

)1y(y
11

)1y(y

dy1
e

1

e

1

e

1

e

1
∫∫∫∫
νννν









+

−
ν

=
+
−+

ν
=

+ν
=

+
ν  
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[ ]
1e

e2n1

2
1

1e
e

n1
2
1n

1e
en1

1y
yn11ynyn1

e

1

e
1 +ν

=+
ν

=







−

+ν
=









+ν
=+−

ν
= ν

νν

ν

ν

ν
ν

ν

  

Πρέπει 5
5

5
5

5

1

5
5 1e

e2n
1e

e2n
1e

2nne
1e

e2n
1e

2n1
1e

e2n1
+

=
+

⇔
+

+=








+
⇔

+
+=

+ν
ν

ν

νν

ν

ν

ν

ν

  

5
1e

e2
1e

e2 5
5

5

=ν⇔
+

=
+

⇔ ν
ν

ν

. 

 
 

174. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο ),1[ ∞+  με ∫ −=
x

1

)t(ft dtet)x(f . Να 

βρεθεί η f. 
 

Είναι )x(fx
x

1

)t(ft
x

1

)t(ft ex)x(fdtet)x('fdtet)x(f −−− ⋅=′⇒

′











=⇒= ∫∫   

∫ ∫=⇒=⋅⇒=⇒ − dxexdxe)x('fxee)x('fexe)x('f x)x(fx)x(f)x(fx  

∫ ∫ ∫ +−=⇒′−=⇒=⇒ cexeedxe)x(exedx)'e(xdx]'e[ xx)x(fxx)x(fx)x(f  

)cexe(n)x(f xx +−=   

Για χ=1 (Σ) 1c0)1(fdtet)1(f
1

1

)t(ft =⇒=⇒=⇒ ∫ −  

Τότε )1exe(n)x(f xx +−=   
  
 

175. Έστω η f συνεχής στο 



 π

2
,0 , με ∫

ηµ
π

−=
x

2
1

22

36
3

2
x3dt)t(f . 

 Να βρεθεί το 







2
1f . 

 xxxfxxxf 3)(
36
3

2
3)'()('

22

=⋅⇒
′









−=⋅ συνηµπηµηµ  (1) 

Για 
6

x π
=  

32
1f

6
3

2
3

2
1f

6
3

66
f π

=





⇒

π
=






⇒

π
=

π
συν





 π
ηµ  

 
 

176. Αν ∫=
x

1

dt)t(f)x(G , du
u

e)t(f
t3

1

u

∫= , χ>0, t>0. Να βρείτε το )1(''G , 

11x
3)x(''Gxlim

0x −+
−⋅

+→
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∫∫ ==⇒=
x3

1

ux

1

du
u

e)x(f)x('Gdt)t(f)x(G . Έστω 
x

e)x('hdu
u

e)x(h
xx

1

u

=⇒= ∫  

 
x
e3

x3
e3)x3('h3)x(''G

x3x3

==⋅=⇒ , 3e3)1(''G ⋅=  

36

1x2
1
e33

11x
3e3

11x

3
x
e3x

11x
3)x(''Gx x3

0x

%x3

0x

x3

0x0x
limlimlimlim =

+

=
−+

−
=

−+

−
=

−+
−⋅

++++ →→→→

 

 
 

177. Δείξτε ότι 
9

16
x

dt
t3n
t4nx2

x

0x
lim =

συν
συν

∫
→





 

 

Έστω η f με ∫∫∫∫∫ συν
συν

−
συν
συν

=
συν
συν

+
συν
συν

=
συν
συν

=
x

0

x2

0

x2

0

0

x

x2

x

dt
t3n
t4ndt

t3n
t4n

t3n
t4ndt

t3n
t4ndt

t3n
t4n)x(f



















  (1) 

 



 −===

→→→→

∫
xn
xn

xn
xn

x
xf

x
xf

x

dt
tn
tn

xxx

x

x

x 3
4

6
82

)'(
)(')(3

4

limlimlimlim
00

%

0

2

0 συν
συν

συν
συνσυν

συν











 









ηµ
ηµ

συν
συν

−
ηµ
ηµ

συν
συν

=



















συν
ηµ

−

συν
ηµ−

−

συν
ηµ

−

συν
ηµ−

=







συν
συν

−
συν
συν

=
→→→ x3

x4
x4
x3

3
4

x6
x8

x8
x6

3
8

x3
x33

x4
x44

x6
x66

x8
x88

2
)'x3n(
)'x4n(

)'x6n(
)'x8n(2 limlimlim

0x0x0x 







9
16

9
16

9
32

13
14

1
1

3
4

16
18

1
1

3
8

x33
x44

x4
x3

3
4

x66
x88

x8
x6

3
8lim

0x
=−=

⋅
⋅

⋅⋅−
⋅
⋅

⋅⋅=







συν
συν

⋅
συν
συν
⋅−

συν
συν

⋅
συν
συν

=
→

. 

 
 

178. Σε μια λίμνη ο πληθυσμός των ψαριών Α(t) αυξάνει με ρυθμό 20% 
σε χρόνο ]10,0[t∈  έτη. Δίνεται ότι αρχικά ρίξαμε στη λίμνη 10.000 ψάρια. 
Να βρεθεί ο πληθυσμός στα 10 χρόνια. 
 

Είναι [ ] )'t2,0(')t(nA2,0
)t(A
)t('A)t(A2,0)t('A)t(A

100
20)t('A =⇒=⇒=⇒⋅=   

ct2,0e)t(Act2,0)t(nA +=⇒+=⇒   
Είναι 000.10e000.10)0(A c =⇒=  τότε t2,0e000.10)t(A =  
Τότε 2e000.10)10(A ⋅=  ψάρια θα βρίσκονται στα 10 χρόνια. 
 
 

179. Έστω f, g συνεχής συναρτήσεις στο R, δείξτε ότι: 

∫∫
α

α−

α

α−

−=−⋅
11

dx)x(g)x1(fdx)x1(g)x(f  

 
Θέτω όπου x=1-y, dydxdy)'y1(dx −=⇒−=  
Για α=⇒−=α−⇒α−= yy111x  



 

222 Επιλεγμένα θέματα   Σώλος Γιάννης Σελίδα 85 
 

85 

α−=⇒−=α⇒α= 1yy1x  

( ) ∫∫∫∫
α

α−

α

α−

α−

α

α

α−

−=−−−=−−−−=−
11

1

1

dx)x(g)x1(f)dy()y(g)y1(f)dy()y1(1g)y1(fdx)x1(g)x(f . 

 
 

180. Δείξτε ότι ∫ ∫ ∫
π π π

ηµ=ηµ=συν
2/

0

2/

0 0

dx)x(f
2
1dx)x(fdx)x(f  

 

Θέτω y
2

x −
π

= , dydxdyy
2

dx −=⇒
′






 −
π

=  

Για 
2

yy
2

00x π
=⇔−

π
=→=  

0yy
222

x =⇔−
π

=
π

→
π

=  

∫∫∫∫
ππ

π

π

ηµ=−ηµ−=−













 −
π

συν=συν
2/

0

2/

0

0

2/

2/

0

dx)x(f)dy()y(f)dy(y
2

fdx)x(f      

Θέτω x=π-y, dydxdy)'y(dx −=⇒−π=  

Για π=⇔−π=→= yy00x , 
2

yy
22

x π
=⇔−π=

π
→

π
=  

( ) ∫∫∫∫
π

π

π

π

π

π

π

ηµ=−ηµ−=−−πηµ=ηµ=
2/2/

2/2/

0

dx)x(f)dy()y(f)dy()y(fdx)x(fI  

...dx)x(fIIdx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(f
2/

0 0 0

0

2/ 0

⇒ηµ+−=⇒ηµ+ηµ−=ηµ+ηµ= ∫ ∫ ∫∫ ∫
π π π

π

π

 

 
 

181. Δείξτε ότι ( )∫ ∫
π π

ηµ⋅
π

=ηµ⋅
0 0

dx)x(f
2

dxxfx . Υπολογίστε το ∫
π

ηµ+
ηµ⋅

0 2 dx
x3

xx . 

 
Θέτω x=π-y, dx=-dy, x=0 π=→ y , 0yx =→π=  

( ) ∫∫ ∫∫∫
π

π

πππ
ηµ−ηµπ=ηµ−π=−−πηµ−π=ηµ

0

0

000
dx)x(xfdx)x(fdx)x(f)x()dy()y(f)y(dx)x(xf  

 

∫∫∫∫
ππππ
ηµ

π
=ηµ⇒ηµπ=ηµ⇒

0000
dx)x(f

2
dx)x(xfdx)x(fdx)x(xf2   

...
y4

dy
2

dx
x4

x
2

dx
x3

x
2

dx
x3

xxdx
x3

xx 1

1 2

xy

0 20 20 20 2 =
−

⋅
π

=
συν−
ηµ

⋅
π

=
ηµ+
ηµ

⋅
π

=
ηµ+
ηµ

⋅=
ηµ+
ηµ⋅

∫∫∫∫∫
−συν=ππππ

 

 
 

182. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και IRx∈∀  είναι 
β=+α+−α 2)x(f)x(f   R, ∈βα∀ . Δείξτε ότι 

∫ ∫∫
α

α−

αα

α−
αβ==+α=−α

2

0
2dx)x(fdx)x(fdx)x(f . 

 
Θέτω x=-y, dx=-dy  x=-α→y=α, χ=α→y=-α 
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∫∫∫∫
α

α−

α

α−

α−

α

α

α−
+α=−+α−=−+α=−α dx)x(f)dy()y(f)dy()y(fdx)x(f  

Θέτω y=α+x, dy=dx,  x=-α→y=0, x=α→y=2α 

∫∫∫
ααα

α−
==+α

2

0

2

0
dx)x(fdy)y(fdx)x(f  

Είναι 

( ))(2dx)x(f2dx2dx)x(fdx)x(f2)x(f)x(f
2

0
α−−αβ=⇒β=+α+−α⇒β=+α+−α ∫∫∫∫

αα

α−

α

α−

α

α−
 

∫
α

αβ=
2

0
2dx)x(f . 

 
 

183. Δείξτε ότι ∫ ∫∫ 





=−

x

0

u

0

x

0
dudt)t(fdu)ux()u(f  

 

Έστω η F με ∫∫ −−=
x

0

x

0
du)u(gdu)ux()u(f)x(F , όπου ∫=

u

0
dt)t(f)u(g  

Τότε ∫ ∫∫ −−=
x

0

x

0

x

0
du)u(gduu)u(fdux)u(f)x(F  

∫∫∫ −⋅−⋅=⇒
x

0

x

0

x

0
du)u(gdu)u(fudu)u(fx)x(F  

Εύκολα c)x(F0)x('F =⇒=  τότε 0c0)0(F =⇒=  άρα 0)x(F =  … 
 
 

184. Έστω η f: *RR +→ με )y(f)x(f)yx(f2 ⋅=+  IRy,x ∈∀ , αν f΄(0)=4, δείξτε ότι η 
f παραγωγίσιμη με )x(f2)x('f = . Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου από Cf, 
xx΄, χ=0, χ=1. 
 

Για x=y=0 (Σ) 2)0(f)0(f)0(f2)0(f)0(f)00(f2
*RR:f

0)0(f

2 =⇒=⇒⋅=+
+→

≠
 

Είναι 4
x

2)x(f4
0x

)0(f)x(f4)0('f limlim
0x0x

=
−

⇒=
−
−

⇒=
→→

 (1) 

Έστω Rx∈ , 0h ≠  

[ ]
h2

2)h(f)x(f
h2

)x(f2)h(f)x(f
h

)x(f
2

)h(f)x(f

h
)x(f)hx(f limlimlimlim

0h0h0h0h

−⋅
=

−⋅
=

−
⋅

=
−+

→→→→

 

2
)x(f
)x('f)x(f2)x('f)x(f24

2
)x(f

h
2)h(f

2
)x(f 0)x(f)1(

0h
lim =⇒=⇒=⋅=

−
⋅=

>

→

 

[ ] cx2e)x(fcx2)x(nf2)x(nf +=⇒+=⇒=′⇒   
2e2)0(f c =⇒=  τότε x2cx2 e2)x(fee)x(f ⋅=⇒⋅=  

[ ] 1eedxe2dx)x(fE 21
0

x21

0

x21

0
−==== ∫∫  τ.μ. 

 
 

185. Έστω f συνεχής στο 



 π

2
,0  τότε 






 π

∈γ∃
2

,0 : σϕγ⋅γ=∫ )(fdt)t(f
g

0
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( ) )'xn()x(ng
x

1
)x(g
)x('gx)x('g)x(gx)x(fdt)t(f

x

0
dt)t(f)x(g

)x(f)x('g

x

0
συν−=′⇒

σφ
=⇒σφ=⇒σϕ⋅=

∫=

=∫   

1)x(gx
x

1)x(g)x(n)x(ng 1 =⋅συν⇒
συν

=⇒συν=⇒ −  

Έστω η F με ∫⋅συν=
x

0
dt)t(fx)x(F  ορισμένη και συνεχής στο 



 π

2
,0  

Είναι η F παραγωγίσιμη στο 





 π

2
,0  με )x(fxdt)t(fx)x('F

x

0
⋅συν+⋅ηµ−= ∫  

00dt)t(f0)0(F
0

0
==⋅συν= ∫  ∫

π
=

π
συν=






 π 2/

0
0dt)t(f

22
F    






 π=

2
F)0(F  

Εφαρμόζεται για την F στο 



 π

2
,0  το Θ. Rolle, άρα 






 π

∈γ∃
2

,0 : 0)('F =γ  

∫∫
γγ

γ⋅σϕγ=⇒=γ⋅συνγ+ηµγ−⇒
00

)(fdt)t(f0)(fdt)t(f  

 
 
 

186. Έστω f συνεχής στο [1,3] με ∫ π
−=

3

1

4dx)x(f .  

Δείξτε ότι )3,1(∈γ∃ : 
2

)(f πγ
συν=γ  

 

Έστω η g με 
2
x2dt)t(f)x(g

x

1

π
ηµ

π
−= ∫  ορισμένη στο [1,3].  

Είναι η g συνεχής στο [1,3] παραγωγίσιμη στο (1,3) με 
2
x)x(f)x('g π

συν−=  

και 
π

−=
π

−=
2)3(g,2)1(g , τότε g(0)=g(3) 

άρα εφαρμόζεται για την g στο [1,3] το Θ.Rolle  0)('g)3,1( =γ∈γ∃ …..
2

)(f πγ
συν=γ  

 
 
 

187. Έστω f συνεχής στο [0,1] με ∫ =⋅
1

0
1dx)x(f1821 . Δείξτε ότι )1,0(∈γ∃ : 

1820)(f γ=γ  
 

Έστω η g με 1821
x

0

x
1821

1dt)t(f)x(g −= ∫  ορισμένη στο [0,1]. 

Είναι ∫ ∫ =⇒=
1

0

1

0 1821
1dx)x(f1dx)x(f1821  (1) 

Είναι η g συνεχής στο [0,1] παραγωγίσιμη στο (0,1) με 1820x)x(f)x('g −=  
και 0)1(g,0)0(g == , τότε g(0)=g(3) 
άρα εφαρμόζεται για την g στο [0,1] το Θ.Rolle  0)('g),0( =γ∈γ∃ ….. 1820)(f γ=γ  
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188. Να βρεθεί η σχέση που συνδέει το ∫
π ν

ν συν=
2/

0
xdxI  με το Ιν-2. 

 

[ ] ∫∫∫∫
π −νπ−νπ −νπ −νπ ν

ν ηµσυν−ηµσυν=ηµσυν=συν⋅συν=συν=
2/

0

12/
0

12/

0

12/

0

12/

0
xdx)'x(xxdx)'x(xxdxxxdxI

∫∫
π −νπ −ν−ν−ν ηµηµ−συν−ν−=ηµσυνσυν−ν−



 ηµ⋅συν−

π
ηµ

π
συν=

2/

0

22/

0

211 xdx)x(x)1(xdx)'x(xdx)1(00
22

dx]xx[)1(dx)x1(x)1(
2/

0

222/

0

2 ∫∫
π ν−νπ −ν συν−συν⋅−ν=συν−συν−ν=  

∫ ∫
π π ν−ν συν−ν−συν−ν=

2/

0

2/

0

2 xdx)1(xdx)1(  

222 I1II)1(I)1()1(I −νν−ννν−νν ν
−ν

=⇒−ν=ν⇒Ι−ν−Ι−ν=⇒  

 
 

189. Δίνεται η f ορισμένη και συνεχής στο R και περιττή. Δείξτε ότι η 
συνάρτηση g  με ∫α=

x
dt)t(f)x(g  είναι άρτια. 

 

Είναι )x(g0dt)t(fdt)t(fdt)t(fdt)t(f)x(g
xx

x

xx
=+=+==− ∫∫∫∫ α

−

α

−

α
 άρα g άρτια 

γιατί 0dt)t(fdt)t(fdt)t(fdt)t(fdt)t(fdt)t(fdt)t(f
x

0

x

0

x

0

x

0

x

0

0

x

x

x
=+−=+−=+= ∫∫∫∫∫∫∫

−−−
 

γιατί αν θέσω t=-y, dt=-dy 0y0t =→=   xyxt =→−=  

∫∫∫∫ =−−=−−=
περ− x

0

x

0

.fx

0

x

0
dt)t(f)dy()y(f)dy()y(fdt)t(f  

 
 

190. Έστω η f συνεχής στο [α,β] με f(α)>α2, ∫
β

α

α−β
<

3
dx)x(f

33

. Δείξτε ότι 

),( βα∈γ∃ : 2)(f γ=γ . 
 
Έστω η 2x)x(f)x(g −=  ορισμένη στο [α,β], τότε 0)()( 2 >−= aafag   

Εστω ότι για κάθε χε[α,β] g(x)>0 0)( >⇒ ∫
β

α
dxxg

3
)(

33 αββ

α

−
>⇒ ∫ dxxf   

που είναι άτοπο, άρα δεν είναι πάντα θετική η g. 
Αρα υπάρχει κε[α,β] g(κ)<0 και επειδή g(α)>0 τότε κε(α,β] g(κ)<0 
 Εφαρμόζεται το Θ. Bolzano για την g στο [α,κ], τότε ( ) ),(, βα⊆κα∈γ∃ : 

2)(f...0)(g γ=γ⇒⇒=γ  
 
 

191. Δίνεται η F με ( )dtntnntxF
x

e∫ −= )()( lll , χ>1. Να μελετηθεί ως προς 

μονοτονία, σημεία καμπής. 
 
Είναι )()(' nxnnxxF lll −=  
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nx
nx

x
xF



 11')'( −
⋅=  

1x >∀  F0)x('F01)e('F)x('F ⇒>⇒>=≥  γνησίως αύξουσα 
Άρα η F στο χ=e παρουσιάζει σημεία καμπής. 
 
 

192. Δίνεται η F με ( )∫ −=
x

dttnntxF
1

)( ll , χ>1. Να μελετηθεί ως προς την 
μονοτονία και τα σημεία καμπής. 
 
Είναι xnnxxF ll −=)('  

nx
nxxF x l
l−

⋅=
1

2
1)(''  

Θέτω 400)(' exxnnxxF <⇔>−⇔> ll  
ex...0)x(''F <⇔⇔>  

 
 

193. Έστω η f ορισμένη στο IR με ''f  συνεχή, παρουσιάζει Τ.Α. στο x0=2 

και η Cf περνά από το Α(0,1). Αν [ ]∫ −=+
2

0 3
8dx)x('f3)x(''xf  να βρεθεί το f(2). 

 
Είναι Α(0,1) 1)0(fCf =⇔∈ , η f στο x0=2 T.A. 0)2('f =⇒  

Έχουμε [ ]
3
8dx)x('f3dx)x(''xf

3
8dx)x('f3)x(''xf

2

0

2

0

2

0
−=+⇔−=+ ∫∫∫  

[ ] ∫∫ −=+−⇔
2

0

2

0

2
0 3

8dx)x('f3dx)x('f)'x()x('xf  

[ ]
3
4)0(f)2(f

3
4)x(f

3
4dx)x('f

3
8dx)x('f2 2

0

2

0

2

0
−=−⇔−=⇔−=⇔−=⋅⇔ ∫∫  

3
1)2(f

3
41)2(f −=⇔−=−⇔  

 
 

194. Έστω η συνεχής στο IR συνάρτηση f. Nα αποδείξετε ότι 

∫ ∫∫ =
x

0

x

0

2t

0
]dw)w(f[dt]dz)z(f)t(f[2   

 
Έστω F μία παράγουσα της f. Τότε είναι ∫∫ ∫ =

x

0

t
0

x

0

t

0
dt])]z(F[)t('F[2dt]dz)z('F)t('F[2    

( ) ∫∫∫ −=−=
xxx

dttFFdttFtFdtFtFtF
000

)(')0(2)()('2])0()()('[2  

( )[ ] [ ] ( ) )0(F)x(F)0(F2)x(F)0(F)x(F)0(F2)0(F)x(F)t(F)0(F2)t(F 2222x
0

x
0

2 +−=−−−=−=  

( ) [ ]
2x

0

2x
0

2 dw)w(f)]w(F[)0(F)x(F 



==−= ∫  

 
 

195. Έστω η )(2)( nxnnxxf lll −=  και έστω α που παρουσιάζει ακρότατο και 
β σημείο καμπής η f. 
Δίνεται η g δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α,β] και g(x)>0 για κάθε χ∈
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[α,β]. 
g(β)=g΄(β)=0 τότε υπάρχει ),(x0 βα∈  τέτοιο ώστε 0)x(''g 0 ≠ . 
 
Για το Π.Ο. x>0, 1x0nx >⇔>  άρα το ),1(A ∞+=  

nxx
nxxf
l

l 12)(' −
= , 

2

2

)(
12)(''

nxx
nxxnxf

l
ll ++−

=  

Άρα στο e=α  παρουσιάζει ελάχιστο και στο β=e σημείο καμπής. 
Έστω ότι: 0)x(''g =  για κάθε )e,e(x∈  
Τότε g΄(χ)=c (c: σταθερά) για κάθε )e,e(x∈  
Επειδή g΄(χ)=c και η g είναι παραγωγίσιμη στο )e,e( , με συνεχή g΄ έπεται ότι: 
c=g΄(e)=0 
Άρα g΄(χ)=0, για κάθε ]e,e[x∈  
δηλαδή g(x)=k (k: σταθερά) για κάθε ]e,e[x∈ . 
Αλλά για ex = , g(e)=0=k 
οπότε g(x)=0 για κάθε ]e,e[x∈ , άτοπο αφού g(x)>0 για κάθε ]e,e[x∈ . 
Επομένως υπάρχει )e,e(x0 ∈  τέτοιο ώστε 0)x(''g 0 ≠ . 
 
 

196. Θεωρούμε τη συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο R και τις εξισώσεις  
( ) [ ] 0)x('fz1)x('fz 22 =++−  

01z)x('f2z2 =++ , Cz∈  
Αν οι ρίζες τους είναι καθαροί μιγαδικοί για κάθε IRx∈  να αποδειχθεί 
ότι η εξίσωση 0)(2004)]([ 2001 =+ xfxf  έχει το πολύ μια ρίζα στο R. 
 

( ) [ ] 0)x('fz1)x('fz 22 =++−  

Είναι: ( ) ( ) ⇔<−+=∆ 0)x('f41)x('f 2 ( ) 





 >−<⇔<++−⇔ 1)x('fή

3
1)x('f01)x('f2)x('f3 2  

01z)x('f2z2 =++  
Είναι ( ) ( ) 1)x('f11)x('f04)x('f4 22 <<−⇔<⇔<−=∆  

Άρα 
3
1)x('f1 −<<−  για κάθε IRx∈ . 

Συνεπώς η f είναι γνήσια φθίνουσα στο R. 
Kαι: ( ) ( )[ ] 0)(02004)()(0)(2004)( 20002001 =⇔=+⇔=+ xfxfxfxfxf  
που προφανώς έχει το πολύ μία ρίζα στο R, αφού f γνησίως φθίνουσα. 
 
 

197. Έστω η συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο διάστημα [0,3π], για την 
οποία ισχύει f(πχ)=πf(x) για κάθε ]3,0[x π∈ . Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν 

)3,0(,, π∈γβα  ώστε )3(f)('f)('f)('f =γ+β+α . 
 
Εφαρμόζουμε το θεώρημα μέσης τιμής του διαφορικού λογισμού στα [0,π], 
[π,2π], [2π,3π]. 

Υπάρχει α∈(0,π) ώστε 
0

)0(f)(f)('f
−π
−π

=α  
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Υπάρχει β∈(π,2π) ώστε 
π−π
π−π

=β
2

)(f)2(f)('f  

Υπάρχει γ∈(2π,3π) ώστε 
π−π
π−π

=γ
23

)2(f)3(f)('f  

Με πρόσθεση κατά μέλη παίρνουμε: 

π
−π

=
π

π−π+π−π+−π
=γ+β+α

)0(f)3(f)2(f)3(f)(f)2(f)0(f)(f)('f)('f)('f  

Όμως 




π=π
=

⇒




⋅π=π=για
⋅π==για

⇒π=π
)3(f)3(f

0)0(f
)3(f)3(f:3x

)0(f)0(f:0x
)x(f)x(f  

Άρα )3(f0)3(f)('f)('f)('f =
π
−π

=γ+β+α  

 
 

198. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση )1x2(3432 xxx +=++  έχει ακριβώς δύο 
ρίζες α, β στο R. 
 
Θεωρούμε τη συνάρτηση )1x2(3432)x(f xxx +=++=  η οποία είναι συνεχής και δύο 
φορές παραγωγίσιμη στο R (με συνεχείς παραγώγους). 
 
Είναι 033)10(3432)0(f 000 =−=+−++=  

099)12(3432)1(f =−=+−++=  
Θα δείξουμε ότι η f(x)=0 δεν έχει άλλες ρίζες στο R. 
Έστω ρ1, ρ2, ρ3 τρεις ρίζες της f με ρ1<ρ2<ρ3.  
Τότε η f είναι συνεχής στα διαστήματα [ρ1,ρ2], [ρ2,ρ3] και παραγωγίσιμη στα 
διαστήματα (ρ1,ρ2), (ρ2,ρ3) με f(ρ1)=f(ρ2)=f(ρ3)=0. 
Άρα υπάρχουν: ),(x 211 ρρ∈  ώστε f΄(x1)=0, ),(x 322 ρρ∈  ώστε f΄(x2)=0 
Επίσης η συνάρτηση 64ln43ln32ln2)x('f xxx −++=  είναι συνεχής στο διάστημα 
[x1,x2] και παραγωγίσιμη στο (x1,x2) με f΄(x1)=f΄(χ2)=0. 
Άρα υπάρχει )x,x( 21∈ξ  ώστε 0)4(ln4)3(ln3)2(ln20)(''f 2x2x2x =++⇔=ξ , άτοπο, αφού  

0)4(ln4)3(ln3)2(ln2 2x2x2x >++  για κάθε Rx∈  . 
Επομένως η f(x)=0 (άρα και η εξίσωση) έχει ακριβώς δύο ρίζες στο R. 
 
 
 
 
 

 
 

199. Δίνεται η εξίσωση xxxx 2004181920021821 +=+ , IRx∈  
α. Να λυθεί. 
β. Αν ρ είναι η μεγαλύτερη ρίζα της παραπάνω εξίσωσης τότε να βρεθεί, 
αν υπάρχει σημείο καμπής της συνάρτησης f: IR→IR με 

1e

pxepx
)x(f )xp(

3)xp(

lim +

−⋅−−
= −λ

−λ

+∞→λ

  

 
α. ⇔−=−⇔+=+ xxxxxxxx 20022004181918212004181920021821   
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20022004
20022004

18191821
18191821

−
−

=
−
− xxxx

 (1) 

Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση f(y)=yx τότε f΄(y)=χyx-1 και εφαρμόσουμε το 
Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. για την f στα διαστήματα [1819,1821] και [2002,2004] θα έχουμε ότι 

)1821,1819(1 ∈∃ ξ  και )2004,2002(2 ∈ξ  τέτοια ώστε 
18191821
18191821)(' 1 −

−
=

xx

f ξ  και 

20022004
20022004)(' 2 −

−
=

xx

f ξ . Λόγω της (1) έχουμε f΄(ξ1)=f΄(ξ2). 

Από εφαρμογή του Θ. Rolle στο διάστημα [ξ1,ξ2] για την f΄ έχουμε ότι ),( 21 ξξ∈ξ∃  
τέτοιο ώστε 1xή0x0)1x(x0)(''f 2x ==⇒=ξ−⇒=ξ − . 
Άρα οι λύσεις της δεδομένης εξίσωσης είναι δύο οι: x=0 ή x=1.  

β.  p=1 άρα 
1e

1xe1x
)x(f )x1(

3)x1(

lim +

−⋅−−
= −λ

−λ

+∞→λ

 (2) 

Διακρίνουμε περιπτώσεις: 
- Αν 1x0x1 <⇔>−  τότε +∞=−⋅λ

+∞→λ

)x1(elim   

Η (2) γίνεται 3
3

)1(

3
)1(

1)(
01

10
11

111

)( lim xxfx

e

xx
exf

x

x
−−=⇔

+
−−

=
+

−−−
=

−⋅

−⋅

+∞→
λ

λ

λ
 

- Αν 1x0x1 >⇔<−  τότε 0e )x1(lim =−⋅λ

+∞→λ

, άρα η (2) γίνεται 

1x)x(f
10

01x
)x(f −=⇔

+

−−
=  

- Αν χ=1 τότε η (2) γίνεται 0)x(f
11

0)x(f =⇔
+

=  

Άρα 








>αν−

=αν
<αν−−

=

1x1x

1x0
1xx1

)x(f

3

η οποία είναι συνεχής στο IR. 

Ελέγχω την παραγωγισιμότητα στο x0=1. 

+∞=
−

=
−−

−−
=

−
−−−

−−− →→→ 3 2
13 2

1

3

1 )1(
1

)1()1(
)1(

1
01 limlimlim xxx

x
x

x
xxx

 

+∞=
−

=
−−

−
=

−
−−

+++ →→→ 1x
1

1x)1x(
1x

1x
01x limlimlim

1x1x1x

 

 
Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0=1 αλλά δέχεται στο σημείο Α(1,0) 
εφαπτομένη την ευθεία με εξίσωση ε: x=1 

Επίσης 











>αν
−

<αν
−

=

1x
1x2

1

1x
)x1(3

1

)x('f
3 2

      και   













>αν
−

−

<αν
−

=
1x

)1x(4

1

1x
)x1(9

2

)x(''f

3

3 5

  

 
Επειδή η f δέχεται εφαπτομένη στο Α(1,0) και αλλάζει το πρόσημο της )x(''f  
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εκατέρωθεν του x0=1 τότε το Α(1,0) είναι το ζητούμενο σημείο καμπής. 
 
 
 

200. Δίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
*IR+  και για κάθε x>0 ισχύει η ισότητα: )x(''xfex)x('fxlnx x22 −=+  (1). 

α. Αν η f παρουσιάζει στο x0>0 τοπικό ακρότατο δείξτε 0)x(''f 0 > . 
β. Να βρεθούν οι συναρτήσεις f´(x) για κάθε χ>0. 
 
α. Αφού η f είναι παραγωγίσιμη στο ),0( ∞+  και παρουσιάζει στο x0>0 τοπικό 
ακρότατο τότε σύμφωνα με το Θ. Fermat ισχύει: f´(x0)=0. 
Η (1) για x=x0 γίνεται: 

⇔⋅+−=⇔−=+ 00 x2
00

2
00000

x2
000

2
0 exxlnx)x(''fx)x(''fxex)x('fxlnx  

0

e

000
e

00
x

000 x
elnx)x(''f)xlne(lnx)x(''f)exln(x)x(''f

0x

0x
0 =⇔−=⇔+−=  

Γνωρίζουμε ότι x0>0. Θα δείξω ότι 1
x

e

0

e 0x

>   0x0 >∀ . 

0xe1
x

e
0

e

0

0x
0xe

>−⇔> . Θεωρώ xe)x(g
xe −= , x>0 και 1ee)x('g

xex −=  

Ισχύει 01ee
xex >−  γιατί ισοδύναμα έχουμε: 

xeee1ee xxeex xx
−>⇔>⇔> −  αληθής 0x >∀ . (ex γνησίως αύξουσα) 

Άρα 0)x('g >  για κάθε χ>0 δηλαδή g γνησίως αύξουσα και ⇔>⇔> )0(g)x(g0x  

0exe
xe >>−  άρα 0xe 0

e 0x

>−  0x0 >∀ . Επομένως ⇔>⇔> 0
x

eln1
x

e

0

e

0

e 0x0x

  

0)x(''f0
x

elnx 0
0

e

0

0x

>⇔> . Επομένως η f παρουσιάζει στο x0 τοπικό ελάχιστο. 

β. ⇔−=+⇔−=+ xlnxex)x('f)x(''xf)x(''xfex)x('fxlnx 2x2x22  

( ) ( ) ∫∫∫ ⇔
′









−=⇒−= dx

3
xxlndx)'e(xdx')x('xfxlnxex')x('xf

3
x22x2  

∫ ∫ ⇔+−−= dx
3
xxln

3
xdxxe2ex)x('xf

23
xx2  

⇔++−+−= cx
9
1xln

3
xe2xe2ex)x('xf 3

3
xxx2  

x
cx

9
1xln

3
x

x
e2e2xe)x('f 2

2x
xx ++−+−= , c σταθερά, x>0 

 
 
 

201. Δίνεται η συνάρτηση µ+µ−
µ

+= 40x2x
2

x
4
1)x(f 32

2
4 , IR∈µ      

α. Να βρεθούν οι τιμές του IRk∈  ώστε η εξίσωση f(x)=k να έχει για κάθε 
IR∈µ  λύση στο IR. 
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323 2xx)x('f µ−µ+= , IRx∈  
)2xx()x(2xx)x('f 22323 µ+µ+µ−=µ−µ+=  

Ισχύει 0)2xx( 22 ≥µ+µ+  για κάθε IRx∈  επειδή 07 2 ≤µ−=∆  

Η f παρουσιάζει στο x0=μ ελάχιστο το µ+µ−=µ+µ−
µ

+
µ

=µ 40
4

5
402

24
)(f 44

44

, 

IR∈µ . Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση µ+µ−=µ 40
4
5)(g 4 , IR∈µ  τότε 

g´(μ)=-5μ3+40=-5(μ3-8)=-5(μ-2)(μ2+2μ+4), IR∈µ  και κάνοντας τον πίνακα 
μεταβολών της g έχουμε: 
Η g παρουσιάζει μέγιστο το g(2)=60. 
Συνεπώς για κάθε IR∈µ  ισχύει 6040)4/5()2()( 4 ≤+−⇒≤ µµµ gg  (1). 
Αλλά για κάθε IRx∈  ισχύει µ+µ−≥⇒µ≥ 40)4/5()x(f)(f)x(f 4  
Το σύνολο τιμών της g(μ) είναι το διάστημα (-∞ ,60] και συνεπώς η μεγαλύτερη 
τιμή που παίρνει το ελάχιστο της f  είναι το 60.   
Επειδή για κάθε IRx∈  ισχύει ),40)4/5([)x(f 4 ∞+µ+µ−∈ , για να έχει λύση στο IR η 
εξίσωση f(x)=k για κάθε πραγματική τιμή του IR∈µ  πρέπει ),60[k ∞+∈ . 
 
 
 

202. Έστω i32z +−=  και α=Argz και η συνάρτηση f ορισμένη στο [-2,2] 

με 
α
π

=+
3
5)x(fx 22 . Να βρεθούν οι ρίζες της εξίσωσης f(x)=0.  

Nα δείξτε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (-2,2).  

Να βρεθεί η εφαπτόμενη της Cf που σχηματίζει με xx΄ γωνία 
4
π  αν 

3)1(f = .  
Τότε υπάρχει )1,0(∈ρ : ρ+ρf(ρ)=f(ρ). 
 

Είναι 



 π−

ηµ+
π−

συν−=











−−=+−=

6
i

6
22

2
i

2
322i32z  





 π

ηµ+
π

συν−=



 π−

ηµ−
π−

συν−=
12
2i

12
212

6
i

6
12 







 π
συν

π
ηµ+






 π

ηµ−−=
1212

i2
12

2112 2  





 π

συν+
π

ηµ
π

ηµ=



 π

συν
π

ηµ+
π

ηµ=
12

i
1212

4
1212

i2
12

22 2  





 π

ηµ+
π

συν
π

ηµ=













 π

−
π

ηµ+





 π

−
π

συν
π

ηµ=
12
5i

12
5

12
4

122
i

12212
4  άρα 

12
5π

=α  

Τότε 4)x(fx
3
5)x(fx 2222 =+⇔
α
π

=+  (1) 

Αν κ μια ρίζα της f(χ)=0, f(κ)=0 με κ∈[-2,2] 
Για x=κ η (1) 244)(f 222 ±=κ⇔=κ⇔=κ+κ⇒  
Έστω ότι η f δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (-2,2) τότε υπάρχουν x1,x2∈(-2,2) 
με χ1<χ2 και f(x1)f(x2)<0 τότε από Θ. Βolzano υπάρχει )2,2()x,x( 21 −⊆∈λ  άρα 

)2,2(−∈λ : f(λ)=0 
Για χ=λ η (1) 244)(f 222 ±=λ⇔=λ⇔=λ+λ  άτοπο άρα η f διατηρεί σταθερό 
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πρόσημο στο (-2,2) 
Τότε 222 x4)x(fx4)x(f −±=⇔−=  επειδή 03)1(f >=  τότε 2x4)x(f −=  και 

2x4

x)x('f
−

−
=  

Έστω Μ(χ0,y0)∈Cf και (ε) η εφαπτόμενη που σχηματίζει γωνία 
4
π  τότε 

...1)x('f
4 0 ⇔=⇔
π

εϕ=λε  2x0 −=  

άρα ε: )2x()2('f)2(fy +−=−−  
Έστω η h με )x(f)x(xfx)x(h −+=  στο [0,1] 
Η h συνεχής h(0)=-f(0)=-2, h(1)=1, h(0)h(1)<0  
από Θ. Bolzano υπάρχει )1,0(∈ρ : h(ρ)=0⇔ ρ+ρf(ρ)=f(ρ). 
 
 
 

203. Εστω η παραγωγίσιμη συάρτηση Rf
+

→]1,0[:  και ισχύει 

)1()0( fef = . Να δείξτε ότι υπάρχει ρε(0,1) : f’(ρ)=ρf(ρ)  και  κε(0,1) : 

ee kf
kf

=)(
)('

. 
 

Εστω η συνάρτηση h με e
x

xfxh 2

2

)()( −=  ορισμένη στο [0,1] συνεχής και 

παραγωγίσιμη με  ee
xx

xxfxfxh 22

22

)()(')(' −− −=  
Είναι h(0)=f(0),  h(1)=…..=f(0)=h(0). 
Eφαρμόζεται στη h το Θ.Rolle στο [0,1], άρα υπάρχει ρε(0,1) :  h’(ρ)=0 
………….f’(ρ)=ρf(ρ). 
Εστω η συνάρτηση g με )(ln)( xfxg =  ορισμένη στο [0,1] παραγωγίσιμη 

με 
)(
)(')('

xf
xfxg = . 

Eφαρμόζεται στη g το Θ.M.T.Δ.Λ στο [0,1], άρα υπάρχει κε(0,1) : 

⇔
−
−

=
01

)0()1()(' ggkg ⇔−= )0(ln)1(ln
)(
)(' ff

kf
kf  

⇔== e
f
f

kf
kf ln

)0(
)1(ln

)(
)(' ee kf

kf

=)(
)('

. 

 
 
 

204. Έστω η συνεχής και παραγωγίσιμη f: ]1,0[]1,0[ →  με 0)0( =f , 1)1( =f . 
Να δείξτε ότι υπάρχουν ]1,0[, ∈βα  βα ≠  με 1)(')(' =⋅ βα ff . 
 
Παρατηρώ ότι η xy −= 1  τέμνει την γραφική παράσταση της f. Έστω η 

xxfxg +−= 1)()(  στο ]1,0[ . 
Στο ]1,0[  για g Θ. Bolzano )1,0(∈∃ ρ : ρρρ −=⇔= 1)(0)( fg   

Στο ],0[ ρ  Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. ),0( ρα ∈∃ : 
ρ
ρ

ρ
ρα −

=
−
−

=
1

0
)0()()(' fff  
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Στο ]1,[ρ  Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. )1,(ρβ ∈∃ : 
ρ

ρ
ρ
ρβ

−
=

−
−

=
11

)()1()(' fff  

Τότε 1)(')(' =⋅ βα ff . 
 
 
 

205. Έστω η παραγωγίσιμη f: RR →  και )()(' xfxf −= . Να δείξτε ότι η 
2000)()()( 22 +−+= xfxfxg  είναι σταθερή και να βρεθεί η τιμή της αν 

1)0( =f . 
 
Θέτω στη σχέση )()(' xfxf −=  όπου x το –x. Τότε )()(' xfxf =− . 
Έχουμε )'2000()')((')(2)(')(2)(' +−−−+= xxfxfxfxfxg )1)(()('2)(')(2 −+= xfxfxfxf  

0)()('2)(')(2 =−= xfxfxfxf  
άρα cxg =)( . Τότε cg =)0(  cff =+−+⇔ 2000)0()0( 22  

c=++⇔ 200011  
c=⇔ 2002  άρα 2002)( =xg . 

 
 
 

206. Έστω x x

x
exσυνκ −

→

+= 1 2

0
1lim  και οι μιγαδικοί iffz κβα ++= 3)(')( , 

ieffw )1()(')( 2 −+= ββ , βα <  με 
6

)( π
=− wzArg  και f δύο φορές 

παραγωγίσιμη 0)( ≠xf , 0)(' ≠xf  τότε υπάρχουν ),(, βαρ ∈t :
0)('')()('')( >+ tftfff ρρ  

 

Επειδή ( ) xx

x

x x

x
exex συνσυν −

→

−

→

+=+ 1
1

2

0

1 2

0
11 limlim  

21
)1( 2

lim ee x
exn

x

x

== −
+

+∞→

συν


 

άρα 2ek =  τότε iffffwz ++−=− 3)(')()(')( αββα  

6
)( πεϕεϕ =− wzArg  

3
1

3
3

3)(')()(')(
1

==
+−

⇒
αββα ffff

 

0)(')()(')( =−⇒ αββα ffff  (1) 

Έστω η g με 
)('
)()(

xf
xfxg =  στο [α,β] εφαρμόζεται Θ. Rolle υπάρχει ),( βαρ ∈  

0)(' =ρg  

0
)]('[

)()('')]('[
2

2

=
−

⇔
ρ

ρρρ
f

fff  

0)()('')]('[ 2 >=⇔ ρρρ fff  

Όμοια στην 
)(
)(')(

xf
xfxh = εφαρμόζεται Θ. Rolle στο [α,β] υπάρχει ),( βα∈t  



 

222 Επιλεγμένα θέματα   Σώλος Γιάννης Σελίδα 97 
 

97 

0
)]([

)]('[)()(''0)(' 2

2

=
−

⇔=
tf

tftftfth  

0)()('')]('[ 2 >=⇔ tftftf  
Τότε 0)()('')()('' >+ tftfff ρρ . 
 

207. Εστω οι μιγαδικοί αριθμοί iaz β+=1  και iz αβ +=2 , με α,βεR και 
ozArg 20)( 1 = .   

α)  Να βρείτε το )( 2zArg . 
β)  Nα αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών 0, 1z  και 2z  είναι κορυφές 
ισοσκελούς τριγώνου, του οποίου να βρείτε τις γωνίες.  

γ)  Να βρείτε τον μικρότερο νεΝ*  ,ώστε ο μιγαδικός  
v

z
zw 







=

1

2  

να είναι πραγματικός. 

δ) Να γράψετε σε τριγωνομετρική μορφή τον μιγαδικό  u=1+
1

2

z
z .  

 
α)Aν |Ζ 1|=ρ, τότε Z 1=ρ(συν20 0 +ίημ20 0 ), άρα α=ρσυν20 0  και β=ρημ20 0 . 
Επομένως Ζ 2 =β+αί=ρημ20 0 +ίρσυν20 0 =ρ(ημ20 0 +ίσυν20 0 )⇔ Ζ 2 =ρ(συν70 0

+ίημ70 0 ) δηλαδή Αrg(Ζ 2 )=70 0  

β)Αποδεικνύουμε ότι |Ζ 1|=|Ζ 2 | και επειδή Αrg (
1

2

z
z )=50 0 ,η γωνία της κορυφής 

του ισοσκελούς τριγώνου είναι 50 0 . 
 

γ) Επειδή w=(συν50 0 +ίημ50 0 )ν =συν
18

5νπ +ίημ
18

5νπ  τότε 
18

5νπ =κπ, κ∈Ν*⇔ ν=
5

18k     

,κ∈Ν*,  
άρα με κ=5  βρίσκουμε το μικρότερο ν=18. 
δ) w=1+συν50 0  +ίημ50=1+2συν225 0 -1+2ίημ25 0 .συν250 
    άρα w=2συν250 . (συν250 +ίημ250 ). 
 
 
 

208. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f: [ ]2;0 →R και ο μιγαδικός  

z= 3 [f(1)-f(2)]+ ι [f(2)-f(0)] με Αrg ( )z =
6
π . Να αποδείξετε ότι 

α) ( )
2

)1(0)2( fff +  

β) υπάρχει ένα τουλάχιστον χο ε )( 1,0 τέτοιο , ώστε f(x)=f(2) 
γ)  η εξίσωση 'f (x)=0 έχει τουλάχιστον μία λύση στο διάστημα (0,2),  
δ)υπάρχουν 1x , 2x  του διαστημάτος (0,2) με 1x < 2x  τέτοια,ώστε f’( 1x )+2f’( 2x
)=0 
 

α)Ο z σε τριγωνομετρική μορφή γράφεται z=ρ(συν
6
π +ίημ

6
π ),όπου|z|=ρ>0.  
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Άρα ισχύει   3 [f(1)-f(2)]+ ι [f(2)-f(0)] =ρσυν
6
π +ίημ

6
π  

⇔ 3 [f(1)-f(2)]=ρ.
2
3 και  [f(2)-f(0)] =ρ.

2
1 ⇔ f(2)-f(0)=f(1)-f(2)=ρ. 

2
1 >0 (1) 

οπότε f(2)=
2

)1(()) ff + . 

β)Από τη σχέση (1 ) του ερωτήματος (α) έχουμε: 
f(2)-f(0)>0 καιf(1)-f(2)>0⇔ f(2)>f(0)καιf(1)>f(2),άρα f(1)>f(2)>f(0). 
 Συνεπώς από το θεώρημα  ενδιάμεσων τιμών και από την βρίσκουμε ότι υπάρχει 
τουλάχιστον ένα xοε(0,1), ώστε f(χ 0 ) =f(2). 
γ)Προκύπτει από το θεώρημα Rolle για την f στο διάστημα [x0 ,2]του ερωτήματος 
(β). 
δ)Από το ερώτημα (α) βρίσκουμε διαδοχικά:  

f(2)=
2

)1()0( ff +  ⇔  2f(2)=f(0)+f(1) ⇔ 2(f(2)-f(1))=f(0)-f(1)⇔ 2.
12

)1()2(
−
− ff

 = -

01
)0()1(

−
− ff

 

⇔ 2f’ (x 2 )=-f’(x 1 )  ,με    0<χ 1<1<χ 2 <2 
⇔ f’(x 1 )+2f’(x 2  )=0  ,με         χ 1<χ 2  
 
 
 

209. Έστω η συνάρτηση f : (0 +∞ ) →R δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0,+
∞ ) και υπάρχουν  
α, β, γ > 0 με α < β < γ τέτοια ώστε f (α) = α , f (β) = β και f (γ) = γ. 
α)    Δείξτε ότι υπάρχει κ ∈ (α, β) : f (κ) = κ f’ (κ) και ότι υπάρχει λ ∈ ( β , 
γ ) : f (λ) = λ f’ (λ). 
β)    Αν η ευθεία που περνά από τα σημεία Α ( κ , f (κ) ), Β ( λ , f (λ) ) 
περνά από την αρχή των αξόνων δείξτε ότι υπάρχει χ0 > 0 τέτοιο ώστε  
f’’ (x0) = 0. 
 
Σκέπτομαι να θέσω το ζητούμενο, θεωρώντας το κ μεταβλητή τότε γίνεται: 
 
f (κ) = κ. f’ (κ) ⇔  0 = f’ (κ) . κ – f (κ) ⇔  0 = f’ (κ) . κ – f (κ) . κ’ ⇔  
 

0 = 2

')().('
κ

κκκκ ff −  ⇔ 0 = ( 
χ
κ )'(f ) χ=κ 

Έστω η συνάρτηση g (x) = [ ]β,/{)( a
x
xf .  

Είναι g συνεχής στο [ ]β,a  ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων,  

g παραγωγίσιμη στο (α, β) με g’ (χ) = 2

)()('
x

xfxxf −  και 

g (α) = 1)(
=

a
af , g (β) = 1)(

=
β
βf  

Άρα από Θ.Rolle υπάρχει κ ∈ (α , β) : g’ (κ) = 0 ⇔ f’ (κ) κ = f (κ).  
Ομοίως από Θ . Rolle για την g στο [ ]γβ ,  έχουμε ότι υπάρχει λ ∈ ( β, γ ) :f’ (λ) . λ 
= f (λ). 
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Η ευθεία ΑΒ έχει την εξίσωση ( f (κ) – f (λ))χ – (κ-λ) y + κ f (λ) – f (κ) λ = 0  
0 (0,0)∈ ΑΒ ⇔ κ f (λ) – f (κ) λ = 0 ⇔ κ λ f’ (λ) – κ f’ (κ) λ = 0 ⇔ f’ (λ) = f’ (κ). 
Είναι f’ συνεχής στο [ ]λκ ,  διότι f’ παραγωγίσιμη , f’ παραγωγίσιμη  στο (κ, λ) και 
f’ (κ) = f’ (λ). 
Άρα από Θ. Rοlle υπάρχει χ0 ∈ (κ , λ): f’’ (x0) = 0. 
 
 
 

210. Δίνεται συνάρτηση f : [ ),0 +∞  παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει ότι 
f’ (χ) > 0 για κάθε  

χ ∈ [ ),0 +∞  και −∞=
+∞→

)(lim xf
x

. Έστω F (χ) = ∫
x

dttf
0

)(  μία αρχική συνάρτηση 

της f. 

Δείξτε ότι: α) )(')(1 xFxF
x

<  για κάθε χ ),0( +∞∈  ,  

                β) −∞=
+∞→

)(lim xF
x

   

 
α)     Έστω χ > 0. F συνεχής στο [ ]x,0   F παραγωγίσιμη στο (0, χ)  

με F’ (χ) = ∫
x

dttf
0

)')((  = f (x). 

Aρα από Θ.Μ.Τ. του διαφορικού λογισμού υπάρχει ένα τουλάχιστον  

χ0 ),0( x∈  : F΄ (χ0) = 
x
xFxF

x
xFxF

x
FxF )()('

0
0)()('

0
)0()(

00 =⇔
−
−

=⇔
−
−  (1) 

αφού ∫ ==
0

0

0)()0( dttfF    

Είναι F’(x) = f(x) άρα (F’ (x))’ = f’ (x) > 0 για χ [ ),0 +∞∈   
Άρα F’ γνησίως γνησίως αύξουσα στο [ ),0 +∞   
Είναι χ0 ),0( x∈  άρα χ0 < χ ⇒  F’(x0) < F’(x) (2)  

από (1) και (2) έχουμε ότι : )(')( xF
x
xF

<  για κάθε χ > 0. 

β)     Από (α) έχουμε ότι: )(')( xF
x
xF

<    για κάθε χ > 0 ⇔  )()( xf
x
xF

<  ⇔  F (x) < 

x f (x) 
με −∞=−∞+∞=

+∞→
)())((lim xxf

x
  άρα −∞=

+∞→
)(lim xF

x
. 

 
 
 

211. Έστω η f: R→∞+ ),0[  με xexf xf =)()(  τότε η f γνησίως αύξουσα, 

+∞=
+∞→

)(lim xf
x

, 1)(lim =
+∞→ nx

xf
x 

. 

 
Έστω η f γνησίως φθίνουσα τότε αν ),0[, 21 ∞+∈xx  με 

)()(
2121

21)()( xfxf eexfxfxx >⇒>⇒<  
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Έστω 0)(0)( )( ≥⇒≥= xfxexf xf  
Έτσι 21

)(
2

)(
1

21 )()( xxexfexf xfxf >⇒>  άτοπο. 
Έστω ότι υπάρχει 0>  που για κάθε ),0[ ∞+∈x   eexf xf <⇒< )()(  τότε 

  exeexf xf <⇒<)()(  άτοπο, γιατί ο x τυχαίος. Άρα δεν υπάρχει πραγματικός 
που να φράζει από πάνω την f τότε +∞=

+∞→

)(lim xf
x

 

Είναι nxexfnxexf xfxf  =⇒= ])([)( )()(   
nxnexnf xf  =+⇒ )()(  

nxxfxnf  =+⇒ )()(  

)(
1

)(
)(

xf
nx

xf
xnf 

=+⇒  

Τότε 1101
)(
)(

)(
)( limlim =+=








+=

+∞→+∞→ xf
xnf

xf
xnf

xx

  

γιατί 01
)(
)( limlimlim ===

+∞→+∞→+∞→ yy
ny

xf
xnf

yyx

  άρα 1)(lim =
+∞→ nx

xf
x 

. 

 
 
 

212. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f: [0,+∞ )→  R  
με f(0)=f ’’(0)=0,για την οποία ισχύει f’’’(x)>f’(x) για κάθε χ ∈ [ ),0 +∞ .  
Να αποδείξετε ότι: 
α)η συνάρτηση h: [ +∞,0 )→R,με τύπο h(x)=f ’(x)e x− ,είναι γνησίως αύξουσα, 
β) Nα δείξτε ότι f’’(x)>0 για κάθε x>0. 

γ) η συνάρτηση f 2  είναι κυρτή στο [ ),0 +∞     δ) f(
2
1 )<

2
)1(f   ε)  lim f(x)=+∞  

 
α)Από την υπόθεση έχουμε : f’’’(x) >f’(x)⇔ f’’’(x)-f’(x)>0 (f’’(x)-f(x))’>0 . 
Άρα η συνάρτηση g(x)=f’’(x)-f(x) είναι γνησίως αύξουσα στο [ +∞,0 ), οπότε για κάθε 
χ>0 ισχύει g(x)>g(0)⇔ f’’(x) –f(x)>f’(0)-f(0)=0⇔ f’’(x) >f(x) (1)   
Η h είναι συνεχής στο [ +∞,0 )και για κάθε χ>0 είναι  
h’(χ) =f’’(x)e x− -f(x)e x− =(f’(x)-f(x))e x− >0 
 άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο [ +∞,0  ). 
β)Από το ερώτημα (α) βρίσκουμε για κάθε χ>0: 
h(x)>h(0)⇔ f’(x)e-x >f(0)e-0 ⇔ f’(x)e-x >0 ⇔ f’(x)>0   
αρα η f γνησίως αυξουσα στο [ ),0 +∞  
χ>0⇔ f(x)>f(0)=0⇔ f(x)>0 (2) 
Άρα από την υπόθεση, τις σχέσεις (1) και (2), έχουμε  
για κάθε χ>0: f’’ (x) >f’ (x)>f(x)>0 (3).  
γ) Tώρα, για να αποδείξουμε ότι η f 2  είναι κυρτή στο [ ),0 +∞ , η οποία είναι 
συνεχής, αρκεί να αποδείξουμε ότι ισχύει (f 2 (x))’’ >0 για κάθε χ>0. 
Πράγματι, για κάθε χ>0 ισχύει  
(f2(x))’’ = [ 2( f (x))’ ]’=(2f(x)f’(x))’=2 [ (f’(x))2 +f(x)f’’(x) ] > 0  
δ) Με ισοδυναμίες βρίσκουμε: 
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f(
2
1 )<

2
)1(f  ⇔  f2 (

2
1 )<

2
)1(2f  ⇔ 2f2(

2
1 )<f2(1)⇔ f2  (

2
1 ) –f2 (0)<f2(1)-f2(

2
1 )⇔   

0
2
1

)0()
2
1( 22

−

− ff
 <

2
11

)
2
1()1( 22

−

− ff
 (4)  

Η σχέση (4) όμως ισχύει, διότι από το Θ.Μ.Τ.  το 1 0  μέλος είναι (f2)’ (ξ1), με ο<ξ1<

2
1 ,  

και το 20 μέλος είναι (f2)’ (ξ 2 ), με 
2
1 <ξ2 <1, 

όπου προφανώς  (f2)’ (ξ1)<(f2)’ (ξ2),  αφού η (f2)’ είναι γνησίως αύξουσα από το 
ερώτημα (β). 

δ) Αν χ>1 ,τότε από το Θ.Μ.Τ. προκύπτει :
1

)1()(
−
−

x
fxf =f’ (ξ)>f’(1) (από τη σχέση 

(3),αφού η f’ είναι γνησίως αύξουσα). 
Άρα f(x) >(x-1)f’(1)+f(1) (5). Και επειδή  lim

+∞→x
][ )1()1(')1( ffx +−  =+∞ ,  

από (3), η σχέση (5) δίνει lim f(χ) = +∞ . 
 
 

213. Έστω η συνάρτηση f: [ ]4,0  →  R με f(2) <0, η οποία είναι δύο φορές 
παραγωγίσιμη  στο διάστημα [ ]4,0 , και ο μιγαδικός αριθμός z=f(2)+

2
)4()0( ff + i  για τον οποίο ισχύει  (z-1)2000=(z-i)2000 

α)Να αποδείξετε ότι f(2)=
2

)4()0( ff +   

β)Να βρείτε το Αrg(z). 
γ)Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα χ0∈(0,4) , 
για το οποίο ισχύει f’’ (x0)=0. 
 

α)Αν z = α +βi, όπου α = f(2) και β = 
2

)4()0( ff + ,βρίσκουμε : (z-1)2004 = (z-i)2004, 

20002000 )()1( izz −=− ⇔ 200020001 izz −=− ⇔ izz −=−1 ⇔ 221 izz −=−  
 ⇔ (α-1)2+β2 = α2 +(β-1)2 ⇔  α2-2 α+1+β2 =α2 +β2 –2β +1⇔ α=β⇔ f(2)=

2
)4()0( ff +  

β)Από το ερώτημα (α) έχουμε: z=f(2)+if(2)=-f(2) (-1-i) = -f(2) 2 (συν 
4

5π +ίημ 
4

5π  

αφού  Αrg(-1-ί)= π+
4
π = 

4
5π , κι επειδή f(2)<0,το Αrg(z)= 

4
5π . 

γ) Από το ερώτημα (α) βρίσκουμε:  

f(2)=
2

)4()0( ff + ⇔ 2f(2)=f((0)+f(4)⇔  f(2) – f(0) =f(4) –f(2) 

⇔
02

)0()2(
−
− ff =

24
)2()4(

−
− ff

⇔  f’ (ξ1) =f’ (ξ2),           με 0<ξ1<2<ξ2 <4 
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Εφαρμόζουμε θ.Rolle  και έχουμε  f’’(x0) = 0, με 0<ξ1<χ0 <ξ2 <4. 
 
 

214. Αν η f:R →R είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο R, ώστε 

 f’’(x) = - 2f2001 (x)  για κάθε χ∈R,να βρείτε το lim
+∞→x x

xf )(  

Ισχύει f’’ (x) = -2f2001 (x), άρα ⇔ f’ (x) f’’ (x) = -2f’(x) f2001 (x)  

⇔ 



2

))('( 2xf  + 
1001

))(( 2002xf ]’ =0 ⇔
2

))('( 2xf +
1001

))(( 2002xf
 =c  , c∈R σταθερά  

⇔
2

))('( 2xf  =c-
1001

))(( 2002xf
≥0 ⇔  (f(x))2002 ≤1001c⇔ )(xf ≤ 2002 1001c  

⇔ - 2002 1001c  ≤ f(x)≤  2002 1001c  

 ⇔ -
x

c2002 1001
≤

x
xf )(

≤  
x

c2002 1001 .  

Και με τη βοήθεια του κριτηρίου παρεμβολής παίρνουμε :   lim
+∞→x

 
x
xf )( =0. 

 
 
 

215. Aν ισχύει lim
+∞→x

2003

)('
x

xf =2004 ,να βρείτε τα όρια lim
+∞→x

f(x) , lim
+∞→x

[f(x)-10χ]  

και lim
+∞→x

 2004

)(
x

xf . 

 

Ισχύει lim
+∞→x

 f’(x)= lim
+∞→x

 ( 2003
2003

)(' x
x

xf )= lim
+∞→x

 2003

)('
x

xf . lim
+∞→x

 x2003 = 2004 (+∞  )= +∞ . 

Άρα f’(x) > 11  για κάθε χ > χ0, οπότε (f(x) –11x)’ > 0, με χ >χ0,  
άρα η  (f(x)-11x) είναι γνησίως αύξουσα στο (χ0, +∞ ), 
οπότε f(x) – 11x >f (x0) – 11x0,  
δηλαδή f(x) > 11x+ f (x0) –11x0  
Και από το κριτήριο παρεμβολής προκύπτει ότι lim

+∞→x
f(χ) = +∞ . 

Επίσης  f(x)-10x> x+ f (x0) –11x0 
Και από το κριτήριο παρεμβολής προκύπτει ότι lim

+∞→x
[f(χ)-10x] = +∞ . 

Επίσης είναι   lim
+∞→x

 1)('
20004

1
2004

)('
)'(
)(')(

200320032004

/

2004 limlimlim =



===

+∞→+∞→+∞→

∞∞

x
xf

x
xf

x
xf

x
xf

xxx
=  

 
  
 

216. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: R →  R.Να αποδειχθεί ότι : 

∫ ∫ ∫=−
x x t

dxdyyfdttxtf
0 0 0

))(())((  

Ξέρουμε ότι ')(
0









∫
t

dyyf  = f (t) (I) οπότε έχουμε διαδοχικά 
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∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫−=−=−=−
x x x x x x

dtttfdttfxdtttfdttxfdtttftxfdttxtf
0 0 0 0 0 0

)()()()())()(())((  

}∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ =−














−=−=

x x t x x txt

dydtyftdyyftdttfxdtdyyftdttfx
0 0 0 0 0 000

)()'()()()')(()(  

 ∫ ∫ ∫∫ =+







−=

x x txt

dtdyyfdyyftdttfx
0 0 000

))(()()(  

∫ ∫∫ ∫ ∫ =+







−−=

x tx x

dtdyyfdyyfdyyfxdttfx
0 00 0

0

0

))(()(.0)()(

∫ ∫ ∫ ∫ =+−=
x x x t

dtdyyfdyyfxdttfx
0 0 0 0

))(()()(  

∫ ∫=
x t

dtdyyf
0 0

))((  

 
 
 

217. Δίνεται η  f/R δις παραγωγίσιμη με f’’ > 0 στο R. 
α)   Αν α<β τότε να αποδειχθεί ότι για κάθε χ∈ [ ]βα ,   
ισχύει ότι:   f(χ)- f(α) < (χ –α )f’ (x) 

β)   Να αποδειχθεί ότι ∫ −+−<
β

α

αββαβ )()(2)(')()(2 2 affdxxf  

 
α) Είναι η f συνεχής στο [α,β] 

Είναι η f παραγωγίσιμη στο (α,β) τότε υπάρχει ξ∈(α.χ) με f’(ξ) = 
ax

afxf
−
− )()(  (Ι) 

Αφού η f’’>0  η f΄ είναι γνήσια αύξουσα, οπότε για ξ < χ συμπεραίνουμε ότι 
f’ (ξ)< f’  (x) (II).  
Από τις (Ι) και (Ι) έχουμε ότι: 

ax
afxf

−
− )()(  < f’ (x) ⇔ f(x) – f(α) < (χ-α) f ‘ (x) , γιατί χ>α  χ-α > 0 

β)  Θέλουμε ∫ −+−<
β

α

αββαβ )()(2)(')()(2 2 affdxxf  

∫−−+−<⇔
β

α

ααββαβ ))(2)()(2)(')(0 2 dxxfff  

Ορίζουμε την παραγωγίσιμη συνάρτηση  
 

g(x)=(x – α)2 f’ (x) + 2 (x – α )f(α) - 2 ∫
χ

α

dttf )(  με παράγωγο:  

g’ (x) = [ ( x – α )2 f’ (x) + 2 (x – α ) f(α) -2 dttf )(∫
χ

α

]΄= 

= 2 (χ –α )f’(x) + (x – α )2 f’’ (x) + 2 f (α) – 2 f (x)= 
=(x – α)2 f’’ (χ) + 2 ((χ – α ) f’ (x) +   f(α) – f (x))= 



 

222 Επιλεγμένα θέματα   Σώλος Γιάννης Σελίδα 104 
 

104 

=(x – α )2 f’’ (x) + 2 ( (x – α) f’ (x) + f (α) – f (x) ) 
 
Έχουμε  από το α) f(x) – f(α) < (χ-α) f’ (x) 
χ∈ (α,β), άρα (χ – α)2 >ο 
από υπόθεση f’’ (x) > 0         
τότε    0 < (x – α ) f’ (x) + f (α) – f (x)    και  0 <(x – α)2 f’’ (x) 
και βγάζουμε τελικά το συμπέρασμα ότι g’ (x) > 0 με g γνήσια αύξουσα στο [ ]β,a
. 
Από τα παραπάνω έχουμε ότι:  
α < β ⇔ g (α) < g (β) ⇔  

(α – α)2 f’ (α) – 2 (α – α) f (α) –2 ∫
a

dttf
α

)( <(β–α)2f’ (β)–2(β – α ) f (α)–2 ∫
β

α

dttf )(  

⇔  2 )()(2)(')()( 2 affdxxf αββαβ
β

α

−+−<∫  

 
 

 
218. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f στο R με  ιδιότητα f(x)=

.)(
2

01

dttxfee t

x

x

++ ∫
−

+

 

Nα βρεθεί η f.  Nα αποδειχθεί ότι 
2

)(lim exf
x

−=
−∞→

  

Nα βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf τον χχ’ τον 
ψψ’ και τη χ = 1. 
 

Είναι  f(x)= ∫ ∫
−

−
++

−+=⇔++
0

0

11

)')((
2

)()(
2 x

x
xy

x
t

x

dyxyyfeexfdttxfee  

∫ ∫+=⇔+=⇔
+

−−
+ x x

y
x

x
yx

x

dyyfe
e

exfdyyfeeexf
0 0

11

)(1
2

)()(
2

)(  

 = ∫=−⇔
+ x

y
x

x

dyyfe
e

exf
0

1

)(1
2

)(  ∫=−⇔
+ x

y
x

x dyyfeexfe
0

12

)(
2

)(  

Παραγωγίζοντας τη τελευταία σχέση παίρνουμε: 

( ∫ =
x

y dyyfe
0

)')( = (ex f(x) - 
2

12 +x

e )’ ⇔ ex  f (x) = ex f (x) + ex f’ (x) – e2x+1 

⇔ ex f’ (x) = e2x+1 ⇔   f’ (x) = ex+1⇔   f’ (x) = ex+1+c 

Ξέρουμε ότι f (0) = 
,2

)(1
2

0

0
0

10 edyyfe
e

e y =+ ∫
+

   

οπότε 
2

)0(
2

10 eccefe
−=⇔+== +  

Από τα παραπάνω τελικά έχουμε ότι f (x) = ex+1 - .
2
e  

22
)( 1limlim eeexf x

xx
−=






 −= +

−∞→−∞→
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Ο άξονας  yy’ είναι χ = 0 , οπότε : 1>χ>0 ⇔ x + 1 > 1⇔ ex+1 > e1> 
2
e        

⇒  ex+1 >  ⇔
2
e  ex+1- 0

2
>

e  

E = ∫∫ =−=− ++
1

0

1
1

0

1 )
2

(
2

dxeedxee xx  
1

0

1

2 



 −+ xee x = e2+1 - 

2
e  . 2 – e1+0 + 

2
e  . 0  

= e3 – e – e = e3 – 2 e τ.μ. 
 
 
 

219. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο ),0( ∞+  με 1)1( −=f , 3)2( =f  

και ∫∫ ≥





 2

1

2

1

)( dttfdt
x
tf  για κάθε ),0( ∞+∈x . 

Να δείξτε ότι: 
α. υπάρχει ένα τουλάχιστον )2,1(∈α : 1)( =αf  
β. υπάρχουν )2,1(, ∈λκ  με λκ < : 12)()(2 =+ λκ ff   
γ. υπάρχει )2,1(∈γ : 7)( =γf . 
 

Έστω η )1(0)()(
2

1

2

1

gdttfdt
x
tfxg =≥−





= ∫∫  άρα από Fermat 0)1(' =g . Θέτω ω=

x
t , 

ωxddt = , ...)( =xg ∫∫∫ −+−=
2

1

2

1

1

1

)()()( ωωωωωω dfdfxdfx
xx

 

Τότε ...)(' =xg  







−+






+−= ∫∫ x

f
x

df
x

f
x

df
xx 22)11)(

2

1

1

1

ωωωω  

...0)1(' =g  

∫ =−−⋅=−=⇔
2

1

7)1(32)1()2(2)( ffdf ωω  (1) 

Επειδή )2(311)1( ff =<<−=  από το Θ. Ενδιάμεσης Τιμής υπάρχει )2,1(∈α  
1)( =αf . 

Στο [1,α] Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. ),1( ακ ∈∃ : 
1

2
1

)1(1
1

)1()()('
−

=
−
−−

=
−
−

=
ααα

ακ fff   

Στο [α,2] Θ.Μ.Τ.Δ.Λ. )2,(αλ ∈∃ : 

ααα
αλ

−
=

−
−

=
−
−

=
2

2
2

13
2

)()2()(' fff  

Τότε 
)2()1(

32...)(')('2
αα

αλκ
−−

−
==+ ff  

Παρατηρώ ότι για )2,1(
2
3
∈=α  12)(')('2 =+ λκ ff . 

 Έστω η h με ∫ −=
x

xdttfxh
1

7)()(  στο ),0( ∞+ , 7)()(' −= xfxh  7)1( −=h  
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714714)()2(
)1(2

1

−=−=−= ∫ dttfh  

Άρα )2()1( hh =  τότε στο [1,2] για h το Θ. Rolle )2,1(∈∃γ  7)(0)(' =⇔= γγ fh . 
 
 
 

220. Έστω η παραγωγίσιμη f: RR →  για την οποία ισχύει για κάθε Rx∈  
βα 1001)(' 10012002 +−> xxxf  με βα 22 < . Να μελετήσετε την f ως προς την 

μονοτονία και τα ακρότατα. Να βρεθεί το )(lim xf
x −∞→

. 

 
Το βα +− 10012002 xx  τριώνυμο ως προς 1001x , 042 <−=∆ βα  γιατί βα 22 <  άρα β>0 
και 00442 22 <∆⇒<−⇒<< βαββα  άρα 0)('010012002 >⇒>+− xfxx βα  άρα η f 
γνησίως αύξουσα στο IR και δεν έχει ακρότατα. 
Έχουμε βα +−> 10012002)(' xxxf   

0
10022003

)(
10022003

>
′









−+−⇔ xxxxf βα  

Έστω η g με xxxxfxg βα
−+−=

10022003
)()(

10022003

 ορισμένη στο IR. Είναι 0)(' >xg  άρα g 

γνησίως αύξουσα στο IR. 
 
 
Έστω )0()0()(0 fgxgx =<⇒< )0(

10022003
)(

10022003

fxxxxf <−+−⇒ βα  

)0(
10022003

)(
10022003

fxxxxf ++−<⇒ βα  (1) 

Επίσης =







++−

−∞→

)0(
10022003

10022003

lim fxxx
x

βα  















 ++−

−∞→
200320021001

2003 )0(
10022003

1lim x
f

xx
x

x

βα  

−∞=  
Τότε λόγω της (1) έχουμε −∞=

−∞→

)(lim xf
x

. 

 
 

221. Εστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση Rf →+∞),0[:  με  f(0)=0, 
0)(lim =

+∞→
xf

x
, f΄(χ)≥0 για κάθε χε ),0[ +∞ . Να δείξτε ότι η f είναι σταθερή. 

 
Στο [0,χ] εφαρμόζουμε  Θ.Μ.Τ.Δ.Λ τότε υπάρχει ρε(0,χ) : 

)(')(
0

)0()()(' pxfxf
x

fxfpf =⇔
−
−

= (1) 

Επειδή 0)(lim =
+∞→

xf
x

 από (1) θα είναι f’ (ρ)=0,  

άρα f’(x)=0 για κάθε χε ),0( +∞ , άρα f(x)=c . 
Eπειδή f(0)=0 , c=0, άρα f(x)= 0. 
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222. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο ),0( ∞+  και ισχύει 

ωω ddt
x

tf
x

xxf
x

∫ ∫ 





 ⋅

=
−−

+
1

0 1

2 )(22)(  να βρεθεί η f. 

 

Eίναι ωω ddttf
xx

xxf
x






=

−−
+ ∫∫ 1

1

0

2

)(22)(  (συνάρτηση του x) 

∫∫ ⋅⋅=
−−

+⇒
1

01

2

2)(12)( ωω ddttf
xx

xxf
x

  ( ∫
1

0
2 ωω d = [ ] 101 221

0
2 =−=ω ) 

∫=−−⋅⇒
⋅ xx

dttfxxfx
1

2 )(2)(  (1) 

Παραγωγίζω  την               
)(2)()(')1( xfxxfxfx =−+⇒  

xxfxxxfx 2)('02)(' =⇔=−⋅⇔  

cxxfxf
x

+=⇒=⇔
≠

2)(2)('
0

 
323)1(012)1()1( =+⇔=⇔=−−⇒ cff 1=⇔ c  

Άρα 12)( += xxf . 
 

 

 
 
  




