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!"#$%&%"'!# !(!)$#!"# 
)!'*&* !++,*&* )-. !(&)!/"'-.  

'$" )!'*&* !++,*&* .0$++,+&* #)- !(&)!/"'- 
)/"), 17 #!0)!12/"-.  2002 
!(!)$3-1!*- 1$4,1$ :  

1$4,1$)"'A (4!)"',# '$)!.4.*#,#) 
#.*-+-  #!+"5&* :  )/!"#  (3) 

 

4!1$  16 

$. 7)!, µ-. /0,1234/4 f 56,.-  7.2.8986/-µ4 /5 :,.  
/4µ56; x; , ,. .7;<56=535  >3- 56,.-  ?.- /0,5@AB  /3; 
/4µ56; .03> . 

1689:;<  8,5 
 
=) C. 821D535 34, 5=6/9/4  34B 5E.73;µ:,4B 34B 

82.E-?AB  7.21/3./4B µ-.B 7.2.8986/-µ4B 
/0,1234/4B  f /3; /4µ56; !(x; , f(xo)). 

 1689:;<  4 
 
B. 7) !, z=x+yi !0,   !z "   ?.- F :,. >2-/µ. 3;0 z,  ,.  

.7;<56=535 >3- ; z 7.62,5-  34 µ;2EA  
z=2 (/0,F + i4µF) 

 1689:;<  8,5 
 
 =) !, z1=21(/0,F1 + i4µF1), z2=22(/0,F2 + i4µF2) 56,.-  4 

32-89,;µ532-?A µ;2EA 39, µ-8.<-?G,  z1 , z2 ?.- z1=z2 , 
3>35 

 1) 21=22 ?.- F1+F2=0 . 
 2) 21+22=0 ?.- F1=F2+2k7 , Zk# .  

 3) 21=22 ?.- F1 $ F2=2k7 ,  Zk#  . 

 4) 21 $ 22=0 ?.- F1+F2=2k7 , Zk#  . 

 
!" #$%&'(' )(* ('($%+,-  )". (*/ "$,0µ- 1*2 

"/(,)(*,3'4  )(5 )6)(7 "1%/(5)5 .  

 1689:;<  4 
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4!1$  26 
 

)6,;,3.- ;- µ-8.<-?;6 .2-Fµ;6 
  ?.-  zi21z1 $" 2=3+4i 

7) !,  yix
z
z

1

2 %"  ,   x,y#IR  ,  ,. .7;<56=535 >3- x=  ?.- 

y=2. 

1$

 1689:;<  8 
 
=) !, µ-. 26H. 34B 5=6/9/4B  x2+Ix+28=0, >7;0 I,8# IR , 56,.-  

4 
1

2

z
z

, ,. I25635 3-B 3-µ:B 39, I ?.- 8 .  

 1689:;<  8 
 

>) C. I25635 3; 859µ532-?>  3>7;  39, 5-?>,9, 39, 
µ-8.<-?G,  .2-FµG,  z  8-. 3;0B ;7;6;0B -/@J5-   

21 zz2z "$  

 1689:;<  9 
 
4!1$  36 

)6,53.- 4 /0,1234/4  f(x) = 2x + 4 + 
4x2

1

%
   . 

7) C. I25635 34, 5=6/9/4 34B 5E.73;µ:,4B 34B 82.E-?AB  
7.21/3./4B 34B f /3; /4µ56; 7;0 3:µ,5- 3;, 1=;,. yKy . 

 1689:;<  7 

 
=) C. I25635 3-B ./Jµ73935B 34B 82.E-?AB  7.21/3./4B 34B 

/0,1234/4B  f. 
 
 1689:;<  9 
 

>) C. 07;L;86/535  3; 5µI.<>, 3;0 @926;0 7;0 
752-?L5653.-  .7> 34 82.E-?A 7.21/3./4 34B 
/0,1234/4B  f, 3;, 1=;,. 39, x ?.- 3-B 50F565B  x=0,   x=1. 

 1689:;<  9 
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4!1$  46 
M/39 4 7.2.8986/-µ4 /0,1234/4 & '()%,0:f IR 8-. 34, 

;7;6. -/@J;0, f(1) = 0 ?.-  

x fK(x) 2f(x) = x, 8-. ?1F5 $ ),0(x )%# .  

7) C. .7;<56=535 >3- 4 /0,1234/4 
2x

)x(f
)x(h "  56,.- 8,4/69B  

.J=;0/. /3; . ),0( )%
 1689:;<  7 
 

=) C. I25635 3;, 3J7; 34B /0,1234/4B  f. 
 1689:;<  8 
 

>) C. I25635 3;  

2

x

1

1 )x(ln

dt)t(f

x
lim

*
(

 

 1689:;<  10 
 

 

-5,%"!# (>?7 @6A< ;B;@7CDµ;86A<) 
1. %3; 35321<-; ,. 821D535 µ>,; 3. 72;?.3.2?3-?1 

(4µ52;µ4,6. , 5=53.H>µ5,; µ1F4µ.). *. F:µ.3.  ,. µ4, 
3. .,3-821D535 /3; 35321<-; .  

2. C. 821D535 3; ;,;µ.357G,0µ> /.B /3; 71,9 µ:2;B 39, 
E93;307-G, .µ:/9B µ>L-B /.B 7.2.<;F;J, .  )5, 
57-32:753.-  ,. 821D535 ?.µ-1 1LL4 /4µ569/4 .  

 N.31 34, .7;@G24/A /.B ,. 7.2.<G/535  µ.H6 µ5 3; 
35321<-;  ?.- 3-B E93;30765B . 

3. C. .7.,3A/535 /3; 35321<->  /.B /5 >L. 3. F:µ.3. .  
4. N1F5 .71,34/4  57-/34µ;,-?1 35?µ42-9µ:,4 56,.-  

.7;<5?3A .  
5. )-12?5-. 5=:3./4B :  *25-B (3) G25B µ531 34 <-.,;µA 39, 

E93;307-G, .  
6. #2>,;B <0,.3AB .7;@G24/4B  :  O6. (1) G2. µ531 34 

<-.,;µA 39, E93;307-G, 
K$+, !0").E"$  

)!+-# 1,*.1$)-#  
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*&'+% 1$% %&'()!%

!"#$%&%"'!# !(!)$#!"# 
)!'*&* !++,*&* )-. !(&)!/"'-.  

'$" )!'*&* !++,*&* .0$++,+&* #)- !(&)!/"'- 
)/"), 16 #!0)!12/"-.  2003 
!(!)$3-1!*- 1$4,1$ :  

1$4,1$)"'A (4!)"',# '$)!.4.*#,#) 
#.*-+-  #!+"5&* :  )/!"#  (3) 

 

4!1$  16 
7)  ,-./ ! 012 345-61575 .53 IR 829 µ:2 -31;<.=-=  

 µ> 4>?:5 5<9-µ56 .53 ! .    ,RI  A : f  !
@A.> = f 70B>.29 -31;<.=-= 1-1; 

 1689:;<    5 
 

=) ,-./ µ92 -31;<.=-=  f 5<9-µ01= -> 012 ?9;-.=µ2 ) .  !1 
= f >:129  -31>CDE -.5 ) 829 fF(x)=0 B92 8;G> >-/.><98A  
-=µ>:5 x .53 ) , .A.> 12 245?>:H>.>  A.9 = f >:129  -.2G><D 
-> A75 .5 ?9;-.=µ2 ) .  

1689:;<  12 

>) !" #$%&'('  )(* ('($%+,- )". (*/. "$,0µ*1. 1, 2, 3, 4 

(23 4"$"5%(2 4$*(%)'23  5", +647"  )' 5%0' "$,0µ- 3" 

)8µ',9)'('  (83 :3+',;8 (!), "3 8 "3(6)(*,<8 4$-(")8  

'63", )2)(=, = ("), "3 8 "3(6)(*,<8  4$-(")8  '63",  
7"30")µ:38 .  

1. 21 zz " = 1z   z  2"  

2. 21 zz  ·  = 1z · 2z  

3.   z  z  z z  2121 ·· #  

4.   zzz  11
2

1  ·$  

 

A453 z1=2+Ii 829 z2 = B+?i >:129  µ9B2?985:  2<9Gµ5: .  

 1689:;<    8 

 
 

 



!"#$ 2$% %&'()!% 
 

 

*&'+% 2$% %&'()!%

4!1$  26 
 

):1>.29 = -31;<.=-= 

  

1x2
  

3x
)x(f  

%
&
'

"

((
$     

3
4

x   ,  

3
4

x   ,  

(#

()
 

7) J2 245?>:H>.> A.9 = f >:129 -31>CDE -.5  x0 =   .
3
4

      (  

 1689:;<    5 
 

=)J2 >H>.;->.>  21 = f >:129  42<2B/B:-9µ= -.5 x0 =   .
3
4

       (  

 1689:;<  10 
 

>) K92 x L   
3
4

    (  , 12 I<>:.> .=1 fF(x) 829 12 76->.> .=1 

>H:-/-=    f(x) + fF(x) =   
2
1

    .  

 1689:;<  10 
 

4!1$  36 

):1>.29 = -31;<.=-= f µ> f(z) =   , 
z

iz
  

"
 A453 z µ9B2?98AE 

2<9GµAE µ> zL0. 

7) !1 * + * +    zf  zf   $ , 12 245?>:H>.>  A.9 o z >:129  

4<2Bµ2.98AE 2<9GµAE . 

 1689:;<    6 
 

=) !1 * +    , 1 zf    $  12 I<>G>: 5 B>/µ>.<98AE .A45E ./1 

>98A1/1 .53 z -.5 µ9B2?98A >4:4>?5 .  
 1689:;<    9 
 

>) !1 Re * +   2)z(f  $ , 12 245?>:H>.> A.9 59 >98A1>E  .53 

µ9B2?9856 2<9Gµ56 z, I<:-851.29 -> 86875 .53 545:53 
12 4<5-?95<:->.> .5 801.<5  829 .=1 28.:12 .  

 1689:;<  10 
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4!1$  46

):1>.29 = -31;<.=-= f ?65 M5<0E 42<2B/B:-9µ= -.5 IR , B92 
.=1 545:2 345G0.53µ> A.9 9-C6>9 f(0)=0 829 A.9 = fF >:129 
B1=-:/E  26H53-2 -.5 ?9;-.=µ2 * +,0 ," :  

7) J2 245?>:H>.> A.9 B92 8;G> x>0 34;<C>9 H - (0, x) .0.595E 
N-.> f(x) =   )H(fFx  . .  

 1689:;<    6 
 

=) J2 245?>:H>.> A.9 = -31;<.=-=    e 
x

)x(f
)x(h  x"$  , x>0 

>:129  -31;<.=-= 1-1 -.5 ?9;-.=µ2   ),0( ," .  

 1689:;<  10 
 

>) !1  ,   12  34575B:->.> .5 57587D</µ2   xxe)x(h  5x ""$

  dx )1x(f   I  
1e

1/
(

"$    .  

 
 

 

 1689:;<    9 
 

 

-5,%"!#  (>?7  @6A<  ;B;@7CDµ;86A<) 
1. %.5  .>.<;?95  12  B<;O>.>  µA15  .2  4<582.2<8.98;  

(=µ><5µ=1:2 ,  >H>.2PAµ>15  µ;G=µ2) .  *2  G0µ2.2  12  µ=1  .2  
21.9B<;O>.>  -.5  .>.<;?95 .  

2. J2  B<;O>.>  .5  515µ2.>4N13µA  -2E  -.5  4;1/  µ0<5E  ./1  
M/.5.349N1  2µ0-/E  µA79E  -2E  42<2?5G561 .  )>1  >49.<04>.29  
12  B<;O>.>  82µ9;  ;77=  -=µ>:/-= .  

 Q2.;  .=1  245CN<=-D  -2E  12  42<2?N->.>  µ2P:  µ>  .5  .>.<;?95  
829  .9E  M/.5.34:>E .  

3. J2  2421.D->.>  -.5  .>.<;?9A  -2E  ->  A72  .2  G0µ2.2 .  
4. Q;G>  24;1.=-=  >49-.=µ5198;  .>8µ=<9/µ01=  >:129  245?>8.D .  
5. )9;<8>92  >H0.2-=E :  *<>9E  (3) N<>E  µ>.;  .=  ?9215µD  ./1  

M/.5.349N1 .  
6. #<A15E  ?312.DE  245CN<=-=E  :  R:2  (1) N<2  µ>.;  .=  ?9215µD  

./1  M/.5.349N1 .  
K$+,  !0").E"$  

)!+-#  1,*.1$)-#  
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!"#$%&%"'!#  !(!)$#!"# 
)!'*&* !++,*&* )-. !(&)!/"'-.

'$" )!'*&* !++,*&* .0$++,+&* #)-
!(&)!/"'-

0!10), 16 #!0)!12/"-.  2004
!(!)$3-1!*- 1$4,1$ :

1$4,1$)"'$ (4!)"',# '$)!.4.*#,#)
#.*-+-  #!+"5&* : )!##!/"# (4)

4!1$ 16

$. ,-./ f µ01 -2345.6-6  750-µ836 -9 831 :04-.6µ1 ) .  !3
F 9;310  µ01 <154=72-1  .6> f -.7 ) , .?.9 31 1<7:9;@9.9
?.0 :
!  ?A9> 70 -2315.B-90>  .6> µ75CB>

G(x) = F(x) + c , c" (R.  , 9;310  <154=72-9> .6> f   -.7 )
D10

!  D4E9 4AA6 <154=72-1  G .6> f -.7 ) <1;5390  .6 µ75CB
G(x) = F(x) + c , c" (R.  .

16789:;  10

B. ,-./ ! 831 2<7-F37A7 .72 (R. , f µ01 -2345.6-6 µ9
<9:;7 750-µ7F .7 ! D10 x0"A.
G?.9 E1 A8µ9 ?.0 6 -2345.6-6 f <1572-04H90  -.7 x0

(7A0D?) µ8=0-.7 , .7 f(x0);
16789:;  5

!"# $#%&µ"' #() *"+ (#,#$'*-  (,.*'/&"+  !, ", #, $%
$#" & 0# 1,'2&*& /*. *&*,'3")  /#+ *. 1,'µµ# *4+ $#",
#$,"56+ 37(8#, *40 903&":4 $, #0 4 (,)*#/4  &70#"
$'()*, ; +, #0 #<*; &70#" +,-.,(µ/-0 .

%. *7 µ8.57 .6> :01C754> :F7 µ0=1:0DI3 150EµI3 9;310  ;-7
µ9 .63 1<?-.1-6 ./3 90D?3/3 .72> -.7 µ0=1:0D?
9<;<9:7 .

16789:;  2

13
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5. !3 µ01 -2345.6-6 f 9;310  <151=/=;-0µ6 - ’  831 -6µ9;7 x0

.72 <9:;72 750-µ7F .6> , .?.9 9;310  D10 -239JB>  -.7
-6µ9;7 12.? .

16789:;  2
!. (-JF90  7 .F<7>  # $% cx-23xdx6µ

16789:;  2

#). ,-./ µ01 -2345.6-6  f -239JB> - ’  831 :04-.6µ1 ) D10
<151=/=;-0µ6 -.7 9-/.950D?  .72 ) .  K1 A8µ9 ?.0 :  $
-2345.6-6 f -.58C90  .1 D7;A1 <57> .1 43/ B 9;310
D25.B -.7 ) , 13 6 fL 9;310  =36-;/> CE;372-1 -.7
9-/.950D? .72 ) .

16789:;  2

3. ,-./ µ01 1-1 -2345.6-6  f D10 C, CL 70 =51C0D8>
<151-.4-90> ./3 f D10 f -1 -.7 ;:07 -F-.6µ1 1@?3/3 .
*?.9 70 =51C0D8>  <151-.4-90> C D10 CL ./3
-2315.B-9/3 f D10 f -1 9;310  -2µµ9.50D8> /> <57> .63
92E9;1 y=x.

16789:;  2

4!1$  26

);39.10  6 -2345.6-6

f(x) = 
&'

&
(
)

$
$

*

xlnx1
Mx1

x2

     
1x,

1x0,
0x,

+
,,

-
?<72 1 , M " (R.     .

<) N1 M59;.9 .1 1 D10 M 8.-0 I-.9 6 f 31 9;310  -239JB> -.7
<9:;7 750-µ7F .6> .

16789:;  8
=) !3 , =01 .72> <51=µ1.0D7F> 150Eµ7F> 1 D10 M , 0-JF90 :  1=1

D10 M=0,   .?.9 :

i) N1 2<7A7=;-9.9 .7 
2x

)x(f
lim
x $./

16789:;  9

14
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ii) N1 2<7A7=;-9.9 .1 ?501 :

1x

)1(f)x(f
lim

1x *

*
$/

     ,    
1x

)1(f)x(f
lim

1x *

*
*/

16789:;  8

4!1$  36 

,-./ z µ0=1:0D?>  150Eµ?> , µ9   z 0 1i  D10 
1z

z
w

2 $
%  .

<) N1 1<7:9;@9.9 ?.0 13 7 w 9;310  <51=µ1.0D?> , .?.9 7 z
9;310  <51=µ1.0D?> B  1z %  .

16789:;  10

=) N1 AF-9.9 , -.7 -F37A7 ./3 µ0=1:0DI3 150EµI3 , .63

9@;-/-6   
3

3

1z

z
2

%
$

 .

16789:;  10

>) !3 z1 , z2 9;310  70 5;H9> .6> 9@;-/-6>  .72 95/.Bµ1.7> (M),
31 2<7A7=;-9.9 .63 .0µB .6> <154-.1-6> :  

                            O=
2

21

3
21

)zz(4

i)zz(

$$

*2
.

16789:;  5

4!1$  46
);39.10  6 -239JB> -2345.6-6  f µ9 <9:;7 750-µ7F .7
:04-.6µ1 ) = (0, +. ) =01 .63 7<7;1 0-JF90 :

f(x) = x2  * 1 + #
$

x

1
dt)t(f

1x

1
  , x") .

<) N1 2<7A7=;-9.9  .7 f(1).
16789:;  3

15



!"#$ 4$% %&'()!%

*&'+% 4$% %&'()!%

=) N1 1<7:9;@9.9 ?.0 fL(x) = 3x * 1.
16789:;  10

>) N1 M59;.9 .73 .F<7 .6> -2345.6-6>  f.

16789:;  6

9) N1 2<7A7=;-9.9 .7 9µM1:?3 .72 J/5;72 <72
<950DA9;9.10 1<? .6 =51C0DB  <154-.1-6 .6>
-2345.6-6> f, .73 4@731 xLx D10 .0> 92E9;9>  x=2 D10 x=4 .

16789:;  6 

-5,%"!#  %"$ )-.# !(!)$3-1!*-.#

1. %.7 .9.54:07  31 =54P9.9 µ?37 .1 <57D1.15D.0D4
(6µ957µ63;1, 9@9.1H?µ937 µ4E6µ1). N1 µ63 13.0=54P9.9
.1 E8µ1.1 -.7 .9.54:0? -1> .  

2. N1 =54P9.9 .7 737µ1.9<I32µ? -1> -.7 <43/  µ857>
./3 C/.713.0=54C/3  1µ8-/> µ?A0> -1> <151:7E7F3 .
)93 9<0.58<9.10 31 =54P9.9 7<701:B<7.9 4AA6
-6µ9;/-6 .  O1.4 .63 1<7JI56-B -1> 31 <151:I-9.9
µ1H; µ9 .7 .9.54:07 D10 .1 C/.713.;=51C1 , .1 7<7;1
D10 E1 D1.1-.51C7F3  µ9.4 .7 <851>  .6> 9@8.1-6> .

3. N1 1<13.B-9.9 ?@6 @:@A89BC  ?<; -9 ?A1 .1 E8µ1.1 .
4. O4E9 1<43.6-6  .9Dµ650/µ836 9;310  1<7:9D.B .
5. )045D901 9@8.1-6> :  *590> (3) I59> µ9.4 .6 :0137µB

./3 C/.713.0=54C/3 .
6. #5?37> :231.B> 1<7JI56-6>  :  Q;1 (1) I51 µ9.4 .6

:0137µB ./3 C/.713.0=54C/3 .

!.D-1$#)! !0").D"$ 

)!+-# 1,*.1$)-#

16



!"#$ 1$% %&'()!% 
 

 

*&'+% 1$% %&'()!%

!"#$%&%"'!# !(!)$#!"#  
)!'*&* !++,*&* )-. !(&)!/"'-.  

'$" )!'*&*  !++,*&* .0$++,+&*  #)- !(&)!/"'- 
)/"), 13 #!0)!12/"-.  2005 

!(!)$3-1!*- 1$4,1$  
4!)"',# '$)!.4.*#,# :1$4,1$)"'A 

#.*-+-  #!+"5&* :  )!##!/"#  (4) 
 

4!1$  16 
7) ,- -./0123141  546 -7 86- 9:7;<4=9= f 127-6 

.-<->?>2968= 9’ @7- 9=812/ x0 , 4541 127-6 A-6 9:71BCD 
94/ 9=812/ -:45 . 

 1689:;<  10 
 

=)  E94? F(x, y) = 16A57- 4/: 86>-06A/G  -<6H8/G z=x+yi 
94/ 86>-06A5  1.2.10/ .  

 *6 /<2I/:81 ?D 8@4</ 4/: z; 
1689:;<  5 

>) !" #$%&'('  )(* ('($%+,- )". (*/. "$,01*2. 1, 2, 3, 4 

3", 5 (45 6"$"3%(4  6$*(%)'45  3", +768" )' 3%0' 

"$,01- 5" )91',:)'('  (95 ;5+',<9 (!), "5 9 "5(7)(*,=9  

6$-(")9  '75", )4)(>, > ("), "5 9 "5(7)(*,=9 6$-(")9 

'75", 8"50")1;59 .  

1. !7 z 86>-06A5D  -<6H85D  A-6  z   / 9:I:>CD  4/: , 4541 

69BG16  

 zz 2! z  . 

1689:;<  2 
 

2. !7 :.;<B16  4/ 5<6/ 4=D 9:7;<4=9=D  f 94/ x0 , 4541 
69BG16 

0xx
lim
"

)x(flim)x(f
0xx"

!  . 

1689:;<  2 

3. (9BG16    (=8x)J = # 9:7x . 

1689:;<  2 
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!"#$ 2$% %&'()!% 
 

 

*&'+% 2$% %&'()!%

4. (9BG16    $ %! cedxe x2x  ,   c& IR     .  

1689:;<  2 

5. !7 f 127-6  9:71BCD 9:7;<4=9= 94/ [- ,K], 4541 = f 
.-2<716 94/ [-,K]  86- 8@>694=  468C F A-6 86- 1L;B694=  
468C m. 

1689:;<  2   

 
4!1$  26 
 

)27/74-6 /6 86>-06A/2  -<6H8/2  

z1  = 3+i  A-6  z2  = 1-3i  . 

7) ,- -./0123141 546 i
z

z

2

1 !    A-6   2
21

ziz %  = 0  . 

1689:;<  8 

=) ,- -./0123141  546   . 0zz
20062006

21 !%
 1689:;<  8 

 

>) M1?</G81 4/ 86>-06A5  -<6H85 

 
22

21

kzz

izkz
w

#

#
!    ,   k& IR    #      { 1  }        . 

,- -./0123141  546 >6- A;H1 k& IR    #      { 1  }    69BG16  (m(w) = #1  . 
 

 1689:;<  9 
 

4!1$  36 
M1?</G81 4= 9:7;<4=9=  

f(x)=   5./: -& IR   . 
'
(
) %

*

+

0x,xlnx

0xe- ,
x

A)  ,- :./L/>29141  4/7 .<->8-46A5  -<6H85 - N941 = 
9:7;<4=9=  f 7- 127-6  9:71BCD 94/ x0=0  . 

M689:;< 10 

B) !7 >6- 4/7 .<->8-46A5 -<6H85 - 69BG16  - = #1 : 

 

18



!"#$ 3$% %&'()!% 
 

 

*&'+% 3$% %&'()!%

i) ,- 1314;9141 -7 = f 127-6  .-<->?>2968= 94/  x0=0  . 

1689:;<  5 

ii) ,- K<1241 4- 06-94C8-4-  8/7/4/72-D  4=D f. 

1689:;<  5 

iii) ,- :./L/>29141 4/ 18K-057 4/: B?<2/: ./: 
.1<6AL1214-6  -.5 4= ><-O6AC  .-<;94-9= 4=D f, 4/7 
;3/7- xJx A-6 46D 1:H121D  x=1 A-6 x=e. 

1689:;<  5 
 

4!1$  46

M1?</G81 4= 9:7;<4=9=  

f(x) = x # lnx + ex  ,     x & (1, + ),  . 
 

7) ,- -./0123141 546 = f 127-6 >7=92?D -G3/:9- 94/  
06;94=8-  (1, + . ),

1689:;<  6 
 

=) ,- K<1H/G7 4- 5<6- 

  
x

xln
lim
x %,"

    ,  
x

ex

lim
x %,"

   ,   )x(flim
x %,"

 . 

1689:;<  6 
 

>) N- -./0123141 546 = 1329?9= f(x)=2005 @B16  8/7-06AC 
LG9= 94/ 06;94=8-  (1, +, )   .  

1689:;<  6 
 

:) E94? $ $
#%!

e

2

)e(

)2(

f

f
.dx)x(fdx)x(fP 1  ,- :./L/>29141 4=7 

468C 4=D .-<;94-9=D     P # 2ln2  .  
 

 

 1689:;<  7 
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!"#$ 1$% %&'()!% 

*&'+% 1$% %&'()!%

 

!"#$%&%"'!# !(!)$#!"#  
)!'*&* !++,*&* )-. !(&)!/"'-.  

'$" )!'*&*  !++,*&* .0$++,+&*  #)- !(&)!/"'- 
)/"), 12 #!0)!12/"-.  2006 

!(!)$3-1!*- 1$4,1$  
4!)"',# '$)!.4.*#,#  :  1$4,1$)"'A 

#.*-+-  #!+"5&* :  )!##!/!"#  (4) 
 

4!1$  16 

7) ,-./ 0 -1234.0-0 xxf !)(  . 

56 6789:;<:.: =.> 0 f :;26>  7646?/?;->@0 -.8 (0,+A) 

B6> >-CD:> 
x

xf
2

1
)( !" .  

1689:;<  10 
 

=)  ,-./ @;6 -1234.0-0 f B6> .8 -0@:;8 x0 .81 7:9;81  
84>-@8D .0E .  F=.: G6 HI@: =.> 0 f :;26>  -12:CJE -.8 x0 ;  

  
1689:;<   5 

>) !" #$%&'('  )(* ('($%+,- )". (*/. "$,01*2. 1, 2, 3, 4 

3", 5 (45 6"$"3%(4  6$*(%)'45  3", +768" )' 3%0' 

"$,01- 5" )91',:)'('  (95 ;5+',<9 (!), "5 9 "5(7)(*,=9  

6$-(")9  '75", )4)(>, > ("), "5 9 "5(7)(*,=9 6$-(")9 

'75", 8"50")1;59 .  

 

1. !2 z1 , z2 :;26>  @>?69>B8;  64>G@8; , .=.: >-CD:>  : 

212121 zzzzzz #$#$% .  

1689:;<   2 
 

2. ,-./ 0 -1234.0-0 x:K)x(f ! .  $ -1234.0-0  f :;26>  

7646?/?;->@0  -.8 & '0-12xxRR !%!1  B6> >-CD:>  

x-12

1
(x)f

2
%!" .  

1689:;<   2 
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!"#$ 2$% %&'()!% 

*&'+% 2$% %&'()!%

 
3. !2 0)(lim

0

(
)

xf
xx

 , .=.: 0)( (xf  B82.3 -.8 x0 . 

1689:;<   2 
 

 

4. . * #! c0@xdx-12x

1689:;<   2 

 

5 .  !2 ?>6 @;6 -1234.0-0 f, -12:CJ -.8 9>3-.0@6  [6 ,L] 

>-CD:>       ?>6 B3G: 0)( +xf , -L6,x.  , .=.:  . 0* +
L 

6 
dxf(x) 

1689:;<   2 

 
4!1$  26 
 

,-./ =.> ?>6 .82 @>?69>B= 64>G@= z >-CD:> :   

 

/ 0 / 0 55 515 %!% zz .  

 

7) 56 9:;<:.:  =.>  515 %!% zz  . 

1689:;<   5 

=) 56 9:;<:.:  =.> :   1!z  .  

 1689:;<  10 
 

>) !2 , 26 L4:G:; 8 ?:/@:.4>B=E .=78E ./2 

:>B=2/2 M(w) -.8 @>?69>B=  :7;7:98 .  

15 #! zw

 

 1689:;<  10 
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!"#$ 3$% %&'()!% 

*&'+% 3$% %&'()!%

 

4!1$  36 
);2:.6> 0 -1234.0-0       / 0 / 0 1225ln %#%! xxxf .  

7) F8>8 :;26> .8 7:9;8 84>-@8D .0E -1234.0-0E  f; 

M689:;<  6 

=) 56 6789:;<:.: =.> 0 -1234.0-0 f :;26>  ?20-;/E 
6D<81-6 .  

1689:;<   7 

>) 56 L4:;.: .8 -D28H8 .>@N2 .0E -1234.0-0E  f. 

1689:;<   6 

:) 56 6789:;<:.: =.> 0 :<;-/-0 f(x)=2006 IC:>  @8269>BJ 
HD-0 -.8 7:9;8 84>-@8D .0E -1234.0-0E  f. 

1689:;<   6 

4!1$  46

,-./ 0 -12:CJE -1234.0-0 f , ?>6 .02 878;6 >-CD:>   

/ 0 / 0dttfxf
x

*#!
0

23  ,    Rx.  

7) 56 6789:>CG:;  =.> 0 -1234.0-0   / 0 / 0
xe

xf
x

2
!1   :;26>  

-.6G:4J .  

1689:;<   5 

=) 56 6789:>CG:; =.>  / 0 xexf 23! . 

1689:;<   5 
 

>) N6 L4:G:; .8 :@L69=2 .81 C/4;81 &(H) 781 
7:4>BH:;:.6>  67= .0 ?46K>BJ  7643-.6-0 .0E 
-1234.0-0E  f, .82 3<826 xOx B6> .>E :1G:;:E x=0, x=H  
@: H>0 . 

1689:;<  10 
 

:) 56 L4:G:;  .8 
/ 0
2
23

#)2 0

lim  

 

1689:;<   5 
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!"#$ 1$% %&'()!% 

*&'+% 1$% %&'()!%

 

!"#$%&%"'!# !(!)$#!"#  
)!'*&* !++,*&* )-. !(&)!/"'-.  

'$" )!'*&*  !++,*&* .0$++,+&*  #)- !(&)!/"'- 
)/"), 11 #!0)!12/"-.  2007 

!(!)$3-1!*- 1$4,1$  
4!)"',# '$)!.4.*#,# :  1$4,1$)"'A 

#.*-+-  #!+"5&* :  )!##!/"#  (4) 
 

4!1$  16 

$. 

1. ,-./ 0 -1234.0-0 f(x)=05x. 67 789:;<=;.; >.? 0 
-1234.0-0  f ;<27?  8747@/@<-?50  -.9 ! A7? ?-BC;? :  
fD(x)=-12x. 

16789:;  10 
 

2. E>.; 5?7 -1234.0-0 f  FG@;.7?  @20-</H IJ<291-7 -; 
G27 :?3-.057  ) .91 8;:<91 94?-59C .0H ;   

16789:;  5   

2. !" #$%&'('  )(* ('($%+,- )". (*/. "$,01*2. 1, 2, 3, 4 

3", 5 (45 6"$"3%(4  6$*(%)'45  3", +768" )' 3%0' 

"$,01- 5" )91',:)'('  (95 ;5+',<9 (!), "5 9 "5(7)(*,=9  

6$-(")9  '75", )4)(>, > ("), "5 9 "5(7)(*,=9 6$-(")9 

'75", 8"50")1;59 .  

 

1. K?7 A3J; 5?@7:?A> 74?J5> z A7? A3J; J;.?A> 7AG47?9  

2 , ?-BC;? :  !zz !
"

.  

16789:;  2   
 

2. (-BC;? :  1
x

1x
lim

0x
!

#$%"
&

.  

16789:;  2   
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!"#$ 2$% %&'()!% 

*&'+% 2$% %&'()!%

3. !2 5?7 -1234.0-0 f :;2 ;<27?  -12;BLH - ’ G27 
;-/.;4?A>  -05;<9 x0 ;2>H :?7-.L57.9H .91 8;:<91 
94?-59C .0H , .>.; 0 f :;2 ;<27?  8747@/@<-?50  -.9 x0 . 

16789:;  2   
 

 

4. !2 9? -1274.L-;?H  f, g ;<27?  8747@/@<-?5;H  -.9 x0 A7? 

g(x0)M0, .>.; A7? 0 -1234.0-0 
g

f
 ;<27?  8747@/@<-?50 -.9 

x0 A7? ?-BC;? :  

' (
) * 2

0

0000
0

)x(g

)x(g)x(f)x(g)x(f
x

g

f +#+
!

+

,,
-

.
//
0

1
.  

16789:;  2   

 

5 .  K?7 A3J; -1234.0-0 f, 8747@/@<-?50  - ’  G27 :?3-.057 
) , ?-BC;? :  

 c ,c)x(fdx)x(f 23#!+4 ! . 

16789:;  2   

4!1$  26 
 

)<292.7? 9? 5?@7:?A9<  74?J59<  z1=i,  z2=1 A7? z3=1+i. 
 

<. 67 789:;<=;.;  >.? :   
2

3
2

2
2

1 zzz !3 .  

16789:;  5 

=. !2 @?7 .9 5?@7:?A> z ?-BC;? 21 zzzz #!# , .>.; 27 789:;<=;.; 

>.?: 
 i.  Re (z) = Im (z). 

16789:;  10 
 ii. @?7 z M 0, 27 189F9@<-;.; .02 .?5L .0H 8743-.7-0H 

  
z

z
 

z

z
A

#

#
3! . 

16789:;  10 
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*&'+% 3$% %&'()!%

4!1$  36 

)<2;.7? 0 -1234.0-0 ' ( ' (5323! ,0x,
x4

1
xlnxf .  

<. 67 789:;<=;.;  >.? :  

 ' ( 0ef0
4

1
f,0

e

1
f 5

5
6789:,

-
.

/
0
16,

-

.
/
0

1
 . 

M6789:;  6 

=. 67 N4;<.; .02 ;=<-/-0 .0H ;I78.95G20H  .0H @47I?ALH 
8743-.7-0H .0H -1234.0-0H  f -.9 -05;<9 O(1, f(1)). 

16789:;   5 

>. 67 N4;<.; .7 :?7-.L57.7  5929.92<7H  .0H f. 

16789:;   4 

9. 67 789:;<=;.; >.? 0 ;=<-/-0  f(x) = 0 GB;?  7A4?NPH :C9  
4<Q;H -.9 :?3-.057 (0, +R). 

16789:;  10 

4!1$  46 

,-./ f 5<7 8747@/@<-?50  -1234.0-0  -.9 ! , @?7 .02 989<7 

?-BC;?    A7?  f(0) = 2 . x3e4)x(f)x(f ##!#+

<. 67 789:;<=;.; >.? 0 -1234.0-0 x4x e)x(fe)x(h ## #!  

;<27?  -.7J;4L .  

16789:;  5 

=. 67 789:;<=;.;  >.? :   ' (
x3

x

e

1
exf 3! . 

16789:;  6 

>. 67 189F9@<-;.; .9 9F9AFL4/57 :    4!
x

0
dt)t(f)x(I

16789:;  9 

9. 67 N4;<.; .9 2x x

)x(I
lim

53&
.  

16789:;  5 
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!"#$ 1$% %&'()!% 
 

*&'+% 1$% !,+ 3 %&'()&%

 

!"#$%&%"'!# !(!)$#!"# 
)!'*&* !++,*&* )-. !(&)!/"'-.  

'$" )!'*&*  !++,*&* .0$++,+&* #)- !(&)!/"'- 
)/"), 9 #!0)!12/"-.  2008 
!(!)$3-1!*- 1$4,1$  

4!)"',# '$)!.4.*#,# :  1$4,1$)"'A 
#.*-+-  #!+"5&* :  )/!"#  (3) 

 

4!1$  16 
$. 

7. !- z1 , z2 ./-01  21304156/  071826/ , 9:9. -0  

0;64./<.9. :91 : 2121 z  z   z  z !"! .  

1689:;<  10 
 

=. ,:9. 4=6 >?-079@>.1A f  501 g BC36-901 />.A ;  

1689:;<  5   

2.  !" #$%&'(' )(* ('($%+,- )". (*/. "$,01*2. 1, 2, 3, 4 

3", 5 (45 6"$"3%(4 6$*(%)'45  3", +768" )' 3%0'  

"$,01- 5" )91',:)'('  (95 ;5+',<9 (!), "5 9 "5(7)(*,=9  

6$-(")9  '75", )4)(> > ("), "5 9 "5(7)(*,=9 6$-(")9 

'75", 8"50")1;59 .  

1. D10 96- 2130415:  07182: z = 0 + Ei 2. 0 , E#!  1>F=.1 
z = 0 9:9. 501 2:-6- 9:9. , 0- 0 = 0 501 E = 0. 

1689:;<  2   
 

2. )/-6-901 61 >?-079@>.1A  f, g 2. 561-: ;.4/6 671>26= 
96 >=-6B6 ! .  *:9. ;G-90 1>F=.1 :   

$ % g(x)lim  f(x)limg(x) )x(flim
000

 x  x  xx  x x &&&
!"! . 

1689:;<  2 

3. H>9I 210 >?-G79J>J f ;6? ./-01 >?-.F@A >. C-0  
41G>9J20 ) .  

 !- f'(x) < 0 >. 5G8. .>I9.715:  >J2./6 96? ) , 9:9. J 
f ./-01  3-J>/IA  0=<6?>0 >.  :B6 96 ) .  

1689:;<  2   

 



!"#$ 2$% %&'()!% 
 

*&'+% 2$% !,+ 3 %&'()&%

4. !- ./-01 , 9:9. f(x) > 0 310 5G8. 

 x # [0, E]. 

(
)

*
+ 0dx)x(f

1689:;<  2   
5. !- 210 >?-G79J>J f ./-01  5?79@ > ’ C-0 41G>9J20 ) ,  

9:9. J .K0;962C-J  9JA 370K15@A ;07G>90>JA 9JA f, 
>. 5G8. >J2./6 96? ) E7/>5.901  5G9I  0;: 9J 
370K15@  ;07G>90>J 9JA f 2. .<0/7.>J 96 >J2./6 
.;0K@A 96?A .  

1689:;<  2   
4!1$  26 
 

$.  )/-6-901 61 21304156/  071826/ z = k + (k + 1)i, k # ! . 
7. L0 0;64./<.9. :91 6 3.I2.9715:A 9:;6A 9I- .15:-I-  

96? z ./-01  J .?8./0 y = x + 1. 
1689:;<  6 

=. ,6161 0;: 0?96=A 96?A 21304156=A 071826=A 

CF6?- 1  z " ;   

1689:;<  9 
 

B.  !- 310 96?A ;703209156=A 071826=A 0 , E 1>F=.1 
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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΤΟΥ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ  

ΚΑΙ ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ ΣΤΟ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ 
ΤΡΙΤΗ 6 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ  2011 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ  ΜΑΘΗΜΑ  

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ :  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  
ΣΥΝΟΛΟ  ΣΕΛΙ∆ΩΝ :  ΤΕΣΣΕΡΙΣ  (4) 

 
 
 

ΘΕΜΑ  Α 
 

Α1.  Αν μια συνάρτηση  f είναι παραγωγίσιμη  σε ένα σημείο  
x0 , τότε να αποδείξετε ότι είναι και συνεχής  στο 
σημείο αυτό .  

Μονάδες 10 

Α2.  Έστω μια συνάρτηση f συνεχής  σε ένα διάστημα ∆ και 
παραγωγίσιμη  στο εσωτερικό  του ∆ .  Πότε λέμε ότι η 
συνάρτηση f είναι κυρτή στο ∆ ;  

Μονάδες 5 

Α3. Να χαρακτηρίσετε  τις προτάσεις που ακολουθούν , 
γράφοντας  στο τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα  που 
αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό , αν η 
πρόταση είναι σωστή ή Λάθος , αν η πρόταση είναι 
λανθασμένη .  

 α. Αν  , τότε ∈z =)z( ν ( )νz  , ν∈* 

β.  Αν f, g, h είναι  τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η 
ho(gof), τότε ορίζεται  και η (hog)of  και ισχύει  
ho(gof) = (hog)of 

 γ. 1lim
0x

=
→ x

1 - x υν

  

σ
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δ.  Αν η f είναι συνεχής σε ένα διάστημα ∆ και α, β, γ ∈∆, 

τότε ισχύει   ∫ ∫∫ +=

α γα

dx)x(fdx)x(fdx)x(f
γ ββ

 ε. Αν 0<α<1, τότε    0=
−∞→x

xlim α

Μονάδες 10 

 

ΘΕΜΑ  Β 

Έστω 
z
4zw +=  ,  όπου z μιγαδικός  αριθμός με z 0  ≠

Β1. Να βρείτε τους μιγαδικούς  αριθμούς  z1 και z2 για τους 
οποίους ισχύει w=2 

Μονάδες 6 

Β2. Αν z1  =  1+i 3  και z2  =  1-i 3  είναι οι μιγαδικοί αριθμοί 
που βρήκατε στο ερώτημα  Β1, τότε να αποδείξετε  ότι  

3
1z  =  = 3

2z - 8

Μονάδες 6 

Β3. Αν z1 και z2 είναι  οι μιγαδικοί  αριθμοί του 
προηγούμενου ερωτήματος , τότε να αποδείξετε  ότι οι 

εικόνες  των μιγαδικών αριθμών z1 , z2 και 4
z3
1=3z  στο 

μιγαδικό  επίπεδο είναι κορυφές ισόπλευρου τριγώνου .  

Μονάδες 8 

Β4. Αν 2z = , τότε να αποδείξετε  ότι ο αριθμός w είναι 
πραγματικός .   

Μονάδες 5 
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ΘΕΜΑ  Γ 

∆ίνεται η συνάρτηση  f(x) = x - ln(ex+1) ,  x∈  

Γ1. Να αποδείξετε  ότι η συνάρτηση f είναι  γνησίως 
αύξουσα .  

Μονάδες 7 

Γ2. Να αποδείξετε  ότι η συνάρτηση   f  είναι κοίλη .   

Μονάδες 8 

Γ3. Να αποδείξετε  ότι :   

xf΄(x) < f(x) + ln2 , για κάθε x∈(0,+∞ )  

Μονάδες 10 
 
ΘΕΜΑ  ∆ 
 

Έστω η συνεχής  συνάρτηση f  :  (-1,+∞ )   για την οποία 
ισχύει :   

→

( )2
x

0

)1xln(td)t(f2 +=∫  , x > -1 

∆1. Να αποδείξετε  ότι ,
1x

)1xln()x(f
+
+

=  x > -1 

Μονάδες 6 

∆2. Να μελετήσετε  τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία 
και τα ακρότατα και να αποδείξετε  ότι :   

(x+1)e x+1 e≤ ,  για κάθε x > -1 

Μονάδες 6 

∆3. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται  
από τη γραφική παράσταση της f, τον άξονα x΄x και  
την ευθεία x =  e-1  

Μονάδες 6 
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∆4.  Να αποδείξετε  ότι :  

   (x+1)2
 =  2x+1 ⇔  f(x) = f(1) ,  x>-1 

και στη συνέχεια  να αποδείξετε  ότι η εξίσωση    

   (x+1)2
 =  2x+1 ,  x>-1 

έχει δύο ακριβώς λύσεις , τις x=1 και x=3  

Μονάδες 7 
 
 

Ο∆ΗΓΙΕΣ  ΓΙΑ ΤΟΥΣ ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥΣ  

1.  Στο  τετράδιο  να  γράψετε  μόνο  τα  προκαταρκτικά  (ημερομηνία ,  
εξεταζόμενο  μάθημα).  Να  μην  αντιγράψετε  τα  θέματα  στο  
τετράδιο .   

2.  Να  γράψετε  το  ονοματεπώνυμό  σας  στο  επάνω  μέρος  των  
φωτοαντιγράφων  αμέσως  μόλις  σας  παραδοθούν .  ∆εν  
επιτρέπεται  να  γράψετε  οποιαδήποτε  άλλη  σημείωση .  Κατά  την  
αποχώρησή  σας  να  παραδώσετε  μαζί  με  το  τετράδιο  και  τα  
φωτοαντίγραφα ,  τα  οποία  και  θα  καταστραφούν  μετά  το  πέρας  
της  εξέτασης .  

3.  Να  απαντήσετε  στο  τετράδιό  σας  σε  όλα  τα  θέματα .  

4.  Να  γράψετε  τις  απαντήσεις  σας  μόνο  με  μπλε  ή  μόνο  με  μαύρο  
στυλό  ανεξίτηλης  μελάνης .  

5.  Να  μη  χρησιμοποιήσετε  χαρτί  μιλιμετρέ .  

6.  Κάθε  απάντηση  τεκμηριωμένη  είναι  αποδεκτή .  

7.  ∆ιάρκεια  εξέτασης :  Τρεις  (3) ώρες  μετά  τη  διανομή  των  
φωτοαντιγράφων .  

8.  Χρόνος  δυνατής  αποχώρησης :  Μία  (1) ώρα  μετά  τη  διανομή  των  
φωτοαντιγράφων  και  όχι  πριν  τις  17:00. 

ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ ΕΠΙΤΥΧΙΑ   

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 
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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΤΟΥ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ  

ΚΑΙ ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ ΣΤΟ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ 
ΤΡΙΤΗ 4 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ  2012 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ  ΜΑΘΗΜΑ  

ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ :  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  
ΣΥΝΟΛΟ  ΣΕΛΙ∆ΩΝ :  ΤΕΣΣΕΡΙΣ  (4) 

 

ΘΕΜΑ  Α 
 

Α1.  Να αποδείξετε  ότι η συνάρτηση  f(x)= x , x ≥0 είναι 
παραγωγίσιμη  στο (0, )∞+  με  

  f ′ (x)=
x2

1
 

Μονάδες 10 

Α2. Πότε μια συνάρτηση f: A→  λέγεται  συνάρτηση 1-1;  

Μονάδες 5 

Α3. Να χαρακτηρίσετε  τις προτάσεις που ακολουθούν , 
γράφοντας  στο τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα  που 
αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό , αν η 
πρόταση είναι σωστή ή Λάθος , αν η πρόταση είναι 
λανθασμένη .  

 α. Αν ∈z  , τότε z- z  = 2 Im(z) 

β.  Αν είναι =)x(flim
0  x→x

– ∞ , τότε =)x(flim
0  x→x

∞+  

 γ. Ισχύει  )x( ′εφ =-
x

1
2συν

 , x∈- { }0x/x =συν  

δ.  Αν οι συναρτήσεις  f και g είναι παραγωγίσιμες  

στο x0 και g(x0) ≠0, τότε και η συνάρτηση  
g
f

 είναι 

παραγωγίσιμη  στο x0 και ισχύει :   
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′
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

g
f (x0)= ( )20

0000
)g(x

)(xg)f(x)g(x)(x f ′−′
 

ε. Αν μια συνάρτηση  f είναι συνεχής  στο [α , β] και 

f(x) ≥0 για κάθε x∈[α , β], τότε ∫ dx)x(f
β

α
≥  0  

Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ  Β 
Θεωρούμε τους μιγαδικούς  αριθμούς z για τους οποίους 
ισχύει  

1=1zi −  

Β1. Να αποδείξετε  ότι ο γεωμετρικός  τόπος των εικόνων 
των μιγαδικών αριθμών z είναι ο κύκλος που έχει  
κέντρο το σημείο Κ (0, –1) και ακτίνα  ρ=1 

Μονάδες 9 

Β2. Για τους παραπάνω  μιγαδικούς  αριθμούς z να 
αποδείξετε ότι 2z ≤   

Μονάδες 8 

Β3. Αν z1, z2 είναι δύο από τους παραπάνω  μιγαδικούς  
αριθμούς z με 2zz 21 =−  και Α , Β οι εικόνες  των z1, z2 

αντίστοιχα , τότε να αποδείξετε  ότι το τρίγωνο ΚΑΒ , 
όπου Κ(0, –1), είναι ορθογώνιο .  

Μονάδες 8 
ΘΕΜΑ  Γ 
∆ίνεται η συνάρτηση  f(x) = e2x–2x, x∈  

Γ1. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα 
ακρότατα .  

Μονάδες 8 

Γ2. Να αποδείξετε  ότι η f είναι κυρτή .  

Μονάδες 5 
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Γ3. Να αποδείξετε  ότι η εξίσωση f(x)=1, x∈ έχει  ακριβώς 
μια ρίζα , το 0 

Μονάδες 5 

Γ4. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται  
από τη γραφική παράσταση της f και τις ευθείες y=1 
και x=1  

Μονάδες 7 
 
ΘΕΜΑ  ∆  

Έστω η παραγωγίσιμη   συνάρτηση f : → για την οποία  
ισχύουν :   

• 2
2x
2f(x)lim

2 →x
=

−
−

 

•  f(0)=2 και  

•  η f′  είναι γνησίως  αύξουσα 

∆1. Να αποδείξετε  ότι 2(2)ff(2) =′=  
Μονάδες 8 

∆2. Να αποδείξετε  ότι υπάρχει μοναδικό  ξ∈(0, 2) τέτοιο , 
ώστε η εφαπτομένη  της γραφικής παράστασης  της f 
στο σημείο (ξ, f(ξ)) να είναι παράλληλη  προς τον 
άξονα x ′x  

Μονάδες 5 

∆3. Να αποδείξετε  ότι f(x) ≥ f(ξ) για κάθε x∈  

Μονάδες 4 

∆4.  Αν επιπλέον δίνεται ότι f(ξ)>0, τότε να αποδείξετε  ότι 
η εξίσωση  

∫ ∈−=
x

1
2 x,x2xdt)t(f  

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0, 1)  

Μονάδες 8 
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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
ΤΕΚΝΩΝ  ΕΛΛΗΝΩΝ  ΤΟΥ  ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ  

ΚΑΙ  ΤΕΚΝΩΝ  ΕΛΛΗΝΩΝ  ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ  ΣΤΟ  ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ  
ΤΡΙΤΗ 10 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ 2013 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ  ΜΑΘΗΜΑ  

ΘΕΤΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΣΥΝΟΛΟ  ΣΕΛΙΔΩΝ :  ΤΕΣΣΕΡΙΣ  (4)  

 

ΘΕΜΑ  Α  
Α1. Να  αποδείξετε  ότι  για  τους  μιγαδικούς  αριθμούς  1 2z ,z  ισχύει :  

1 2 1 2z z z z=  

Μονάδες 10 

Α2. Να  διατυπώσετε  το  θεώρημα  του  Βolzano.  
Μονάδες  5 

Α3.  Να  χαρακτηρίσετε  τ ις  προτάσεις  που  ακολουθούν ,  γράφοντας  στο  
τετράδιό  σας  δίπλα  στο  γράμμα  που  αντιστοιχε ί  σε  κάθε  πρόταση  τη  
λέξη  Σωστό ,  αν  η  πρόταση  ε ίναι  σωστή  ή  Λάθος ,  αν  η  πρόταση  ε ίναι  
λανθασμένη .  

α .  Αν  1 2z ,z  είναι  δύο  μιγαδικοί  αριθμοί  με  1 2z z≠  ,  τότε  η  εξίσωση  

1 2z z z z− = −  
παριστάνει  τη  μεσοκάθετο  του  ευθυγράμμου  τμήματος  με  άκρα  τα  
σημεία  1A(z ) και  2B(z )  

β  Οι  γραφικές  παραστάσεις  C  και  C′  των  συναρτήσεων  f  και  1f −  
ε ίναι  συμμετρικές  ως  προς  την  ευθεία  y x= .  

γ .  Αν   0 1α< <   τότε   
x

x
limα
→+∞

= +∞   

δ .  Αν  μια  συνάρτηση  f  δεν  ε ίναι  συνεχής  σ ’  ένα  σημείο  0x ,  τότε  η  f  

ε ίναι  παραγωγίσιμη  στο  0x   

ε .  Αν  [ ]f : , Rα β →  είναι  συνεχής  συνάρτηση  για  την  οποία  ισχύει  

f (x) 0≥  για  κάθε  [ ]x ,α β∈ ,  τότε :   

f (x)dx 0
β

α
≥∫   

Μονάδες  10 
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ΘΕΜΑ  Β  
 
Θεωρούμε  τους  μιγαδικούς  αριθμούς  z  για  τους  οποίους  ισχύει :  

1 1Re
z 1 2

⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

Β1. Να  αποδείξετε  ότι  ο  γεωμετρικός  τόπος  των  εικόνων  των  μιγαδικών  
αριθμών  z  ε ίναι  κύκλος  με  κέντρο  K(2, 0)  και  ακτίνα  1ρ = ,  εκτός  
από  ένα  σημείο  του  (μονάδες  7) .  Να  προσδιορίσετε  τ ις  
συντεταγμένες  του  σημείου  αυτού  (μονάδες  2) .  

Μονάδες  9 
 

Β2.  Αν  1 2z , z  είναι  δύο  από  τους  μιγαδικούς  αριθμούς  του  ερωτήματος  
Β1, να  αποδείξετε  ότι :  

1 2z z 4 2+ − ≤  

Μονάδες  8 
Β3.  Από  τους  μιγαδικούς  αριθμούς  z  του  ερωτήματος  Β1, να  βρεθούν  

εκείνοι  για  τους  οποίους  ισχύει :  

z 5=  

Μονάδες  8 
 

ΘΕΜΑ  Γ  

Δίνεται  η  συνάρτηση  2xf (x) x x , x 0
2

= + >n   

Γ1.  Να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση  f  ε ίναι  γνησίως  αύξουσα  στο  
διάστημα  (0, )+ ∞ ,  και  να  μελετήσετε  την  f  ως  προς  την  κυρτότητα .  

Μονάδες  8 
 

Γ2.  Να  βρείτε  έναν  θετ ικό  ακέραιο  αριθμό  α  τέτοιο ,  ώστε  στο  διάστημα  
( , 1)α α +  η  εξίσωση   

4f (x 2x) f (4)+ =   

να  έχει  μία  τουλάχιστον  ρίζα .  
Μονάδες  9 

Γ3.  Να  λύσετε  στο  διάστημα  (0, )+ ∞  την  ανίσωση   

2x x 2 2x< −n   

Μονάδες  8 
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ΘΕΜΑ  Δ  
 

Έστω  η  συνεχής  συνάρτηση  f : (0, ) R+ ∞ →  για  την  οποία  ισχύει :   

x
3 2

1
3 2 t f (t)dt x 3x f (x) 3x 8, x 0+ = + − >∫  

 

Δ1. Να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση  f  ε ίναι  παραγωγίσιμη  στο  (0, )+ ∞  
με  

2

2

x 1f (x)
x
−′ =  

Μονάδες  6 
 

Δ2. Να  αποδείξετε  ότι  
2x 1 ,f (x) x 0
x
+

= >  

 (μονάδες  3)  καθώς  επίσης  ότι  η  ευθεία  με  εξίσωση  y x=  είναι  

ασύμπτωτη  της  γραφικής  παράστασης  της  f  στο  +∞  (μονάδες  3) .  
Μονάδες  6 

 

Δ3.  Να  βρείτε  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τη  γραφική  
παράσταση  της  f ,  την  ασύμπτωτη  ( y x= )  της  γραφικής  

παράστασης  της  f  στο  +∞  και  τ ις  ευθείες  x 1=  και  2x e=  

Μονάδες  8 
 

Δ4. Nα  αποδείξετε  ότι  

f (x) 2f (x)
x 1

−′ >
−

   για  κάθε  x 1>   

Μονάδες  5 
 
 
 
 

ΟΔΗΓΙΕΣ  ΓΙΑ  ΤΟΥΣ  ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥΣ  

1. Στο  τετράδιο  να  γράψετε  μόνο  τα  προκαταρκτικά  (ημερομηνία ,  
εξεταζόμενο  μάθημα ) .  Να  μην  αντιγράψετε  τα  θέματα  στο  τετράδιο .   

2.  Να  γράψετε  το  ονοματεπώνυμό  σας  στο  πάνω  μέρος  των  
φωτοαντιγράφων  αμέσως  μόλις  σας  παραδοθούν .  Τυχόν  σημειώσεις  
σας  πάνω  στα  θέματα  δεν  θα  βαθμολογηθούν  σε  καμία  περίπτωση .  
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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
ΤΕΚΝΩΝ  ΕΛΛΗΝΩΝ  ΤΟΥ  ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ  

ΚΑΙ  ΤΕΚΝΩΝ  ΕΛΛΗΝΩΝ  ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ  ΣΤΟ  ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ  
ΤΡΙΤΗ 9 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ 2014 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ  ΜΑΘΗΜΑ  

ΘΕΤΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΣΥΝΟΛΟ  ΣΕΛΙΔΩΝ :  ΤΡΕΙΣ  (3)  

 

ΘΕΜΑ  Α  

Α1. Έστω  μια  συνάρτηση  ,f  η  οποία  είναι  συνεχής  σε  ένα  διάστημα  Δ .  Αν  
f (x) 0′ >  σε  κάθε  εσωτερικό  σημείο  x  του  Δ ,  τότε  να  αποδείξετε  ότι  η  

f  είναι  γνησίως  αύξουσα  σε  όλο  το  Δ .  
Μονάδες 10 

Α2. Πότε  δύο  συναρτήσεις  f και  g  λέγονται  ίσες ;  

Μονάδες  5 

Α3.  Να  χαρακτηρίσετε  τ ις  προτάσεις  που  ακολουθούν ,  γράφοντας  στο  
τετράδιό  σας  δίπλα  στο  γράμμα  που  αντιστοιχε ί  σε  κάθε  πρόταση  τη  
λέξη  Σωστό ,  αν  η  πρόταση  ε ίναι  σωστή  ή  Λάθος ,  αν  η  πρόταση  ε ίναι  
λανθασμένη .  

α .  Αν  1z , 2z  ε ίναι  δύο  μιγαδικοί  αριθμοί ,  τότε  ισχύει :  

                           1 2 1 2 1 2z z z z z z− ≤ + ≤ +
        

(μονάδες  2) 

β .  Αν  μια  συνάρτηση  ε ίναι  γνησίως  μονότονη  σε  ένα  διάστημα  Δ ,  τότε  
ε ίναι  και   1-1 στο  διάστημα  αυτό .        (μονάδες  2)  

γ .  Ισχύει :   
x 0

xlim 0
x→

=
ημ

                                        
(μονάδες  2)  

δ .  Ισχύει :  ( )x x′ =συν ημ ,    για  κάθε  x∈                     (μονάδες  2)  

ε .  Έστω  f  μια  συνεχής  συνάρτηση  σε  ένα  διάστημα  [ ],α β .  Αν  G  

ε ίναι  μια  παράγουσα  της  f  στο  [ ],α β ,  τότε :   

f (t)dt G( ) G( )= −∫
β

α
β α           (μονάδες  2)  

Μονάδες  10 
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ΘΕΜΑ  Β  
Θεωρούμε  τους  μιγαδικούς  αριθμούς  z  για  τους  οποίους  ισχύει :  

z 4 2 z 1+ = +  

Β1. Να  αποδείξετε  ότι  ο  γεωμετρικός  τόπος  των  εικόνων  των  μιγαδικών  
αριθμών  z  είναι  κύκλος  με  κέντρο  την  αρχή  των  αξόνων  και  ακτίνα  

2=ρ  

Μονάδες  9 

Β2.  Αν  1z  ο  πραγματικός  αριθμός  με  ( )1Re z 0>  και  2z  ο  φανταστικός  

αριθμός  με  ( )2Im z 0<  είναι  δύο  από  τους  μιγαδικούς  αριθμούς  του  
ερωτήματος  Β1 ,  τότε  να   αποδείξετε  ότι :  

1z 2=    και   2z 2i= −  

Μονάδες  8 

Β3.  Αν  1z , 2z  είναι  οι  μιγαδικοί  αριθμοί  του  ερωτήματος  Β2 ,  τότε  να  
υπολογίσετε  την  τ ιμή  της  παράστασης :  

( ) ( )20 20
1 2 1 2z z z z− − +  

Μονάδες  8 

ΘΕΜΑ  Γ  

Δίνεται  η  συνάρτηση   
xf (x) , x 0

x
= >

n
 

Γ1.  Να  βρείτε  τ ις  ασύμπτωτες  της  γραφικής  παράστασης  της  συνάρτησης  
f .  

Μονάδες  8 

Γ2.  Να  μελετήσετε  τη  συνάρτηση  f  ως  προς  την  μονοτονία  (μονάδες  5)  
και  στη  συνέχεια  να  αποδείξετε  ότι :  

                            
e f (x) 1≤    για  κάθε  x 0>   (μονάδες  5)      

Μονάδες  10 
Γ3.  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τη  

γραφική  παράσταση  της  συνάρτησης  f , τον  άξονα  x x′  και  την  

ευθεία  
1x
e

=                                                          Μονάδες  7 
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ΘΕΜΑ  Δ  

Δίνεται  η  συνάρτηση  
x 2f (x) 2 x 2x 1= + − − ,  x∈  

Δ1. Να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση  f  ε ίναι  κυρτή  στο   (μονάδες  4) .  
Στη  συνέχεια  να  αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση :  

f (x) 0=  

        έχει  ακριβώς  δύο  ρίζες ,  τ ις  1x 0=  και  2x 1=
 
(μονάδες  5)    

Μονάδες  9 
 

Δ2. Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  μοναδικός  αριθμός  ( )ox 0, 1∈  τέτοιος ,  

ώστε  η  εφαπτομένη  της  γραφικής  παράστασης  της  συνάρτησης  f  
στο  σημείο  ( )o oA x , f (x )  να  είναι  παράλληλη  στον  άξονα  x x′  

Μονάδες  8 
 

Δ3.  Να  αποδείξετε  ότι  f (x) 0<  για  κάθε  ( )x 0, 1∈
 
(μονάδες  4)  και ,  στη  

συνέχεια ,  να  λύσετε  στο  διάστημα  ( ]0, 1
 
την  εξίσωση :   

x

1
f (t) dt x 1= −∫        

(μονάδες  4)
 
Μονάδες  8 

 
ΟΔΗΓΙΕΣ  ΓΙΑ  ΤΟΥΣ  ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥΣ  

1. Στο  τετράδιο  να  γράψετε  μόνο  τα  προκαταρκτικά  (ημερομηνία ,  
εξεταζόμενο  μάθημα ) .  Να  μην  αντιγράψετε  τα  θέματα  στο  τετράδιο .   

2.  Να  γράψετε  το  ονοματεπώνυμό  σας  στο  πάνω  μέρος  των  
φωτοαντιγράφων  αμέσως  μόλις  σας  παραδοθούν .  Τυχόν  σημειώσεις  
σας  πάνω  στα  θέματα  δεν  θα  βαθμολογηθούν  σε  καμία  περίπτωση .  
Κατά  την  αποχώρησή  σας  να  παραδώσετε  μαζί  με  το  τετράδιο  και  τα  
φωτοαντίγραφα .  

3.  Να  απαντήσετε  στο  τετράδιό  σας  σε  όλα  τα  θέματα .  
4.  Να  γράψετε  τ ις  απαντήσεις  σας  μόνο  με  μπλε  ή  μόνο  με  μαύρο  στυλό  

ανεξίτηλης  μελάνης .  
5.  Κάθε  απάντηση  επιστημονικά  τεκμηριωμένη  ε ίναι  αποδεκτή .  
6.  Διάρκεια  εξέτασης :  Τρεις  (3) ώρες  μετά  τη  διανομή  των  

φωτοαντιγράφων .  
7.  Χρόνος  δυνατής  αποχώρησης :  Μία  (1) ώρα  μετά  τη  διανομή  των  

φωτοαντιγράφων  και  όχι  πριν  τ ις  17:00. 
ΣΑΣ  ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KAΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ   

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 
 

ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΑΠΟ 3 ΣΕΛΙΔΕΣ 

ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΤΟΥ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ 

ΚΑΙ ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ ΣΤΟ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ 
ΤΡΙΤΗ 8 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ 2015 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ  
ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΡΕΙΣ (3) 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Πότε λέμε ότι  μ ια συνάρτηση f  ε ίναι  συνεχής σε ένα κλε ιστό διάστημα  

[ , ];  

Μονάδες 5 

Α2.  Έστω μια συνάρτηση f  ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν  

 η f  ε ίναι  συνεχής στο Δ  και  

 f (x) 0 γ ια κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, 

 τότε να αποδε ίξετε ότι  η  f  ε ίναι  σταθερή σε όλο το διάστημα Δ.  

Μονάδες 10 

Α3.  Να χαρακτηρίσετε  τ ις  προτάσε ις που ακολουθούν, γράφοντας στο 
τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί  σε κάθε πρόταση τη 
λέξη Σωστό ,  αν η πρόταση ε ίναι  σωστή ,  ή Λάθος ,  αν η πρόταση ε ίναι  
λανθασμένη.  

α.  Το μέτρο της διαφοράς δύο μιγαδικών αριθμών ε ίναι  ίσο με την 
απόσταση των ε ικόνων τους.  

β. Αν lim f (x) 0
0x x

 και  f (x) 0 κοντά στο 0x ,  τότε 
1

lim
f (x)0x x

.  

γ. Αν f , g  ε ίναι  δύο συναρτήσεις και  ορίζονται  οι  f g  και  g f ,  

τότε ισχύει  πάντοτε f g g f .
 

δ.  Γ ια κάθε 2x {x| x 0}   ισχύει  
2

1
( x)

x
.  

ε.  Έστω f  μ ια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [ , ].  Αν 

f (x) 0 γ ια κάθε x [ , ] και  η f  δεν ε ίναι  παντού μηδέν στο 

διάστημα αυτό,  τότε f (x)dx 0 .  

Μονάδες 10 

 

 



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 
 

ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 3 ΣΕΛΙΔΕΣ 

ΘΕΜΑ Β 

Αν ο μιγαδικός αριθμός z  ε ίναι  ρίζα της εξίσωσης 
23x x 3 0,  

  με  6 6,  τότε:  

Β1. Να αποδείξετε ότι  z 1.  

Μονάδες 8 

Β2.  Να αποδείξετε την ισότητα 
2 2

z 1 z 1 4  (6 μονάδες) και  να 

την ερμηνεύσετε γεωμετρικά  (4 μονάδες).  

Μονάδες 10 

Β3.  Αν επιπλέον 
1

Re(z)
2

,  να βρείτε την τ ιμή του .  

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται  η συνάρτηση 
1

f (x) ln x , x 0
x

.  

Γ1.  Να βρείτε  τ ις οριζόντ ιες και  κατακόρυφες  ασύμπτωτες της γραφικής 

παράστασης της f ,  εάν υπάρχουν.  

Μονάδες 6 

Γ2.  Να αποδείξετε ότι  η εξίσωση f (x) 0  έχε ι  μοναδική ρίζα στο 

διάστημα (1, e).  

Μονάδες 9 

Γ3.  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλε ίεται  από τη 

γραφική παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x x  και  τ ις 

ευθείες x e ,  x 2e.  

Μονάδες 10 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : ,  γ ια την οποία ισχύουν:  

 
xf (x) 2xe f (x)  γ ια κάθε x  και  

 
1f (1) e .  

Δ1. Να αποδείξετε ότι  

2

x

x
f (x) , x

e
.  

Μονάδες 5 
 



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 
 

ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΑΠΟ 3 ΣΕΛΙΔΕΣ 

Δ2. Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία και  να αποδείξετε ότι  το 

σύνολο τ ιμών της ε ίναι  το διάστημα [0, ) .  

Μονάδες 8 
 

Δ3.  Να αποδείξετε ότι  η εξ ίσωση 
2 x 2x 2e  έχει  ακριβώς τρε ις ρίζες 

στο σύνολο των πραγματικών αριθμών.
 

Μονάδες 6 

Δ4.  Δεδομένου ότ ι  η συνάρτηση f  ε ίναι  κυρτή στο διάστημα ( , 0],  να 

βρείτε την εξ ίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 

f  στο σημείο της ( 1, f ( 1))  και  να αποδείξετε ότ ι  

f (x) 2e 3ex 0  γ ια κάθε x 0 .
 

Μονάδες 6 
 

 

 

ΟΔΗΓΙΕΣ ΓΙΑ ΤΟΥΣ ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥΣ  

1. Στο τετράδιο να γράψετε μόνο τα προκαταρκτ ικά (ημερομηνία, 
εξεταζόμενο μάθημα).  Να μην αντ ιγράψετε  τα θέματα στο τετράδιο.   

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των 
φωτοαντ ιγράφων αμέσως μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις 
σας πάνω στα θέματα δεν θα βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση.  
Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε μαζί  με το τετράδιο και  τα 
φωτοαντ ίγραφα. 

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας  σε όλα τα θέματα.  

4. Να γράψετε τ ις απαντήσεις σας μόνο με μπλε ή μόνο με μαύρο στυλό 
ανεξίτηλης μελάνης.  

5. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη ε ίναι  αποδεκτή.  

6. Διάρκεια εξέτασης: Τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των 
φωτοαντ ιγράφων.  

7. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: Μία (1) ώρα μετά τη διανομή των 
φωτοαντ ιγράφων και  όχι  πριν τ ις 17:0 0. 

 

 

ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KAΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 

 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
 

ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΑΠΟ 3 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
ΤΕΚΝΩΝ  ΕΛΛΗΝΩΝ  ΤΟΥ  ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ   

ΚΑΙ  ΤΕΚΝΩΝ  ΕΛΛΗΝΩΝ  ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ  ΠΟΥ ΥΠΗΡΕΤΟΥΝ  ΣΤΟ  ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ  
ΤΕΤΑΡΤΗ  7 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ  2016 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ  ΜΑΘΗΜΑ ΟΜΑΔΩΝ  ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  
ΘΕΤΙΚΩΝ  ΣΠΟΥΔΩΝ  Ι & ΣΠΟΥΔΩΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ  ΚΑΙ  ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΣΥΝΟΛΟ  ΣΕΛΙΔΩΝ :  ΤΡΕΙΣ  (3)  

 

ΘΕΜΑ  Α  

Α1. Να  αποδείξετε  ότι  για  κάθε  1x {x | x 0}∈ = − συν =  ισχύει

2

1(εφx)́ .
συν x

=  

Μονάδες  10 

Α2. Έστω  f  μια  συνάρτηση   ορισμένη  σε  ένα  διάστημα  Δ .  Τι  ονομάζεται  
αρχική  συνάρτηση  ή  παράγουσα  της  f  στο  Δ ;  

Μονάδες  5 

Α3.  Να  χαρακτηρίσετε  τ ις  προτάσεις  που  ακολουθούν ,  γράφοντας  στο  
τετράδιό  σας  δίπλα  στο  γράμμα  που  αντιστοιχεί  σε  κάθε  πρόταση  τη  
λέξη  Σωστό ,  αν  η  πρόταση  ε ίναι  σωστή ,  ή  Λάθος ,  αν  η  πρόταση  ε ίναι  
λανθασμένη .  

α .  Ισχύει  
x 0

συνx 1lim 1.
x→

−
=  

β .  Το  πεδίο  ορισμού  της  g f  αποτελείται  από  όλα  τα  στοιχε ία  x  του  

πεδίου  ορισμού  της  f ,  για  τα  οποία  το  f (x)  ανήκει  στο  πεδίο  
ορισμού  της  g .  

γ .  Ένα  τοπικό  μέγιστο  μιας  συνάρτησης  f  μπορεί  να  είναι  μικρότερο  
από  ένα  τοπικό  ελάχιστο  της  f .

 
δ .  Για  κάθε  συνάρτηση  f  που  ε ίναι  γνησίως  αύξουσα  και  

παραγωγίσιμη   στο  διάστημα  Δ  ισχύει  f΄(x) 0,>  για  κάθε  x Δ∈ .  

ε .  Αν  η  f  ε ίναι  μια  συνεχής  συνάρτηση  στο [α ,β ] ,  τότε  ισχύει  

 
β α

α β
f(x)dx f(x)dx .= −∫ ∫  

Μονάδες  10 

 
 
  



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
 

ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 3 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΘΕΜΑ  Β  

Δίνεται  η  συνάρτηση  
αx 1f(x) , x 1,
x 1
−

= ≠ −
+

 όπου  το  α είναι  ένας  

πραγματικός  αριθμός .  

Β1. Να  βρείτε  την  τ ιμή  του  α, ώστε  η  γραφική  παράσταση  της  f  να  

διέρχεται  από  το  σημείο  A(3,2). 

Μονάδες  5 

 Αν  α 3=  τότε :  

Β2.  Να  αποδείξετε  ότι  η  f   είναι  1-1.   
Μονάδες  6 

Β3.  Να  αποδείξετε  ότι  η  αντίστροφη  συνάρτηση  της  f  είναι  η  

1 x 1f (x) , x 3.
3 x

− +
= ≠

−
 

Μονάδες  7 

Β4.  Να  βρείτε  τα  κοινά  σημεία  των  γραφικών  παραστάσεων  των  
συναρτήσεων  f  και  1f .−  

Μονάδες  7 
 

ΘΕΜΑ  Γ  

Δίνεται  η  συνάρτηση  
1f(x) x 1 , x 2

x 2
= + − >

−
.  

Γ1.  Να  μελετήσετε  την  f  ως  προς  τη  μονοτονία  και  να  αποδείξετε  ότι  η  f
ε ίναι  κοίλη  στο  διάστημα  2 +∞( , ).  

Μονάδες  6 
Γ2.  Να  βρείτε  τ ις  ασύμπτωτες  της  γραφικής  παράστασης  της  συνάρτησης

f .   
Μονάδες  6 

Γ3.  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  E(λ) του  χωρίου  που  περικλείεται  από  
τη  γραφική  παράσταση  της  συνάρτησης  f  και  τ ις  ευθείες  
y x 1, x λ= + =  και  x λ 1= +  με  λ 2> .  

Μονάδες  8 

Γ4.  Να  βρείτε  για  ποιες  τ ιμές  του  λ (2, )∈ +∞  ισχύει  Ε(λ) ln2> .  

Μονάδες  5 



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ 
 

ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΑΠΟ 3 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΘΕΜΑ  Δ  

Δίνεται  η  συνάρτηση  

0 ,   x 0
x lnxf(x) , 0 x 1
x 1

1,     x 1.

=⎧
⎪⎪= < ≠⎨

−⎪
=⎪⎩

 

Δ1. Να  αποδείξετε  ότι  η  f  ε ίναι  συνεχής  στο  διάστημα  [0, ).+ ∞  
Μονάδες  8 

 

Δ2. Να  αποδείξετε  ότι  η  f  ε ίναι  γνησίως  αύξουσα  στο  διάστημα  [0, )+ ∞ .  

Μονάδες  7 
 

Δ3.  Να  αποδείξετε  ότι  για  κάθε  x 0>  ισχύει  
1f(x) f lnx.
x

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠  

Μονάδες  5 

Δ4.  Να  υπολογίσετε  το  όριο  
x

f (x)x

f(e )lim .
e→+∞  

Μονάδες  5 
 

ΟΔΗΓΙΕΣ  ΓΙΑ  ΤΟΥΣ  ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥΣ  
1. Στο  τετράδιο  να  γράψετε  μόνο  τα  προκαταρκτικά  (ημερομηνία ,  

εξεταζόμενο  μάθημα ) .  Να  μην  αντιγράψετε  τα  θέματα  στο  τετράδιο .   
2.  Να  γράψετε  το  ονοματεπώνυμό  σας  στο  πάνω  μέρος  των  

φωτοαντιγράφων  αμέσως  μόλις  σας  παραδοθούν .  Τυχόν  σημειώσεις  
σας  πάνω  στα  θέματα  δεν  θα  βαθμολογηθούν  σε  καμία  περίπτωση .  
Κατά  την  αποχώρησή  σας  να  παραδώσετε  μαζί  με  το  τετράδιο  και  τα  
φωτοαντίγραφα .  

3.  Να  απαντήσετε  στο  τετράδιό  σας  σε  όλα  τα  θέματα .  
4.  Να  γράψετε  τ ις  απαντήσεις  σας  μόνο  με  μπλε  ή  μόνο  με  μαύρο  στυλό  

ανεξίτηλης  μελάνης .  
5.  Κάθε  απάντηση  επιστημονικά  τεκμηριωμένη  ε ίναι  αποδεκτή .  
6.  Διάρκεια  εξέτασης :  Τρεις  (3) ώρες  μετά  τη  διανομή  των  

φωτοαντιγράφων .  
7.  Χρόνος  δυνατής  αποχώρησης :  Μία  (1) ώρα  μετά  τη  διανομή  των  

φωτοαντιγράφων  και  όχι  πριν  τ ις  17:00. 
 

ΣΑΣ  ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KAΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ   

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 
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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
ΤΕΚΝΩΝ  ΕΛΛΗΝΩΝ  ΤΟΥ  ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ   


ΚΑΙ  ΤΕΚΝΩΝ  ΕΛΛΗΝΩΝ  ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ  ΠΟΥ ΥΠΗΡΕΤΟΥΝ  ΣΤΟ  ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ  
ΤΕΤΑΡΤΗ  7 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ  2016 


ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ  ΜΑΘΗΜΑ ΟΜΑΔΩΝ  ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  
ΘΕΤΙΚΩΝ  ΣΠΟΥΔΩΝ  Ι & ΣΠΟΥΔΩΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ  ΚΑΙ  ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ: 


ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΣΥΝΟΛΟ  ΣΕΛΙΔΩΝ :  ΤΡΕΙΣ  (3)  


 


ΘΕΜΑ  Α  


Α1. Να  αποδείξετε  ότι  για  κάθε  1x {x | x 0}∈ = − συν =  ισχύει


2


1(εφx)́ .
συν x


=  
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Α2. Έστω  f  μια  συνάρτηση   ορισμένη  σε  ένα  διάστημα  Δ .  Τι  ονομάζεται  
αρχική  συνάρτηση  ή  παράγουσα  της  f  στο  Δ ;  


Μονάδες  5 


Α3.  Να  χαρακτηρίσετε  τ ις  προτάσεις  που  ακολουθούν ,  γράφοντας  στο  
τετράδιό  σας  δίπλα  στο  γράμμα  που  αντιστοιχεί  σε  κάθε  πρόταση  τη  
λέξη  Σωστό ,  αν  η  πρόταση  ε ίναι  σωστή ,  ή  Λάθος ,  αν  η  πρόταση  ε ίναι  
λανθασμένη .  


α .  Ισχύει  
x 0


συνx 1lim 1.
x→


−
=  


β .  Το  πεδίο  ορισμού  της  g f  αποτελείται  από  όλα  τα  στοιχε ία  x  του  


πεδίου  ορισμού  της  f ,  για  τα  οποία  το  f (x)  ανήκει  στο  πεδίο  
ορισμού  της  g .  


γ .  Ένα  τοπικό  μέγιστο  μιας  συνάρτησης  f  μπορεί  να  είναι  μικρότερο  
από  ένα  τοπικό  ελάχιστο  της  f .


 
δ .  Για  κάθε  συνάρτηση  f  που  ε ίναι  γνησίως  αύξουσα  και  


παραγωγίσιμη   στο  διάστημα  Δ  ισχύει  f΄(x) 0,>  για  κάθε  x Δ∈ .  


ε .  Αν  η  f  ε ίναι  μια  συνεχής  συνάρτηση  στο [α ,β ] ,  τότε  ισχύει  


 
β α


α β
f(x)dx f(x)dx .= −∫ ∫  
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ΘΕΜΑ  Β  


Δίνεται  η  συνάρτηση  
αx 1f(x) , x 1,
x 1
−


= ≠ −
+


 όπου  το  α είναι  ένας  


πραγματικός  αριθμός .  


Β1. Να  βρείτε  την  τ ιμή  του  α, ώστε  η  γραφική  παράσταση  της  f  να  


διέρχεται  από  το  σημείο  A(3,2). 


Μονάδες  5 


 Αν  α 3=  τότε :  


Β2.  Να  αποδείξετε  ότι  η  f   είναι  1-1.   
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Β3.  Να  αποδείξετε  ότι  η  αντίστροφη  συνάρτηση  της  f  είναι  η  


1 x 1f (x) , x 3.
3 x


− +
= ≠


−
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Β4.  Να  βρείτε  τα  κοινά  σημεία  των  γραφικών  παραστάσεων  των  
συναρτήσεων  f  και  1f .−  
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ΘΕΜΑ  Γ  


Δίνεται  η  συνάρτηση  
1f(x) x 1 , x 2


x 2
= + − >


−
.  


Γ1.  Να  μελετήσετε  την  f  ως  προς  τη  μονοτονία  και  να  αποδείξετε  ότι  η  f
ε ίναι  κοίλη  στο  διάστημα  2 +∞( , ).  


Μονάδες  6 
Γ2.  Να  βρείτε  τ ις  ασύμπτωτες  της  γραφικής  παράστασης  της  συνάρτησης


f .   
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Γ3.  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδόν  E(λ) του  χωρίου  που  περικλείεται  από  
τη  γραφική  παράσταση  της  συνάρτησης  f  και  τ ις  ευθείες  
y x 1, x λ= + =  και  x λ 1= +  με  λ 2> .  
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Γ4.  Να  βρείτε  για  ποιες  τ ιμές  του  λ (2, )∈ +∞  ισχύει  Ε(λ) ln2> .  
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ΘΕΜΑ  Δ  


Δίνεται  η  συνάρτηση  


0 ,   x 0
x lnxf(x) , 0 x 1
x 1


1,     x 1.


=⎧
⎪⎪= < ≠⎨


−⎪
=⎪⎩


 


Δ1. Να  αποδείξετε  ότι  η  f  ε ίναι  συνεχής  στο  διάστημα  [0, ).+ ∞  
Μονάδες  8 


 


Δ2. Να  αποδείξετε  ότι  η  f  ε ίναι  γνησίως  αύξουσα  στο  διάστημα  [0, )+ ∞ .  
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Δ3.  Να  αποδείξετε  ότι  για  κάθε  x 0>  ισχύει  
1f(x) f lnx.
x


⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠  
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Δ4.  Να  υπολογίσετε  το  όριο  
x


f (x)x


f(e )lim .
e→+∞  
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ΟΔΗΓΙΕΣ  ΓΙΑ  ΤΟΥΣ  ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥΣ  
1. Στο  τετράδιο  να  γράψετε  μόνο  τα  προκαταρκτικά  (ημερομηνία ,  


εξεταζόμενο  μάθημα ) .  Να  μην  αντιγράψετε  τα  θέματα  στο  τετράδιο .   
2.  Να  γράψετε  το  ονοματεπώνυμό  σας  στο  πάνω  μέρος  των  


φωτοαντιγράφων  αμέσως  μόλις  σας  παραδοθούν .  Τυχόν  σημειώσεις  
σας  πάνω  στα  θέματα  δεν  θα  βαθμολογηθούν  σε  καμία  περίπτωση .  
Κατά  την  αποχώρησή  σας  να  παραδώσετε  μαζί  με  το  τετράδιο  και  τα  
φωτοαντίγραφα .  


3.  Να  απαντήσετε  στο  τετράδιό  σας  σε  όλα  τα  θέματα .  
4.  Να  γράψετε  τ ις  απαντήσεις  σας  μόνο  με  μπλε  ή  μόνο  με  μαύρο  στυλό  


ανεξίτηλης  μελάνης .  
5.  Κάθε  απάντηση  επιστημονικά  τεκμηριωμένη  ε ίναι  αποδεκτή .  
6.  Διάρκεια  εξέτασης :  Τρεις  (3) ώρες  μετά  τη  διανομή  των  


φωτοαντιγράφων .  
7.  Χρόνος  δυνατής  αποχώρησης :  Μία  (1) ώρα  μετά  τη  διανομή  των  


φωτοαντιγράφων  και  όχι  πριν  τ ις  17:00. 
 


ΣΑΣ  ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KAΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ   


ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 







