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αν δύο χορδές ενός κύκλου είναι ίσες τότε και τα αποστήµατά τους είναι ίσα και αντιστρόφως 

αν τα αποστήµατα δύο χορδών ενός κύκλου είναι ίσα τότε και οι χορδές είναι ίσες 
 

 

 

                                ΟΑ = ΟΓ 
                                (ακτίνες του κύκλου) 

                                Λ̂=Κ̂  = 1∟ 

                                (τα αποστήµατα είναι κάθετα στις χορδές)                     ⇒        τα τρίγωνα ΟΚΑ και ΟΛΓ 

                                ΑΚ = ΑΒ/2 = Γ∆/2 = ΓΛ                                                             είναι ίσα 

                                (τα αποστήµατα διχοτοµούν τις χορδές τους                                       άρα: ΟΚ = ΟΛ 
                       οι οποίες εδώ είναι ίσες) 

 

⇐⇐⇐⇐ 
 

                                ΟΑ = ΟΓ 
                                (ακτίνες του κύκλου) 

                                Λ̂=Κ̂  = 1∟ 

                                (τα αποστήµατα είναι κάθετα στις χορδές)                     ⇒        τα τρίγωνα ΟΚΑ και ΟΛΓ 

                                ΟΚ = ΟΛ                                                                                   είναι ίσα 

                                (υπόθεση)                                                                                άρα: ΑΚ = ΓΛ 

                                                                                                                     συνεπώς: ΑΒ = Γ∆ 
                                                                                                    (αφού τα αποστήµατα διχοτοµούν τις χορδές) 
 

 
 

αν ένα σηµείο ανήκει στη διχοτόµο µίας γωνίας τότε ισαπέχει από τις πλευρές της και αντιστρόφως 

αν ένα σηµείο µίας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της τότε ανήκει στη διχοτόµο της  
 
 

 

                                        Β̂=Α̂  = 1∟ 
                                        (αφού οι ΜΑ, ΜΒ είναι αποστάσεις) 

                                        21 Ô=Ô                                                   ⇒       τα τρίγωνα ΟΑΜ και ΟΒΜ 

                                        (υπόθεση)                                                                            είναι ίσα 

                                        ΟΜ = ΟΜ                                                                      άρα: ΜΑ = ΜΒ   
                                 

 

⇐⇐⇐⇐ 
 

                                        Β̂=Α̂  = 1∟ 
                                        (αφού οι ΜΑ, ΜΒ είναι αποστάσεις) 

                                        ΜΑ = ΜΒ                                                  ⇒       τα τρίγωνα ΟΑΜ και ΟΒΜ 

                                        (υπόθεση)                                                                           είναι ίσα 

                                        ΟΜ = ΟΜ                                                                      άρα: 21 Ô=Ô                                     

                                                                                     δηλ. το Μ είναι σηµείο της διχοτόµου της yÔx  
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αν σε ένα τετράπλευρο ισχύει µία από τις ακόλουθες προτάσεις:  
    i. οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες 

   ii. δύο απέναντι πλευρές του είναι ίσες και παράλληλες 

  iii. οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες 
   iv. οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται 

τότε το τετράπλευρο αυτό είναι παραλληλόγραµµο 
 

 

                                         i. ΑΒ = ∆Γ (υπόθεση)                                                                     

                                            ΒΓ = Α∆ (υπόθεση)            ⇒    τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΒΓ∆ είναι ίσα 

                                            ∆Β = ∆Β                                        άρα: 11 ∆̂=Β̂  και 22 ∆̂=Β̂  

συνεπώς: ΑΒ // ∆Γ (τεµνόµενες απ’ τη Β∆ σχηµατίζουν εντός εναλλάξ γωνίες ίσες) και (οµοίως): ΒΓ // Α∆   

άρα το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο (αφού έχει απέναντι πλευρές παράλληλες) 

 

                                        ii. ΑΒ = ∆Γ (υπόθεση)      

                                            11 ∆̂=Β̂  (εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ∆Γ που τέµνονται από τη Β∆)         ⇒ 

                                            ∆Β = ∆Β 

                                                                                  τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΒΓ∆ είναι ίσα άρα: 22 ∆̂=Β̂  

συνεπώς: ΒΓ // Α∆ (τεµνόµενες απ’ τη Β∆ σχηµατίζουν εντός εναλλάξ γωνίες ίσες) 

άρα το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο(αφού έχει απέναντι πλευρές παράλληλες) 

 

 

                                        iii. αφού 
ο

360=∆̂+Γ̂+B̂+Â είναι 
ο

360=B̂2+Â2 και 
ο

360=∆̂2+Â2  

                                                                                       δηλ.     
ο

180=B̂+Â  και    
ο

180=∆̂+Â  

συνεπώς: Α∆ // ΒΓ(τεµνόµενες απ’ την ΑΒ σχηµατίζουν εντός και επί τα αυτά γωνίες παραπληρωµατικές) 

και (οµοίως): ΑΒ // ∆Γ, άρα το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο(αφού έχει απέναντι πλευρές παράλληλες) 
 

                                        iv. ΑΟ = ΟΓ (υπόθεση)                                                                                                                                                                                                       

                                            21 Ô=Ô  (ως κατακορυφήν)           ⇒    τα τρίγωνα ΑΟΒ και ΓΟ∆ είναι ίσα  

                                            ΒΟ = Ο∆ (υπόθεση)                                           άρα: 11 ∆̂=Β̂  

 

συνεπώς: ΑΒ // ∆Γ (τεµνόµενες απ’ τη Β∆ σχηµατίζουν εντός εναλλάξ γωνίες ίσες) και (οµοίως): ΒΓ // Α∆   

άρα το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο (αφού έχει απέναντι πλευρές παράλληλες) 

 
 

το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα µέσα δύο πλευρών τριγώνου είναι παράλληλο προς την τρίτη 

πλευρά και ίσο µε το µισό της 
 

                 

                                           προεκτείνουµε το ∆Ε κατά ΕΖ = ∆Ε οπότε: 

                                           το ΑΖΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο (αφού οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται)  

                                           άρα: ΓΖ // = ∆Α  

                                           συνεπώς είναι και ΓΖ // = Β∆                                                          

                                           που σηµαίνει ότι το ΒΓΖ∆ είναι παραλληλόγραµµο  
                                           (αφού έχει δύο απέναντι πλευρές παράλληλες και ίσες) 
                                           άρα: ∆Ζ // = ΒΓ δηλ. ∆Ε // ΒΓ και 2∆Ε = ΒΓ δηλ. ∆Ε // ΒΓ και ∆Ε = ΒΓ/2 

Π-Π-Π 

Π-Γ-Π 

Π-Γ-Π 
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οι διάµεσοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο (βαρύκεντρο) του οποίου η απόσταση  

από κάθε κορυφή είναι τα 2/3 του µήκους της αντίστοιχης διαµέσου 
 

 

                                      φ̂+ω̂ < Γ̂+Β̂ < 2∟συνεπώς οι διάµεσοι ΒΕ, ΓΖ τέµνονται σε ένα σηµείο Θ 

                                      στο εσωτερικό του τριγώνου 

                                      έστω ∆ η τοµή της ΑΘ µε τη ΒΓ και στην προέκταση της ΑΘ τµήµα ΘΚ = ΑΘ 

                                      στο τρίγωνο ΚΑΒ το ΘΖ ενώνει µέσα πλευρών άρα ΘΖ // = ΚΒ/2  

                                      στο τρίγωνο ΚΑΓ το ΘΕ ενώνει µέσα πλευρών άρα ΘΕ // = ΚΓ/2  

                                      αφού ΘΓ // ΒΚ και ΘΒ // = ΓΚ το ΒΘΓΚ είναι παραλληλόγραµµο, συνεπώς 

                                      ΚΒ = ΓΘ και ΚΓ = ΒΘ  

                                      και βέβαια οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται συνεπώς το ∆ είναι µέσο του ΒΓ 

                                      άρα και η διάµεσος Α∆ του τριγώνου διέρχεται από το Θ 

ΑΘ = Α∆ - Θ∆ = Α∆ -
2

ΘΚ
= Α∆ -

2

ΑΘ
 άρα  Α∆=ΑΘ

2

3
 δηλ. Α∆

3

2
=ΑΘ  

ΒΘ = ΒΕ – ΘΕ = ΒΕ -
2

ΚΓ
= ΒΕ -

2

ΒΘ
 άρα ΒΕ=ΒΘ

2

3
 δηλ. ΒΕ

3

2
=ΒΘ  και οµοίως: ΓΖ

3

2
=ΓΘ  

 

 

η διάµεσος ορθογωνίου τριγώνου από την κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίση µε το µισό της  

υποτείνουσας και αντιστρόφως 

αν µία διάµεσος ενός τριγώνου ισούται µε το µισό της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί τότε το τρίγωνο 

είναι ορθογώνιο µε υποτείνουσα την πλευρά αυτή 
 

 

                                  φέρνουµε τη διάµεσο Μ∆ του ΑΜΓ η οποία ενώνει µέσα πλευρών του ΑΒΓ  

                                  οπότε είναι Μ∆ // ΑΒ κι επειδή ΑΒ ┴ ΑΓ είναι και Μ∆ ┴ ΑΓ  

                                  αφού η διάµεσός του Μ∆ είναι και ύψος το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές 

                                  συνεπώς ΑΜ = ΜΓ = ΒΓ/2                            

 

                                  αλλιώς: 
                                  προεκτείνουµε τη διάµεσο ΑΜ κατά ΜΕ = ΑΜ 

                                  οι διαγώνιες του ΑΒΕΓ διχοτοµούνται συνεπώς αυτό είναι παραλληλόγραµµο 

                                  και µάλιστα ορθογώνιο αφού Α̂ = 1∟ άρα 
2

ΒΓ
=

2

ΑΕ
=ΑΜ  

⇐⇐⇐⇐ 
 

                                 τα τρίγωνα ΑΜΒ και ΑΜΓ είναι ισοσκελή οπότε: Β̂=Α̂  και  Γ̂=Α̂ 21  

                                 Γ̂+Β̂=Α̂ ⇔ Α̂-
ο

180=Α̂  ⇔ 
ο

180=Α̂2  ⇔ 
ο

90=Α̂  
 

                                  αλλιώς: 
                                  προεκτείνουµε τη διάµεσο ΑΜ κατά ΜΕ = ΑΜ 

                                  οι διαγώνιες του ΑΒΕΓ διχοτοµούνται και είναι ίσες 

                                  συνεπώς αυτό είναι ορθογώνιο 

                                  άρα Α̂ = 1∟ 



4                                                                                                                     δηµήτρη ποιµενίδη 
 

 
 

η διάµεσος του τραπεζίου είναι παράλληλη προς τις βάσεις του και ίση µε το ηµιάθροισµά τους 
 

 

                                         από το µέσο Ε της Α∆ φέρνουµε παράλληλη στη ∆Γ(// ΑΒ) οπότε: 

                                         στο τρίγωνο Α∆Β αφού ΕΚ // ΑΒ και Ε είναι µέσο της Α∆ 

                                         το Κ είναι µέσο της ∆Β και 
2

ΑΒ
=ΕΚ  

                                         στο τρίγωνο Β∆Γ αφού ΚΖ // ∆Γ και Κ είναι µέσο της Β∆ 

                                         το Ζ είναι µέσο της ΒΓ και 
2

∆Γ
=ΚΖ  

                                         άρα η διάµεσος ΕΖ είναι παράλληλη προς τις βάσεις ΑΒ, ∆Γ  

                                         και 
2

∆Γ+AB
=ΚΖ+EK=EZ  

 

 
 

 

αν ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές τότε οι προσκείµενες σε κάθε βάση γωνίες του είναι ίσες 
 

 

                                         φέρνουµε τα ύψη ΑΕ, ΒΖ οπότε: 

                                         Ζ̂=Ε̂  = 1∟(ΑΕ, ΒΖ είναι ύψη) 
                                         

                                         Α∆ = ΒΓ (υπόθεση)                                          ⇒    τα τρίγωνα ΑΕ∆ και ΒΖΓ 

                                                                                                                                 είναι ίσα 

                                         ΑΕ = ΒΖ (αποστάσεις των παραλλήλων ΑΒ,∆Γ)                           άρα: Γ̂=∆̂   

                                         οι ∆̂,Α̂  και Γ̂,Β̂  είναι εντός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΒ, ∆Γ που 

                                         τέµνονται από τις Α∆ και ΒΓ αντιστοίχως, συνεπώς: 

                                         Γ̂+B̂=∆̂+Â (=180ο) κι επειδή Γ̂=∆̂ είναι και B̂=Â                               
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κάθε γωνία εγγεγραµµένη σε κύκλο ισούται µε το µισό της επίκεντρης που βαίνει στο ίδιο τόξο 
 

 

αν το κέντρο Ο του κύκλου είναι εσωτερικό σηµείο της εγγεγραµµένης:                
 
                                φέρνουµε τη διάµετρο ΓΓ’ 

                                οι 21 Ô,Ô είναι εξωτερικές των ισοσκελών τριγώνων ΑΟΓ και ΒΟΓ αντιστοίχως 

                                συνεπώς είναι: 11 Γ̂2=Ο̂ και 22 Γ̂2=Ο̂  

                                ΒΓ̂2Α=)Γ̂+Γ̂2(=Ο̂+Ο̂=ΒΟ̂Α 2121  δηλ. 
2

ΒΟ̂Α
=ΒΓ̂Α  

                                               

 

αν το κέντρο Ο του κύκλου είναι σηµείο µίας πλευράς της εγγεγραµµένης: 
 

                                η Ô είναι εξωτερική του ισοσκελούς τριγώνου ΒΟΓ  

                                συνεπώς είναι: ΒΓ̂2Α=ΒΟ̂Α  δηλ. 
2

ΒΟ̂Α
=ΒΓ̂Α   

 

 

 
 

 

αν το κέντρο Ο του κύκλου είναι εξωτερικό σηµείο της εγγεγραµµένης: 
 

                                φέρνουµε τη διάµετρο ΓΓ’ 

                                οι 21 Ô,Ô είναι εξωτερικές των ισοσκελών τριγώνων ΑΟΓ και ΒΟΓ αντιστοίχως 

                                συνεπώς είναι: 11 Γ̂2=Ο̂ και 22 Γ̂2=Ο̂  

                                ΒΓ̂2Α=)Γ̂-Γ̂2(=Ο̂-Ο̂=ΒΟ̂Α 1212  δηλ. 
2

ΒΟ̂Α
=ΒΓ̂Α  
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οι γωνίες που σχηµατίζονται από µία χορδή ενός κύκλου και την εφαπτοµένη του κύκλου σε ένα 

άκρο της ισούνται µε τα µισά των επικέντρων που βαίνουν στα τόξα της χορδής 
 

 

 
                                         φέρνουµε το ύψος (που είναι βέβαια και διχοτόµος) του ισοσκελούς τριγώνου ΑΟΒ 

                                         οπότε: ΜΟ̂Α=Α̂1  (οξείες µε πλευρές κάθετες) 
2

Ο̂
=

1
 

                                                    12 Α̂-
ο

180=Α̂
2

Ο̂
-

ο
180=

1

2

Ο̂-
ο

360
=

1

2

Ο̂
=

2
 

 

 

 

                                         αν η ΑΒ είναι διάµετρος του κύκλου, τότε και πάλι: 
2

ΒΟ̂Α
=Α̂  

                                         αφού η γωνία Α̂  είναι ορθή ενώ η γωνία ΒΟ̂Α είναι ευθεία 
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η διχοτόµος µίας γωνίας τριγώνου διαιρεί εσωτερικά την απέναντι πλευρά  

σε λόγο ίσο µε το λόγο των προσκείµενων πλευρών 
 

 

 
                                                              από το Β φέρνουµε παράλληλη προς τη διχοτόµο Α∆ 

                                                              η οποία τέµνει την προέκταση της ΓΑ στο Ε 

                                                              στο τρίγωνο ΒΓΕ είναι Α∆ // ΕΒ, συνεπώς: 

                                                              
ΑΓ

ΑΕ
=

∆Γ

∆Β
  (1)    (θ. Θαλή)  

 

11 Β̂=Α̂  (εντός εναλλάξ των παραλλήλων Α∆, ΕΒ που τέµνονται από την ΑΒ)  

Ε̂=Α̂2  (εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων Α∆, ΕΒ που τέµνονται από την ΕΓ)          ⇒  1Β̂=Ε̂  

21 Α̂=Α̂ (υπόθεση)  

συνεπώς το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ισοσκελές οπότε ΑΕ = ΑΒ και η (1) γίνεται: 
ΑΓ

ΑΒ
=

∆Γ

∆Β
 

 

 
 

η διχοτόµος µίας εξωτερικής γωνίας τριγώνου διαιρεί εξωτερικά την απέναντι πλευρά  

σε λόγο ίσο µε το λόγο των προσκείµενων πλευρών 
 

 

 

                                                              από το Β φέρνουµε παράλληλη προς τη διχοτόµο Α∆ 

                                                              η οποία τέµνει τη ΓΑ στο Ε 

                                                              στο τρίγωνο ΓΑ∆ είναι ΒΕ // ∆Α, συνεπώς: 

                                                              
ΑΓ

ΑΕ
=

∆Γ

∆Β
  (1)    (θ. Θαλή)  

 

11 Β̂=Α̂  (εντός εναλλάξ των παραλλήλων Α∆, ΕΒ που τέµνονται από την ΑΒ)  

Ε̂=Α̂2  (εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων Α∆, ΕΒ που τέµνονται από την ΑΓ)          ⇒  1Β̂=Ε̂  

21 Α̂=Α̂ (υπόθεση)  

συνεπώς το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ισοσκελές οπότε ΑΕ = ΑΒ και η (1) γίνεται: 
ΑΓ

ΑΒ
=

∆Γ

∆Β
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εκτός ύλης... 
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