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βασικά… 
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διαβάζω τον κύκλο  ↔↔↔↔  ξέρω τριγωνοµετρία… 
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στο πρώτο τεταρτηµόριο… 
 

 
     τόξο σε 

     
         rad 

 
      
             ο 

συνάρτηση 
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►  αντίθετα τόξα (θ, -θ) έχουν το ίδιο συν   
►  παραπληρωµατικά τόξα (θ, π-θ) έχουν το ίδιο ηµ   
►  τόξα που διαφέρουν κατά π (θ, π+θ) έχουν αντίθετο ηµ και συν   
►  τόξα που διαφέρουν κατά 2κπ (θ, 2κπ+θ) τα έχουν όλα ίδια     

►  συµπληρωµατικά τόξα (θ, 
2
π

-θ) έχουν: ηµ↔↔↔↔συν  και  εφ↔↔↔↔σφ 

 
 

 

κι εξισώσεις… 
 

 
                 ► ηµx = ηµθ      ⇔  x = 2κπ + θ  ή  x = 2κπ + π - θ         ειδικά:   ηµx = 0   ⇔  x = κπ    

                 ► συνx = συνθ   ⇔  x  = 2κπ + θ  ή  x = 2κπ - θ             ειδικά:  συνx = 0  ⇔ x = κπ +
2
π

       

                 ► εφx = εφθ      ⇔  x = κπ + θ                                
                 ► σφx = σφθ      ⇔  x = κπ + θ                                                                          (κ∈Ζ) 
 

 

και περιοδικότητα… 
 

 

► η  f(x) = ρηµωx  (ρ, ω > 0)  έχει  περίοδο: Τ = 
ω

2π
  max: ρ  και  min: - ρ   (οµοίως η f(χ)=ρσυνωχ)          

► η  f(x) = ρεφωx  (ω > 0)    έχει  περίοδο: Τ = 
ω

π
                                       (οµοίως η f(x)=ρσφωx)    
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και τύποι πολλοί… 
 

 

► ηµ(α + β) = ηµασυνβ + ηµβσυνα         (1)              ► εφ(α + β) = 
εφαεφβ-1

εφβεφα +
   

► ηµ(α - β) = ηµασυνβ - ηµβσυνα          (2) 

► συν(α + β) = συνασυνβ - ηµαηµβ        (3)             ► εφ(α - β) = 
εφαεφβ1
εφβ-εφα

+
  

► συν(α - β) = συνασυνβ + ηµαηµβ        (4)                       
                                                                                                                        (τύποι αθροισµάτων)   
 

► ηµ2α = 2ηµασυνα       ► συν2α = συν2α - ηµ2α = 2συν2α - 1 = 1 - 2ηµ2α                                                                                                                                                                                                                      
                                                                                                                           (τύποι διπλασίων)     
 

► ηµ2α = 
2
συν2α-1

       ► συν2α = 
2

+συν2α1
       ► εφ2α = 

συν2α1
συν2α-1

+
 

                                                                                                                 (τύποι αποτετραγωνισµού)   
 

► εφ2α = 
α

εφα2
2εφ-1

         ► ηµ2α = 
α+

εφα2
2εφ1

          ► συν2α = 
α+1
α

2

2

εφ

εφ-1
                                                                                                                   

                                                                                                       (τύποι καθολικής αντικατάστασης)         
 
                   (1) + (2)  ⇒  ► 2ηµασυνβ = ηµ(α + β) + ηµ(α - β)           (5)  
                   (4) - (3)  ⇒  ► 2ηµαηµβ = συν(α - β) - συν(α + β)          (6)  
                   (3) + (4)  ⇒  ► 2συνασυνβ = συν(α + β) + συν(α - β)      (7)     
                                                                                                     (τύποι µετασχηµατισµού γινοµένων) 
 

                          (5)  ⇒  ► ηµΑ + ηµΒ = 2ηµ
2
Β-Α

συν
2
ΒΑ +

           (8)                                                              

                          (8)  ⇒  ► 
2
ΒΑ

συν
2
Β-Α

ηµΒ-ηµΑ
+

ηµ2  =     

                          (7)  ⇒  ► 
2
Β-Α

συν
2
ΒΑ

2συνΒσυνΑ
+

συν=+  

                          (6)  ⇒  ► 
2
Β-Α

ηµ
2
ΒΑ

συνΒ-συνΑ
+

ηµ2-  =   

                                                                                                  (τύποι µετασχηµατισµού αθροισµάτων) 
 

► f(x) = αηµx + βσυνx = ρηµ(x + φ)     (αβ ≠ 0) 
 

               (όπου :  ρ = 22 βα +   και  φ  τόξο µε  συνφ = 
ρ

α
  και  ηµφ = 

ρ

β
) 

 

                                     ► R
ηµΓ

γ

ηµΒ

β

ηµΑ

α
2===   (όπου R η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου) 

                                                                                                                                 (ν. ηµιτόνων) 
► σε τρίγωνο ΑΒΓ:                                                                                                 
 
                                     ►  α2 = β2 + γ2 - 2βγσυνΑ   (και κυκλικά)    
                                                                                                                             (ν. συνηµιτόνων) 
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στην πράξη τώρα… 
 

 
 
1► Το µήκος ενός τόξου κύκλου ακτίνας 6 είναι 2π. 
        Πόσων µοιρών είναι η αντίστοιχη επίκεντρη γωνία; 
  

  ▼ αν α είναι το µέτρο της ζητούµενης γωνίας σε rad τότε:   2π = 6α  ⇔  α =
3
π

rad = 60ο 

 
 
2► Πόσων µοιρών είναι µία γωνία ενός rad; 
 

  ▼ 
180
µ

=
π
α

  ⇔  
180
µ

=
π
1

  ⇔   µ =
π

180
≈ 57,3ο 

 
 
3► Στο τρίγωνο ΑΒΓ το ύψος του Α∆ ισούται µε το µισό της ΒΓ. 
       Να αποδείξεις ότι:  i. εφΒ + εφΓ = 2εφΒεφΓ 
                                    ii. σφΒ + σφΓ = 2 
 

  ▼  i. εφΒ + εφΓ =
∆Γ
Α∆

Β∆
Α∆2=

∆Γ•Β∆
Α∆2•Α∆=

∆Γ•Β∆
)∆Γ+Β∆(Α∆=

∆Γ
Α∆+

Β∆
Α∆  

                                                                                       = 2εφΒεφΓ 

       ii. εφΒ + εφΓ = 2εφΒεφΓ  ⇔  2=
ΓεφΒεφ
Γεφ+Βεφ

  ⇔  2=
ΓεφΒεφ

Γεφ
+

ΓεφΒεφ
Βεφ

  ⇔  σφΓ + σφΒ = 2 

 
 

4► Αν 0 < x <
2
π

 και σφx =
5
52

, βρες τους υπόλοιπους τριγωνοµετρικούς αριθµούς της γωνίας x 

 

  ▼ εφx =
2
5

=
xσφ

1
 οπότε:   ηµ2x =

9
5

=
xεφ+1

xεφ
2

2

  και  συν2x =1 - ηµ2x =
9
4

 

       κι αφού στο 1ο τεταρτηµόριο είναι ηµx > 0 και συνx > 0 είναι:  ηµx =
3
5

  και συνx =
3
2

 

 
  
5► Να αποδείξεις ότι η συνάρτηση f(x) = 2(ηµ6x + συν6x) - 3(ηµ4x + συν4x), x∈R  είναι σταθερή 
 

  ▼ ηµ4x + συν4x = (ηµ2x + συν2x)2- 2ηµ2xσυν2x 
                          = 1 - 2ηµ2xσυν2x 
       ηµ6x + συν6x = (ηµ2x)3 + (συν2x)3 
                          = (ηµ2x + συν2x)(ηµ4x - ηµ2xσυν2x + συν4x) 
                          = 1 - 3ηµ2xσυν2x 
       συνεπώς ∀x∈R: f(x) = 2(1 - 3ηµ2xσυν2x) - 3(1 - 2ηµ2xσυν2x) = - 1,  άρα η f είναι σταθερή 
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6► Να αποδείξεις ότι:  i. 
εφβ
εφα

=
σφα+εφβ
σφβ+εφα

     και   ii. 
ηµα

 συνα-1
=

συνα+1
ηµα

  

 

  ▼   i.  
εφβ
εφα

=
εφβ)1+εφβεφα(
εφα)1+εφαεφβ(

=

εφα
1+εφβεφα

εφβ
1+εφαεφβ

=

εφα
1

+εφβ

εφβ
1

+εφα
=

σφα+εφβ
σφβ+εφα

  

               αλλιώς: 
 

              
εφβ
εφα

=
σφα+εφβ
σφβ+εφα

  ⇔      (εφα + σφβ)εφβ = (εφβ + σφα)εφα  

                                         ⇔  εφαεφβ + σφβεφβ = εφβεφα + σφαεφα  
 

                                         ⇔            εφαεφβ + 1 = εφβεφα + 1,  που ισχύει 
 

         ii. 
ηµα

 συνα-1
=

συνα+1
ηµα

  ⇔  ηµ2α = (1 + συνα)(1 - συνα)  ⇔  ηµ2α = 1 - συν2α,  που ισχύει 

               αλλιώς: 
 

              
ηµα
συνα-1

=
αηµ

συνα)ηµα-1(
=

ασυν-1
συνα)ηµα-1(

=
συνα)+συνα)(1-1(

συνα)ηµα-1(
=

συνα+1
ηµα

22  

 

7► Βρες τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς των γωνιών: i. 1200ο   ii. – 1200ο   και  iii. 
4
π21

 

 

  ▼     i. 1200 = 3•360 + 120 

              ηµ1200 = ηµ(3•360 + 120) = ηµ120 = ηµ(180 - 60) = ηµ60 =
2
3

  

              συν1200 = συν(180 - 60)= - συν60  = - 
2
1

 

              εφ1200 = εφ(180 - 60) = - εφ60 = - 3  

              σφ1200 = σφ(180 - 60) = - σφ60 = - 
3
3  

 

          ii. ηµ(-1200)= -ηµ1200= -
2
3

      συν(-1200)=συν1200= -
2
1

 

               εφ(-1200)= -εφ1200= 3          σφ(-1200)= -σφ1200=
3
3  

 

         iii. 
4
π+π+π2•2=

4
π+π5=

4
π)1+5•4(=

4
π21  

              ηµ
4
π21

= ηµ(
4
π

+π+π2•2 ) = ηµ(
4
π

+π ) = -ηµ
4
π

= -
2
2

 

              συν
4
π21

= συν(
4
π

+π+π2•2 ) = συν(
4
π

+π ) = - συν 
4
π = - 

2
2

 

              εφ
4
π21

= εφ(
4
π

+π+π2•2 ) = εφ(
4
π

+π ) = εφ
4
π

= 1 

              σφ
4
π21

= σφ(
4
π

+π+π2•2 ) = σφ(
4
π

+π ) = σφ
4
π

= 1 
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8► Αν 5=)x+
6
π

(εφ+)x-
3
π

(εφ ,  

        να υπολογίσεις την τιµή της παράστασης: )x+
6
π

(εφ+)x-
3
π

(εφ 22  

 

  ▼ 5=)x+
6
π

(εφ+)x-
3
π

(εφ   ⇒   25=)]x+
6
π

(εφ+)x-
3
π

(εφ[ 2   

                                              ⇔   25=)x+
6
π

(εφ)x-
3
π

(εφ2+)x+
6
π

(εφ+)x-
3
π

(εφ 22  

                                              ⇔   25=)]x-
3
π

(-
2
π

[εφ)x-
3
π

(εφ2+)x+
6
π

(εφ+)x-
3
π

(εφ 22  

                                              ⇔   25=)x-
3
π

(σφ)x-
3
π

(εφ2+)x+
6
π

(εφ+)x-
3
π

(εφ 22  

                                              ⇔   25=2+)x+
6
π

(εφ+)x-
3
π

(εφ 22  

                                              ⇔   23=)x+
6
π

(εφ+)x-
3
π

(εφ 22  

 
9► Να παραστήσεις γραφικά τη συνάρτηση:  f(x) = 2συν3x, x∈R 
 

  ▼  η f έχει περίοδο: Τ = 
3
π2

 

        στο [0, 
3
π2

): 

        η f έχει max το 2 όταν 3x = 0 δηλ. όταν x = 0 

        η f έχει min το - 2 όταν 3x = π δηλ. όταν x = 
3
π

 

        η cf τέµνει τον x΄x όταν 3x = 
2
π

 ή 3x = 
2
π3

 

                              δηλ. όταν   x = 
6
π

  ή  x = 
2
π

 

 
 

10►Να λύσεις την εξίσωση: ηµ2x = συν2x (1)  στο διάστηµα [π, 2π] 
 

     ▼ηµ2x = συν2x  ⇔  
x2συν
x2ηµ

 = 1 

                               ⇔     εφ2x = 1 

                               ⇔     εφ2x = εφ
4
π

 

                               ⇔         2x = κπ +
4
π

  

                               ⇔           x = 
8
π

+
2

κπ
,  κ∈Ζ 

          π ≤ x ≤ 2π  ⇔  π ≤ 
8
π

+
2

κπ
 ≤ 2π  ⇔  1 - 

8
1
≤ 

2
κ
≤ 2 - 

8
1

  ⇔  2 - 
8
2

 ≤ κ ≤ 4 - 
8
2

 

                                                                                           ⇔   κ = 2  ή  κ = 3      (αφού κ∈Ζ)  

          άρα:  x =π + 
8
π

   ή   x = 
8
π

+
2
π3

 

 

είναι συν2x≠0 
γιατί αν συν2x=0 τότε (1)⇔ηµ2x=0, άτοπο!   
αφού ηµ22x+συν22x=1 
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11► Να λύσεις τις εξισώσεις:   i.  ηµ(2x - 
3
π

) = συν(x + 
6
π

)   και   ii.  εφxηµx + 1 = ηµx + εφx 

 

     ▼  i.  ηµ(2x - 
3
π

) = συν(x + 
6
π

)  ⇔   ηµ(2x - 
3
π

) = ηµ[
2
π

 - (x +
6
π

)] 

                                                     ⇔   ηµ(2x - 
3
π

) = ηµ(
3
π

 - x) 

                                                     ⇔   2x - 
3
π

 = 2κπ +
3
π

 - x    ή   2x - 
3
π

 = 2κπ + π - 
3
π

 + x 

                                                     ⇔          3x = 2κπ + 
3
π2

      ή      x = 2κπ + π 

                                                     ⇔            x = 
9
π2

+
3
κπ2

        ή      x = (2κ + 1)π         (κ∈Ζ) 

          ii.   η εξίσωση ορίζεται όταν συνx ≠ 0  
               εφxηµx + 1 = ηµx + εφx   ⇔    εφxηµx + 1 – ηµx – εφx = 0 
                                                   ⇔    εφx(ηµx - 1) - (ηµx - 1) = 0 
                                                   ⇔            (εφx - 1)(ηµx - 1) = 0 
                                                   ⇔              εφx = 1  ή  ηµx = 1, αδύνατο αφού τότε είναι συνx = 0 

                                                   ⇔              εφx = εφ
4
π

  

                                                   ⇔                  x = κπ + 
4
π

      (κ∈Ζ) 

 
12► Να υπολογίσεις την τιµή της παράστασης: ηµ50οηµ80ο + ηµ10οσυν50ο 
 

     ▼ ηµ50οηµ80ο + ηµ10οσυν50ο = ηµ50οηµ80ο + συν80οσυν50ο       (αφού 10ο = 90ο - 80ο) 
                                                 = συν(80ο - 50ο) 
                                                 = συν30ο 

                                                 = 
2
3

 

 
13► Αν για τις γωνίες τριγώνου ΑΒΓ ισχύει: ηµΑηµΒ + συνΑσυν(Α + Γ) = 0, να αποδείξεις ότι το 
         τρίγωνο είναι ορθογώνιο 
 

     ▼ ηµΑηµΒ + συνΑσυν(Α + Γ) = 0    ⇔    ηµΑηµΒ + συνΑ(- συνΒ) = 0            (αφού Α + Β + Γ = π)   
                                                        ⇔         συνΑσυνΒ – ηµΑηµΒ = 0 
                                                        ⇔                       συν(Α + Β) = 0 
                                                        ⇔                                - συνΓ = 0            (αφού Α + Β + Γ = π) 
                                                        ⇔                                  συνΓ = 0 

                                                        ⇔                                     Γ = 
2
π

          (αφού 0 < Γ < π)   

          άρα το ΑΒΓ είναι ορθογώνιο  
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14► Να βρεις τις γωνίες Β και Γ τριγώνου ΑΒΓ στο οποίο είναι: Α = 60ο και β = 2γ   
 

     ▼ β = 2γ    ⇔                        2RηµΒ = 2•2RηµΓ        (σύµφωνα µε το νόµο των ηµιτόνων)   
                       ⇔                            ηµΒ = 2ηµΓ 
                       ⇔                    ηµ(Α + Γ) = 2ηµΓ              (αφού Α + Β + Γ = π)    
                       ⇔    ηµΑσυνΓ + ηµΓσυνΑ = 2ηµΓ 

                       ⇔        
2
3

συνΓ + 
2
1

ηµΓ = 2ηµΓ 

                       ⇔                    
2
3

συνΓ = 
2
3

ηµΓ 

                       ⇔                            εφΓ = 
3
3

 

                       ⇔                                Γ = 30ο               (αφού 0 < Γ < π) 
                                         και βέβαια: Β = 90ο    
           αλλιώς:  
 

                                     α2 = β2 + γ2 – 2βγσυνΑ                (σύµφωνα µε το νόµο των συνηµιτόνων) 

                               ⇔   α2 = 4γ2 + γ2 – 2•2γ2

2
1

   

                               ⇔   α2 = 3γ2 
                               ⇔    α = γ 3   
                               κι αφού:  α2 + γ2 = 3γ2 + γ2 = 4γ2 = β2  
                               είναι:          Β = 90ο       (σύµφωνα µε το αντίστροφο του πυθαγορείου θεωρήµατος)  
                               και βέβαια: Γ = 30ο  
 
15► Στο διπλανό σχήµα είναι: ΑΓ = 3Α∆. 

         Να αποδείξεις ότι: εφω =
Βεφ+3

Βεφ2
2       

     ▼ εφω = εφ(Β - ∆Β̂Α ) = 

ΑΒ
Α∆

Βεφ+1

ΑΒ
Α∆-Βεφ

=
∆Β̂ΑεφΒεφ+1
∆Β̂εφΑ-εφΒ  

                                                               =

ΑΒ
ΑΓ

3
1

Βεφ+1

ΑΒ
ΑΓ

3
1-εφΒ

 

                                                               =

3
Βεφ

+1

3
εφΒ

-εφΒ
2  

                                                               =

3
Βεφ+3

3
εφΒ-Βεφ3

2  

                                                               =
Βεφ+3

Βεφ2
2  

 
 

 Α   Β 

 Γ 

∆ 
 ω 
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16► Να υπολογίσεις την τιµή της παράστασης:  εφ15ο + σφ15ο  
 

     ▼ εφ15ο + σφ15ο = εφ15ο + ο15εφ
1

 = ο

ο2

15εφ
1+15εφ

 

                                                      = 

ο2

ο

15εφ+1
εφ15

1
 

                                                      = 

ο2

ο

15εφ+1
15εφ2
2

 

                                                      = ο30ηµ
2

 

                                                      = 4 
 

17► Να αποδείξεις ότι: εφ(45ο – α) = εφ2α-
α2συν

1
=

α2ηµ+1
α2συν

  και να υπολογίσεις την εφ15ο  

 

     ▼ εφ(45ο – α) = 
εφαεφ45+1
εφα-εφ45

ο

ο

= 
εφα+1
εφα-1

= 

συνα
ηµα

+1

συνα
ηµα

-1
 

                                                               = 
ηµα+συνα
ηµα-συνα

 

                                                               = 2)ηµα+συνα(
ηµα)+ηµα)(συνα-συνα(

 

                                                               = 
συναηµα2+αηµ+ασυν
αηµ-ασυν

22

22

 

                                                               = 
α2ηµ+1

α2συν
 

           εφ2α-
α2συν

1
=

α2ηµ+1
α2συν

   ⇔   
συν2α

ηµ2α-1
=

α2ηµ+1
α2συν

   ⇔   συν22α = 1 - ηµ22α, που ισχύει 

            άρα:  εφ(45ο – α) = εφ2α-
α2συν

1
=

α2ηµ+1
α2συν

 

            σύµφωνα µε την προηγούµενη σχέση: εφ15ο = εφ(45ο – 30ο) = ο

ο

ηµ60+1
συν60

 

                                                                                                   = 

2
3

+1

2
1

 

                                                                                                   = 
3+2

1
 

                                                                                                   = 3-2  
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18► Να αποδείξεις ότι:   i. 
α2ηµ+α2συν+1

ηµ2α+συν2α-1
 = εφα    και    ii. συν4α = 8συν4α - 8συν2α + 1 

 

     ▼  i.  
α2ηµ+α2συν+1

ηµ2α+συν2α-1
 = 

ηµασυνα2+ασυν2
ηµασυνα2+αηµ2

2

2

 

                                        = 
συνα)συνα+ηµα(2
ηµα)συνα+ηµα(2

 

                                        = εφα 
 

           ii.  συν4α = 2συν22α - 1 
                         = 2(2συν2α - 1)2 – 1 
                         = 2(4συν4α - 4συν2α + 1) - 1 
                         = 8συν4α - 8συν2α + 1         
 

19► Λύσε τις εξισώσεις: i. 2 - συν2x = 4
2
x

ηµ2  ii. συν2x – 1 = 2
2
x

συν2  iii. ηµxσυν3x - συνxηµ3x =
8
1

 

 

     ▼   i.  2 - συν2x = 4
2
x

ηµ2    ⇔          2 - συν2x = 4 
2
συνx-1

  

                                              ⇔          2 - συν2x = 2 - 2συνx 
                                              ⇔   συν2x - 2συνx = 0 
                                              ⇔  (συνx - 2)συνx = 0 
                                              ⇔  συνx = 0   ή  συνx = 2  (αδύνατη)     

                                              ⇔  x = κπ + 
2
π

   (κ∈Ζ) 
 

            ii.  συν2x – 1 = 2
2
x

συν2   ⇔              συν2x – 1 = 1 + συνx 

                                                ⇔   συν2x – συνx – 2 = 0 
                                                ⇔   συνx = - 1  ή  συνx = 2  (αδύνατη)  
                                                ⇔   συνx = συνπ 
                                                ⇔   x = 2κπ ± π   
                                                ⇔   x = (2κ + 1)π    (κ∈Ζ) 
 

           iii.  ηµxσυν3x - συνxηµ3x = 
8
1

  ⇔   ηµxσυνx(συν2x - ηµ2x) = 
8
1

 

                                                        ⇔                  
2

x2ηµ
συν2x = 

8
1

 

                                                        ⇔                             ηµ4x = 
2
1

 

                                                        ⇔                             ηµ4x = ηµ
6
π

 

                                                        ⇔               4x = 2κπ+
6
π

    ή   4x = 2κπ + 
6
π5

 

                                                        ⇔                 x = 
24
π

+
2

κπ
   ή    x = 

24
π5

+
2

κπ
   (κ∈Ζ) 
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20► Να αποδείξεις ότι:   i. 
8
π3

ηµ+
8
π

ηµ 44  = 
4
3

   και   ii. 8ηµ2ασυν2α = 1 - συν4α 

 

     ▼  i. 
8
π3

ηµ+
8
π

ηµ 44 = 
8
π

συν+
8
π

ηµ 44              (αφού 
2
π

=
8
π3

+
8
π

)  

                                     = 2222 )
8
π

συν(+)
8
π

ηµ(  

                                     = 222 )
8
π

συν+
8
π

ηµ( - 2
8
π

συν
8
π

ηµ 22  

                                     = 1 - 
2

4
π

ηµ2

 

                                     = 1 - 
4
1

 

                                     = 
4
3

 

 

         ii.  8ηµ2ασυν2α = 2ηµ22α 
                               = 1 - συν4α 
 

21► Αν για τις γωνίες τριγώνου ΑΒΓ ισχύει:  
Γηµ
Βηµ

=
Γεφ
Βεφ

2

2

  να αποδείξεις ότι το ΑΒΓ είναι  

         ορθογώνιο ή ισοσκελές 
 

     ▼ 
Γηµ
Βηµ

=
Γεφ
Βεφ

2

2

  ⇔        
Γηµ
Βηµ

=

Γσυν
Γηµ
Βσυν
Βηµ

2

2

 

                              ⇔         
Γηµ
Βηµ

=
Βσυν
Γσυν

                (αφού:  0 < Β, Γ < π  είναι:  ηµΒ ≠ 0 και ηµΓ ≠ 0) 

                              ⇔  2ηµΓσυνΓ = 2ηµΒσυνΒ 
                              ⇔         ηµ2Γ = ηµ2Β 
                              ⇔   2Γ = 2Β  ή  2Γ + 2Β = π      (αφού:  0 < Β, Γ < π  είναι:  0 < 2Β, 2Γ < 2π) 

                              ⇔  Β = Γ  ή  Β + Γ = 
2
π

 

           άρα το ΑΒΓ είναι ισοσκελές (µε ΑΒ = ΑΓ) ή ορθογώνιο (στο Α) 
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σειρά σου τώρα… 
 

 
 

� 1. Αν ηµx > 0 και 2εφx – 3 = 0, να υπολογίσεις το συνx 
 

� 2. Για τις γωνίες τριγώνου ΑΒΓ ισχύει η σχέση:  ηµ(Β + Γ) + συν(Β - Γ) = 2. 
           Να αποδείξεις ότι το ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές 
 

� 3. Να αποδείξεις ότι αν το άθροισµα των ηµιτόνων των τεσσάρων γωνιών που σχηµατίζουν 
           οι διαγώνιες ενός τετραπλεύρου ισούται µε 4, τότε οι διαγώνιες αυτές είναι κάθετες 
 

� 4. Αν  συνφ – ηµφ = 2 ηµφ, να αποδείξεις ότι:  συνφ + ηµφ = 2 συνφ  
 

� 5. ∆ίνεται η συνάρτηση:  f(x) = αηµ
3
x2

+ β, x∈R, όπου α, β∈R µε α > 0.   

           Αν  fmax = 3 και η cf τέµνει τον y΄y στο σηµείο Μ(0, 1):  
            i. να βρεις τους αριθµούς α και β          ii. να λύσεις την εξίσωση f(x) = 2 
 

� 6. Να βρεις την περίοδο και τις ακρότατες τιµές της συνάρτησης: 

        f(x) = 
2

)xσυν+xηµ( 2

 - (ηµx + συνx)ηµx 

 

� 7. Το βάθος (σε m) του νερού της θάλασσας κάτω από µία γέφυρα κατά τη διάρκεια ενός 

            24ώρου δίνεται από την: f(t) = 20 + 4συν
3
tπ

, t∈[0, 24], όπου t ο χρόνος (σε h). 

               i.  να βρεις την περίοδο της συνάρτησης 
              ii.  να βρεις το µέγιστο και το ελάχιστο βάθος του νερού 
             iii.  ποιες ώρες του 24ώρου το βάθος του νερού είναι 18m ; 
             iv.   αν το ύψος της γέφυρας (πάνω από τον πυθµένα) είναι 30m, µπορεί ένα σκάφος 
                   ύψους 8m (πάνω από την επιφάνεια) να περάσει κάτω από τη γέφυρα στις 12; 
 

� 8. Να λύσεις τις ακόλουθες εξισώσεις: 
 
             i.  ηµ2x - 3 συνx = 0                      ii.  2ηµ2x + 3x – 2 = 0, x∈[2π, 3π] 
 

           iii.  ηµxεφx + 2συνx = 2                     iv.  1 + εφx = 3 (1 + σφx) 
 

            v.  εφ(x - 
4
π ) + σφx = 1                     vi.  ηµ4x + συν4x = συν4x 

 

          vii.  1 + συνx = ηµx                            viii. 3 ηµx + συνx - 2 = 0 
 

           ix.  (ηµx + συνx)(ηµ3x + συν3x) = 
2

x4ηµ2+1
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� 9. Να αποδείξεις ότι:  4=
συν10

3
-

ηµ10
1

οο  

 

� 10. Αν  π ≤ α ≤ 3π/2  και  5συν2α - 14συνα – 7 = 0, να υπολογίσεις τους τριγωνοµετρικούς  
             αριθµούς: ηµ2α, συν2α και εφ2α 
 

� 11. Αν  ηµx – ηµy = α  ενώ  συνx + συνy = β, να αποδείξεις ότι:  α2 + β2 
≤ 4 

 

� 12. Αν  α = 
11
π

, να αποδείξεις ότι:   συνα συν2α συν3α συν4α συν5α =
32
1

 

 

� 13. Να αποδείξεις ότι:  
2
3

=
16
π7

ηµ+
16
π5

ηµ+
16
π3

ηµ+
16
π

ηµ 4444  

 

� 14. Αν α∈(0, 
2
π

) και συν2α =
3
1

, να υπολογίσεις την εφ
2
α

 

 

� 15. Να αποδείξεις τις ακόλουθες ταυτότητες: 
 

                 i. 
εφβ-εφα
εφβ+εφα

=
β)-α(ηµ

)β+α(ηµ
                            ii. εφφ =

φ2συν+1
φ2ηµ

  

 

               iii. 2=
συνα

συν3α
-

ηµα
α3ηµ

                                 iv. αεφα3εφ=
ααεφ2εφ-1
αεφ-α2εφ

22

22

 

 

                v. =α)-
4
π

εφ(-)α+
4
π

(εφ 2εφ2α               vi. 
2
α

εφ=
συνα+1

συνα
  

α2συν+1
α2ηµ

 

 

               vii.  ηµ4α + συν4α =
4

α4συν+3                     viii. α4ηµ=
)ασφ+(1

1)-ασφ(σφα4
22

2

 

 

               ix. εφα=
συν2α+ηµ2α+1
συν2α-α2ηµ+1

                          x. α2εφ=
α2συν+α4συν+1

α2ηµ+α4ηµ  

 

                xi.  συν(
4
π - x)συν(

4
π - y) - ηµ(

4
π - x)ηµ(

4
π - y) = ηµ(x + y) 

 

� 16. Αν ηµx + ηµy =
2
1

 και συνx + συνy =
2
2

, να υπολογίσεις το συν(x - y) 

 

� 17. Να αποδείξεις ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:  βσυνΓ + γσυνΒ = α 
 

� 18. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:  βσυνΓ = γσυνΒ , να αποδείξεις ότι το τρίγωνο είναι 
             ισοσκελές και αντιστρόφως 
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� 19. Αν ∆  είναι το ίχνος του ύψους  υα  τριγώνου  ΑΒΓ  και ισχύει:  
Β∆
Γ∆

=
γ
β

2

2

, 

             να αποδείξεις ότι το τρίγωνο είναι  ορθογώνιο  ή  ισοσκελές 
 

� 20. Αν σε οξυγώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει:  2βηµ
2
A

= α ,                     

             να αποδείξεις ότι το  τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές 
 

� 21. Να αποδείξεις ότι:  συν(α + β)συν(α - β) = συν2α - ηµ2β 
 

� 22. Να αποδείξεις ότι για τις γωνίες τριγώνου  ΑΒΓ  ισχύουν: 
 

              i.  σφΑσφΒ + σφΒσφΓ + σφΓσφΑ = 1              ii.  σφ2Α + σφ2Β + σφ2Γ ≥ 1 
 

� 23. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:  Βεφ=
Γ)-ηµ(Β-ηµΑ

Γ)-Β(συν
,  

             να αποδείξεις ότι το τρίγωνο αυτό είναι ορθογώνιο 
 

� 24. Αν για τις γωνίες τριγώνου ΑΒΓ ισχύει: Αεφ2=
ΒσυνΑσυν

Γηµ
,      

             να αποδείξεις ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές 
 

� 25. Αν για τις γωνίες Α και Β τριγώνου ΑΒΓ ισχύουν:  εφΑ =
2
1

 και  εφΒ =
3
1

,  

             να αποδείξεις ότι Γ=135ο  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                  Édouard Manet (1832-1883)     Le Bar aux Folies - Bergère (1882)   
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πολυώνυµα… 
 

 
 
► γενική µορφή ενός πολυωνύµου P(x), x∈R  µε πραγµατικούς συντελεστές αν, αν-1, …, α1, αο : 
 

Ρ(x) = αν x
ν + αν-1 x

ν-1 + … + α1 x + αο   (ν∈∈∈∈Ν) 

 
 
► όρους του Ρ(x) λέµε τα µονώνυµα:  αν xν , αν-1 xν-1 ,  …,  α1 x , αο  
 
 
► βαθµό του Ρ(x) λέµε το βαθµό του µεγιστοβάθµιου µη µηδενικού όρου του 
 
 
► το Ρ(x) = αο το λέµε σταθερό πολυώνυµο (που αν αο ≠ 0 έχει βαθµό 0 ) και ειδικά:  
      το Ρ(x) = 0 το λέµε µηδενικό πολυώνυµο και ορίζουµε να µην έχει βαθµό  
 
 
► δύο πολυώνυµα είναι ίσα όταν έχουν ίσους συντελεστές των οµοβάθµιων όρων 
 
 
►  η ταυτότητα της διαίρεσης του πολυωνύµου Ρ(x) µε το µη µηδενικό πολυώνυµο Q(x) είναι: 

 

P(x) = Q(x)π(x) + υ(x) 
 

       βαθµόςP(x)=βαθµόςQ(x)+βαθµόςπ(x)  και  βαθµόςυ(x)<βαθµόςQ(x) ή υ(x) είναι το µηδενικό πολυώνυµο 
 
 
►  το υπόλοιπο της διαίρεσης  P(x) : (x - ρ)  είναι  υ = Ρ(ρ) 
 
 
►  ένα πολυώνυµο P(x) έχει παράγοντα το x - ρ αν και µόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(x) 
 
 
►  αν ο ακέραιος ρ ≠ 0, είναι ρίζα της:  ανxν + αν-1xν-1 + … + α1x + αο = 0  µε ακέραιους συντελεστές, 
      τότε ο ρ είναι διαιρέτης του αο  

 

 

►  το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου Ρ(x) µε το x - ρ  
      µπορούν να βρεθούν εύκολα µε το σχήµα του Horner 
 

      για παράδειγµα, σύµφωνα µε το  
      διπλανό σχήµα του Horner: 
      2x4 – x2 + 3x + 1 = (x + 2)( 2x3 – 4x2 + 7x - 11) + 23 
 
 

2   0 - 1    3   1  
 - 4  8 - 14 22 - 2 

2 - 4  7 - 11 23  



16                                                                                                             δηµήτρη ποιµενίδη 

 
 

 

στην πράξη τώρα… 
 

 
 
1► Αν α ≠ β (∈R) και τα πολυώνυµα  x – α  και  x – β διαιρούν το πολυώνυµο Ρ(x)  
       να αποδείξεις ότι και το πολυώνυµο (x – α)(x – β) διαιρεί το Ρ(x) και αντιστρόφως  
 
       ▼ αφού το x – α διαιρεί το P(x) είναι:   P(x) = (x – α)Π1(x) 
                                                         ⇒     P(β) = (β – α)Π1(β)  
                                                        ⇔          0 = (β – α)Π1(β) 
                                                        ⇔   Π1(β) = 0                    (αφού α≠β) 
           άρα:  Π1(x) = (x – β)Π2(x) 
           συνεπώς:  Ρ(x) = (x – α)(x – β)Π2(x)   δηλ. το (x – α)(x – β) διαιρεί το P(x) 

 
           αντιστρόφως:  αν το (x – α)(x – β) διαιρεί το P(x) τότε είναι: P(x) = (x – α)(x – β)Π3(x)  
                                 οπότε προφανώς τα  x – α  και  x – β  διαιρούν το P(x) 
 
2► Αν το πολυώνυµο x – 4 διαιρεί το πολυώνυµο P(x) και Q(x) = P(x2 – 2x), να αποδείξεις ότι  
       το πολυώνυµο  x – 1 – 5  διαιρεί το πολυώνυµο Q(x) 
 
       ▼ αρκεί να δείξω ότι ο αριθµός 1 + 5  είναι ρίζα του Q(x) δηλ. ότι:  Q(1 + 5 ) = 0 
            πραγµατικά:  Q(1 + 5 ) = P( (1 + 5 )2 – 2(1 + 5 ) ) 
                                               = P(1 + 5 + 2 5 – 2 – 2 5 ) 
                                               = P(4) 
                                               = 0       ( αφού το x–4 διαιρεί το P(x) ) 
  
3► Αν το πολυώνυµο P(x) διαιρούµενο µε το x – 1 αφήνει υπόλοιπο 5 ενώ διαιρούµενο µε το x – 2 
       αφήνει υπόλοιπο 7, να βρεις το υπόλοιπο της διαίρεσης του P(x) µε το (x – 1)(x – 2) 
 
       ▼ αφού το (x – 1)(x – 2) είναι 2ου βαθµού, το ζητούµενο υπόλοιπο  υ(x)  θα είναι το πολύ 1ου  
 
           έστω  υ(x) = αx + β, τότε: 
                   P(x) = (x – 1)(x – 2)π(x) + υ(x) 
                                                                              P(1) = α + β              α +  β = 5              α = 2 
           ⇔    P(x) = (x – 1)(x – 2)π(x) + αx + β   ⇒                           ⇔                        ⇔   
                                                                             P(2) = 2α + β           2α + β = 7              β = 3     
           άρα:  υ(x) = 2x + 3            
 

                
 
 
 
 
 

 
 

οι ακόλουθες εκφράσεις: 
το x - ρ είναι παράγοντας του P(x) 

το x - ρ διαιρεί το P(x) 
P(x) = (x – ρ)π(x) 

ο ρ είναι ρίζα του P(x) 
P(ρ) = 0 

είναι ισοδύναµες ! 
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4► Βρες το πολυώνυµο Ρ(x) για το οποίο ισχύει  ∀x∈R:  (2x + 1)P(x) = 2x3 – 9x2 – 3x + 1 
 
       ▼  το πολυώνυµο του β΄ µέλους είναι 3ου βαθµού και το 2x + 1 είναι 1ου βαθµού  
            συνεπώς το P(x) θα είναι 2ου βαθµού 
 
            έστω P(x)=αx2 + βx + γ  
 
            ∀x∈R:                                      (2x + 1)P(x) = 2x3 – 9x2 – 3x + 1   
                        ⇔                 (2x + 1)( αx2 + βx + γ ) = 2x3 – 9x2 – 3x + 1 
                         ⇔    2αx3 + (α + 2β)x2 + (β + 2γ)x + γ = 2x3 – 9x2 – 3x + 1 
 
                                      2α = 2             α = 1               α = 1 
                                 α + 2β = - 9         2β = - 10          β = -5 
                                 β + 2γ = - 3           β = -5             γ = 1 
                                        γ = 1              γ = 1 
            άρα:  P(x) = x2 – 5x + 1 
 
            αλλιώς: 
 
               2x3 – 9x2 – 3x + 1     2x + 1 
 

             - 2x3 – x2                x2 – 5x + 1 
 

                  - 10x2 – 3x + 1 
 

                    10x2 + 5x                                              άρα:  P(x) = x2  – 5x + 1 
 

                              2x + 1 
 

                            - 2x - 1 
 

                                 0                                       
 

5► Βρες τους πραγµατικούς α, β ώστε να ισχύει: 
2-x

β
+

1-x
α

=
2+3x-x

5-x2
2  

 

       ▼  ∀x∈R/{1, 2}: 
2-x

β
+

1-x
α

=
2+3x-x

5-x2
2  ⇔ 2x – 5 = α(x - 2) + β(x - 1) 

                αρκεί να βρούµε τους α, β ώστε ∀x∈R: 2x - 5 = α(x - 2) + β(x - 1) 
 
                                                                      ⇔ 2x – 5 = (α + β)x - 2α - β 
 
                                                                                    α + β = 2               α = 3 
                                                                      ⇔                           ⇔ 
                                                                                - 2α - β = - 5            β = - 1 
 

                δηλαδή:  
2-x

1
-

1-x
3

=
2+3x-x

5-x2
2         (ανάλυση κλάσµατος σε άθροισµα απλών κλασµάτων) 

 

⇔ ⇔ ⇔ 
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6► Να λύσεις την εξίσωση:  x6 – 2x5 + x4 + x3 – 2x2 + x = 0     (1) 
 
      ▼ (1)  ⇔    x4 (x2 – 2x + 1) + x(x2 – 2x + 1) = 0 
                ⇔    (x – 1)2 (x4 + x) = 0 
                ⇔    x(x – 1)2 (x3 + 1) = 0 
                ⇔    x = 0   ή   x = 1 (διπλή ρίζα)   ή   x = -1  
 
         αλλιώς: 
 
           (1) ⇔  x(x5 – 2x4 + x3 + x2 – 2x + 1) = 0 
                ⇔  x = 0  ή  x5 – 2x4 + x3 + x2 – 2x + 1 = 0     (2) 
 
           πιθανές ακέραιες ρίζες της (2):  ± 1 

 
                         (2)  ⇔ (x – 1)(x4 – x3 + x – 1) = 0 
                               ⇔ x = 1   ή   x4 – x3 + x – 1 = 0    (3) 
 

 
            πιθανές ακέραιες ρίζες της (3):  ± 1 
 

 
                             (3)  ⇔ (x – 1)(x3 + 1) = 0                                         
                                   ⇔  x = 1   ή   x = - 1 
                                        άρα η (1) έχει ρίζες: - 1, 0 και 1 (διπλή)  

 
 
 

7► να λύσεις την εξίσωση:  x5 + x4 – x3 – 5x2 – 8x – 4 = 0     (1) 
 
    ▼ πιθανές ακέραιες ρίζες:  ± 1, ± 2, ± 4 
 

                                                               
   (1) ⇔ (x + 1)(x4 – x2 – 4x – 4) = 0 
        ⇔ (x + 1)(x + 1)(x3 – x2 – 4) = 0 
        ⇔ (x + 1)2 (x –2)(x2 + x + 2) = 0 
        ⇔  x = - 1 (διπλή ρίζα)   ή   x = 2 
 
     (το τριώνυµο x2 + x + 2 δεν έχει ρίζες αφού έχει ∆ =- 7 < 0)  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

1 -2  1 1 -2  1  
  1 -1 0  1 -1 1 
1 -1  0 1 -1  0  

1 -1 0 1 -1  
 1 0 0 1 1 
1 0 0 1 0  

1  1 -1 -5 -8 -4  
 -1  0  1  4  4 -1 
1  0 -1 -4 -4  0  
 -1  1  0  4  -1 
1 -1 0 -4  0   
  2 2  4    2 
1 1 2  0    

σταθερός όρος 0  →  ρίζα το 0 
άθροισµα συντελεστών 0  →  ρίζα το 1 

ελέγχω αν είναι ρίζες οι «µικρές» πιθανές ρίζες 
γράφω το σχήµα του Horner µόνο για τις ρίζες 
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8► Να προσδιορίσεις τον πραγµατικό αριθµό λ ώστε το πολυώνυµο  P(x) = x3 + λx + 16 να έχει 
       παράγοντα το  (x – ρ)2  και να αναλύσεις το P(x) σε γινόµενο παραγόντων 
 
      ▼ για να διαιρεί το (x – ρ)2 το P(x) πρέπει: 
          το (x – ρ) να διαιρεί το P(x) και το πηλίκο της διαίρεσης  P(x) : (x–ρ) 
 
              
                                  16 + λρ + ρ3 = 0      16 – 3ρ3 + ρ3 = 0     ρ = 2 
          δηλ. πρέπει:                         ⇔                        ⇔   
                                  λ + 3ρ2 = 0             λ = – 3ρ2               λ = – 12 
 
            τότε είναι:  P(x) = (x – ρ)2 (x + 2ρ) = (x – 2)2 (x + 4) 
 
             αλλιώς:  
 
             πρέπει να βρω τον λ ώστε να υπάρχει πολυώνυµο π(x) τέτοιο ώστε: P(x) = (x – ρ)2 π(x) 
             αφού το P(x) είναι 3ου βαθµού και το (x – ρ)2 είναι 2ου βαθµού, το π(x) θα είναι 1ου βαθµού 
             έστω π(x) = αx + β, τότε:    
                                                         P(x) = (x – ρ)2π(x) 
                                       ⇔     x3 + λx + 16 = (x2 – 2ρx + ρ2)(αx + β) 

                                 ⇔     x3 + λx + 16 = αx3 + (β – 2αρ)x2 + (αρ2 – 2βρ)x + βρ2   
 

                                             α = 1                       α = 1                     α = 1 
                                             β – 2αρ = 0              β = 2ρ                  β = 4 
                                             αρ2 – 2βρ = λ           ρ2 – 4ρ2 = λ            λ = – 12  
                                             βρ2 = 16                 2ρ3 = 16                 ρ = 2         
 
             άρα: P(x) = (x – 2)2 (x + 4) 
 
9► Βρες τα κοινά σηµεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = x3 – x2 – x – 2 µε τον   
       άξονα x΄x    
 
      ▼   
 
 
 
 
 

                                                                                 y = x3 – x2 – x – 2                x3 – x2 – x – 2 = 0            
                                                                                                                ⇔                              
                                                                                 y = 0                                                   y = 0                              
 

 
το τριώνυµο x2 + x + 1             (x – 2)(x2 + x + 1) = 0           x = 2 
δεν έχει ρίζες στο R      ⇔                                     ⇔                 
αφού έχει ∆ = –3 < 0                                     y = 0            y = 0                       

 

                                                                          άρα η cf έχει µε τον x΄x κοινό σηµείο το Α(2, 0) 

1 0 λ 16  
 ρ ρ2 λρ+ρ3 ρ 
1 ρ λ+ρ2 16+λρ+ρ3  
 ρ 2ρ2  ρ 
1 2ρ λ+3ρ2   

1 -1 -1 -2  
  2  2  2 2 
1 1 1 0  

 ⇔  ⇔ ⇔ 

τα κοινά σηµεία της cf µε τον x΄x  
είναι τα κοινά σηµεία των γραµµών µε εξισώσεις y=0 και y=f(x) 

τα οποία τα βρίσκουµε λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων 
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10► Να βρεις τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των πολυωνυµικών συναρτήσεων   
         f(x) = x3 – x2 – x– 2  και  g(x) = 3x3 – x2 – 3x– 2 
 
        ▼  
 
 
 
 
 
               y = x3 – x2 – x– 2               y = x3 – x2 – x– 2                                    y  = x3 –  x2 – x– 2    
                                            ⇔                                                       ⇔                                
               y = 3x3 –x2 –3x–2             3x3 – x2 – 3x – 2 = x3 – x2 – x– 2               2x3 – 2x = 0   
 

                                                     y = x3 – x2 – x – 2         x = 0              x = – 1           x = 1 
                                            ⇔                             ⇔                  ή                   ή 
                                                     2x(x2 – 1) = 0              y = – 2            y = – 3           y = – 3 
 
             άρα οι cf και cg έχουν κοινά σηµεία τα Κ(0, – 2), Λ(– 1, – 3) και Μ(1, – 3) 
 
 
11► Να λύσεις την ανίσωση:  – 2x5 + 3x4 + 13x3 – 33x2 + 25x – 6 ≤ 0     (1) 
 
        ▼ µετά την παραγοντοποίηση του πολυωνύµου (που γίνεται µε το γνωστό τρόπο) βρίσκουµε ότι: 
 
             (1) ⇔  (x – 1)2 (x – 2)(x + 3)(1 – 2x) ≤ 0 
 
 
 
 
 
 
 
 

             σύµφωνα µε τον πίνακα προσήµων:   (1) ⇔  x ∈ [– 3, 
2
1 ] ∪ {1} ∪ [2, +∞) 

 
              αλλιώς:  
  

x –∞       –3       
2
1            1          2         +∞ 

γινόµενο       +     0   –    0    +     0    +    0     – 
 
 
 
 
 
 
 

x –∞       –3        
2
1          1         2         +∞ 

 (x–1)2       +           +         +    0    +          + 
x–2       –           –          –         –    0    + 

(x+3)(1–2x)       –     0    +    0    –         –          – 
γινόµενο       +     0    –    0    +   0    +    0    – 

τα κοινά σηµεία των  cf  και cg   
είναι τα κοινά σηµεία των γραµµών µε εξισώσεις y=f(x) και y=g(x) 

τα οποία τα βρίσκουµε λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων 

στο πρώτο από δεξιά διάστηµα βάζουµε το πρόσηµο του αν δηλ. του – 2 
τα υπόλοιπα πρόσηµα µπαίνουν ‘εναλλάξ’ 

χωρίς να πάρουµε υπόψη τις ρίζες άρτιας πολλαπλότητας δηλ. εδώ το 1 
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12► Να λύσεις την ανίσωση:  2

23

5)-(x
9)-x)(3+x2(2)-x(

 ≥ 0   (1) 

 
       ▼ η (1) ορίζεται  ∀x∈R – {5}, τότε:   (1)  ⇔  (x – 2)3 (2x + 3)(x2 – 9)(x – 5)2 

≥ 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           σύµφωνα µε τον πίνακα προσήµων:   (1) ⇔  x ∈ (–∞, –3] ∪ [– 2
3 , 2] ∪ [3, 5) ∪ (5, +∞) 

 
           αλλιώς:  
 
 
 
 
 
 

13► Να λύσεις τις εξισώσεις:    
1-x

1-x4+x3=1+x+
1+x

x
2

22

   (1)     και     x2 – x +
x-x

72
2 = 18    (2) 

 
       ▼ η  (1) ορίζεται για  x ≠ - 1  και  x ≠ 1, τότε: 
 
               (1) ⇔  x2(x - 1) + (x + 1)(x2 – 1) = 3x2 + 4x - 1 
                    ⇔                2x3 – 3x2 – 5x = 0 
                    ⇔               x(2x2 – 3x - 5) = 0  

                    ⇔                  x = 0   ή   x =
2
5

          (η ρίζα –1 του τριωνύµου δεν είναι δεκτή αφού x≠ -1)   

 
           η  (2) ορίζεται για  x ≠ 0  και  x ≠ 1, τότε θέτοντας ω = x2 – x έχουµε: 
 

               (2) ⇔             ω +
ω
72

= 18 

                    ⇔    ω2 – 18ω + 72 = 0 
                    ⇔    ω = 6   ή   ω = 12 
                    ⇔    x2 – x – 6 = 0   ή   x2 – x - 12 = 0 
                    ⇔    x = - 2   ή   x = 3   ή   x = - 3   ή   x = 4 
 
 
 
 
 

x –∞    –3      – 2
3         2         3       5     +∞ 

 (x–2)3      –        –          –   0    +         +         + 
2x+3      –        –    0    +         +         +         + 
x2 –9      +   0   –          –         –    0   +         + 
(x–5)2      +        +          +         +         +         + 

γινόµενο      +   0   –    0    +   0    –    0   +         + 

x –∞    –3      – 2
3         2         3         5     +∞ 

γινόµενο      +   0   –    0    +   0    –    0   +         + 
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14► Να λύσεις τις εξισώσεις:  2-x=x    (1)     και   2=x-7+x2     (2)   
 
       ▼ (1) ⇔ ( x )2 - x - 2 = 0 ⇔ x =2 (η ρίζα –1 του τριωνύµου δεν γίνεται δεκτή αφού είναι x ≥0)  
                                                 ⇔ x = 4 
 
            (2) ⇔ 7+x2 = x + 2 ⇔  2x + 7 = (x + 2)2    και   x + 2 ≥  0  
                                             ⇔  x2 + 2x - 3 = 0       και     x  ≥ - 2 
                                            ⇔                x = 1    
                                                             (η ρίζα – 3 του τριωνύµου δεν γίνεται δεκτή αφού είναι x ≥ - 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
15► Να λύσεις τις εξισώσεις:  1=4+x-6+x2   (1)    και   0=1-x+1+7x-1+x3     (2)  
 
       ▼ (1) ⇔        6+x2 = 1 + 4+x  
                 ⇔           2x + 6 = 1 + x + 4 + 2 4+x  
                 ⇔             x + 1 = 2 4+x   
                 ⇔         (x + 1)2 = 4(x + 4)     και   x + 1 ≥ 0 
                 ⇔   x2 – 2x – 15 = 0             και       x ≥ - 1 
                 ⇔                 x = 5 
 
 
            η (2) ορίζεται όταν  3x + 1 ≥ 0, 7x + 1 ≥ 0  και  x - 1 ≥ 0 δηλαδή όταν x ≥ 1, τότε έχουµε: 
 

            (2) ⇔                          1+7x=1-x+1+x3  
                  ⇔   3x + 1 + x – 1 + 2 1)-x)(1+x3( = 7x + 1 

                  ⇔                           2 1-2x-x3 2 = 3x + 1 
                  ⇔                              12x2 – 8x - 4 = 9x2 + 6x + 1     και    3x + 1 ≥ 0  (που ισχύει)   
                  ⇔                              3x2 – 14x - 5 = 0 
                  ⇔                                               x = 5     

                                                                (η ρίζα –
3
1

του τριωνύµου δεν γίνεται δεκτή αφού είναι x ≥ 1) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

A =Β ⇔ Α=Β2 και Β ≥ 0 
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σειρά σου τώρα… 
 

 
 

�  1. Να βρεις το τριώνυµο P(x) για το οποίο ισχύουν P(0) =1 και ∀x∈R:  P(x) - P(x - 1) = 2x + 1  
 

�  2.  Αν ένα πολυώνυµο P(x) διαιρούµενο µε το Q(x)=x4 - 7x + 6 αφήνει υπόλοιπο υ(x) = 3x - 1, 
             να βρεις το υπόλοιπο της διαίρεσης P(x) : (x - 1) 
 

�  3. Για ένα πολυώνυµο P(x) ισχύουν:  P(0) = 1, P( - 1) = 3 και P(1) = 3.  
             Nα βρεις το υπόλοιπο της διαίρεσης P(x) : (x3 - x) 
 

�  4.  Να βρεις τους πραγµατικούς α, β, γ ώστε το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύµου  
             x5 + αx2 + βx + γ µε το πολυώνυµο x3 – 2x να είναι το πολυώνυµο –3x2 + 4x + 1 
 

�  5.  Να αποδείξεις ότι αν η εξίσωση  αx4 + βx3 + γx2 + βx + α = 0  (όπου α ≠ 0) έχει ρίζα τον 

             πραγµατικό αριθµό ρ τότε έχει ρίζα και τον 
ρ
1

 

 

�  6.  Το πολυώνυµο x - ρ, όπου ρ αρνητικός ακέραιος είναι παράγοντας των πολυωνύµων 
             P(x) = x3 + αx2 + (1-β)x - 8  και  Q(x) = αx4 + αx3 – x2 + βx + 9. 
             Να βρεις τον ρ και τους πραγµατικούς α, β 
 

�  7.  Αν P(x) και Q(x) είναι πολυώνυµα µε P(x) > 0, Q(x) =  )xP(P )( , ∀x∈R  και ο α είναι ρίζα 
            του πολυωνύµου S(x) = P(x) - x, να αποδείξεις ότι ο α είναι ρίζα και του πολυωνύµου   
            T(x) = Q(x) - x  
 

�  8.  Ένα πολυώνυµο  P(x)  όταν διαιρείται µε το x2 - 4  δίνει πηλίκο (x + 3)ν  όπου  ν∈Ν   
             και υπόλοιπο  2x2 + 1 
               i. να βρεις το υπόλοιπο υ της διαίρεσης   P(x) : (x - 2) 
              ii. να βρεις το πηλίκο π(x) της προηγούµενης διαίρεσης 
             iii. να βρεις το πολυώνυµο P(x) αν είναι γνωστό ότι το x + 1 είναι παράγοντας του   
                   πολυωνύµου Q(x) = π(x) + 4x 
 

�  9.  Το πολυώνυµο P(x) = x3 + αx2 + 11x + β αν διαιρεθεί µε το (x - 1)(x - 2) αφήνει υπόλοιπο 4. 
               i. να βρεις τους πραγµατικούς α, β και το πηλίκο της προηγούµενης διαίρεσης 
              ii. να λύσεις την ανίσωση: P(x) ≤ 4 
 

�  10.Ένα πολυώνυµο 3ου βαθµού P(x) έχει άθροισµα συντελεστών ίσο µε 2, έχει ρίζα το 0 και 
              διαιρείται µε το πολυώνυµο  x2 + 1 
               i. να βρεις το P(x)  
              ii. να λύσεις την ανίσωση:  [P(x) - 2]3 + [P(x) - 2]2 + P(x) > 2  
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�  11. Nα λύσεις τις ακόλουθες εξισώσεις: 
 

                i. x4 - 7x3 + 18x2 - 20x + 8 = 0      ii. 0=12+x2-x3        iii. 36=)1+
1+x

x
()

1+x
x

( 2  

 

              iv. 0=
3-2x-x

11+x+
x-3

5+
1+x

x2
2

22

      v. -1=2+2x-2x-11   vi. 0=2-x+2-x+x-4 2  

                          

�  12. Να λύσεις τις ακόλουθες ανισώσεις: 
 

                i. x7+ 8x4 - x3 - 8 < 0         ii. x4 – x3 + 3x2 – 3x ≥ 0          iii. 
6+5x-x

7+3x-x3+x
2

23

 ≥ 1 

 

�  13. i. Να βρεις τους πραγµατικούς α και β αν είναι γνωστό ότι η γραφική παράσταση της  
                 συνάρτησης f(x) = α2x3 - 2αx2 – x + β2 + 2, x∈R, τέµνει τον άξονα  x΄x στο Α(1, 0) 
             ii. Να βρεις τα διαστήµατα στα οποία η  cf  βρίσκεται κάτω από τον άξονα  x΄x 
 

�  14. Αν το πολυώνυµο P(x) = x4 – αx3 – βx2 + 5x + γ έχει τριπλή ρίζα το 1,  
              να λύσεις την εξίσωση P(x) = 0 
 

�  15. Να λύσεις την εξίσωση:  x5ν – 3x2ν – 10xν = 0 αν ο ν (ν ≠ 0) είναι άρτιος φυσικός 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
                                                   Νίκος Εγγονόπουλος (1910-1985)       «Βενετία» 
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ακολουθία… 
 

 

λέµε µία συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Ν* και τύπο f(ν) που απλούστερα γράφεται fν 
οι τιµές της f (αλλιώς fν)  λέγονται όροι της f και ο τύπος fν, γενικός όρος της fν 
οι όροι µιας ακολουθίας αν είναι:   α1 , α2 , α3 , … , αν-κ , … , αν-1 , αν , αν+1 , … , αν+κ , … 

πολλές ακολουθίες µπορούν να ορισθούν αναδροµικά (αναγωγικά)  
µε τον γενικό τους όρο να δίνεται ως συνάρτηση προηγουµένων όρων  

και γνωστό επαρκή αριθµό αρχικών όρων 
 

 

αριθµητική πρόοδο µε διαφορά ω… 
 

 

     λέµε κάθε ακολουθία αν  µε την ιδιότητα:  αν+1 = αν + ω, ∀ν∈Ν*  (ή αλλιώς: αν+1 – αν = ω)  
                                           και γενικό όρο:    αν = α1 + (ν - 1)ω 

    που έχει άθροισµα των ν πρώτων όρων:   Sν = α1 + α2 + … + αν = 2
]1)ω-ν(+α2[ν

=
2

)α+α(ν 1ν1  

►οι α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι της αν   ⇔   2β = α + γ   (ο β λέγεται αριθµητικός µέσος των α και γ) 
 

►περιττό πλήθος όρων µιας αριθµητικής προόδου αν µπορούµε να το παραστήσουµε: 
     … , α - 2ω , α - ω , α , α + ω , α + 2ω , …   όπου α ο µεσαίος όρος και ω η διαφορά 
 

►άρτιο πλήθος όρων µιας αριθµητικής προόδου αν µπορούµε να το παραστήσουµε: 
     … , α - 3ω , α - ω , α + ω , α + 3ω , …   όπου α - ω, α + ω οι µεσαίοι όροι και 2ω η διαφορά 
 

 

γεωµετρική πρόοδο µε λόγο λ… 
 

       λέµε κάθε ακολουθία αν  µε την ιδιότητα:  αν+1 = λαν , ∀ν∈Ν*  (ή αλλιώς: λ=
α

α

ν

1+ν )  

                                             και γενικό όρο:     αν = α1 λν-1  

                                                                                                         
1-λ
1-λα

ν

1 ,    λ ≠ 1 

     που έχει άθροισµα των ν πρώτων όρων:    Sν = α1 + α2 + … + αν = 
                                                                                                         να1 ,            λ = 1 

     αν |λ|< 1, λ ≠ 0:  
λ-1

α
=0-

λ-1
α

=
λ-1

λα
lim-

λ-1
α

lim=)
λ-1

λα
-

λ-1
α

(lim=
λ-1
λα-α

lim=Slim 11
ν

1

+  ν

1

+  ν

ν
11

∞+ → ν

ν
11

∞+ → νν∞+ → ν ∞→∞→
 

     ορίζουµε λοιπόν ως άθροισµα των άπειρων πρώτων όρων της αν το: S∞ = λ-1
α

=Slim 1
ν+  ν ∞→

 

 

►οι α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι της αν   ⇔   β2 = αγ   (ο θετικός β λέγεται γεωµετρικός µέσος των α και γ) 
 

►περιττό πλήθος όρων µιας γεωµετρικής προόδου αν µπορούµε να το παραστήσουµε: 

     …, 2λ
α

, 
λ
α

, α , αλ , αλ2, …   όπου α ο µεσαίος όρος και λ ο λόγος 

►άρτιο πλήθος όρων µιας γεωµετρικής προόδου αν µπορούµε να το παραστήσουµε: 

     …, 5λ
α

, 3λ
α

, 
λ
α

, αλ , αλ3 , αλ5 , …   όπου 
λ
α

, αλ  οι µεσαίοι όροι και λ2 ο λόγος 
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στην πράξη τώρα… 
 

 
 
1► Σε µια ακολουθία αν , οι όροι α1+κ και αν-κ «ισαπέχουν» από τους α1 και αν. Να δείξεις ότι: 
          i. αν η αν είναι αριθµητική πρόοδος το άθροισµα α1+κ + αν-κ  είναι σταθερό 
         ii. αν η αν είναι γεωµετρική πρόοδος το γινόµενο α1+κ αν-κ  είναι σταθερό 
 

  ▼    i.  α1+κ + αν-κ = a1 + κω + α1 + (ν – κ - 1)ω = α1 + α1 + (ν - 1)ω = α1 + αν   (δηλ. σταθερό) 
         ii.  α1+κ αν-κ = α1 λκ α1 λν-κ-1 = α1 α1 λν-1 = α1 αν    (δηλ. σταθερό) 
 
 

2► Βρες την αριθµητική πρόοδο αν που έχει α3 = 20 και α7 = 32 
 

  ▼         α3 = 20            α1 + 2ω = 20          α1 + 2ω = 20          α1 = 14 
                           ⇔                        ⇔                        ⇔ 
               α7 = 32            α1 + 6ω = 32                4ω = 12           ω = 3 
 
 

3► Να υπολογίσεις το άθροισµα:  9 + 12 + 15 + … + 90 
 

  ▼  πρόκειται για το άθροισµα των ν πρώτων όρων αριθµητικής προόδου αν 
         µε α1 = 9, ω = 3 και νιοστό όρο 90 
         αν = 90  ⇔  9 + (ν - 1)3 = 90  ⇔  ν = 28 

         συνεπώς:  9 + 12 + 15 + … + 90 = Σ28 = 28
2
90+9

= 1386 

 
 

4► Βρες το άθροισµα όλων των περιττών αριθµών που βρίσκονται µεταξύ του 16 και του 380 
 

  ▼  ζητάµε το άθροισµα:  17 + 19 + … + 379 
        πρόκειται για το άθροισµα των ν πρώτων όρων αριθµητικής προόδου αν 
        µε α1 = 17, ω = 2 και νιοστό όρο 379 
        αν = 379  ⇔  17 + (ν - 1)2 = 379  ⇔  ν = 182 

        συνεπώς:  17 + 19 + … + 379 = Σ182 = 182
2
379+17

= 36036 

 
 

5► Βρες τρεις ακέραιους, διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου, οι οποίοι έχουν άθροισµα 36 
         και γινόµενο 1428 
 

  ▼  έστω  α – ω , α , α + ω  οι ζητούµενοι αριθµοί, τότε είναι: 
 

            α – ω + α + α + ω = 36                         α = 12              α = 12             α = 12             α = 12 
                                              ⇔                            ⇔                  ⇔                     ή 
             (α - ω)α(α + ω) = 1428           144 - ω2 = 119            ω2 = 25           ω = - 5            ω = 5 
 

         συνεπώς οι ζητούµενοι αριθµοί είναι οι:  7, 12, 17     (για ω = 5) 
         (για ω = - 5 προκύπτουν οι 17, 12, 7 δηλ. οι ίδιοι αριθµοί σε άλλη(!) πρόοδο)   
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6► Βρες το γενικό όρο της ακολουθίας αν που ορίζεται αναδροµικά ως εξής: 
       α1 = 2  και  ∀ν∈Ν µε ν ≥ 2:  αν = αν-1 + 3ν - 2  
 

  ▼    α1 = 2 
         α2 = α1 + 4 
         α3 = α2 + 7 
         α4 = α3 + 10            (+) ⇒  αν = 2 + 4 + 7 + 10 + 13 + … + 3ν - 2 
         α5 = α4 + 13 
         ………………                         αλλά οι  4, 7, 10, 13, …, 3ν - 2   
         αν = αν-1 + 3ν - 2                είναι οι (ν - 1) πρώτοι όροι αριθµητικής προόδου διαφοράς 3 
 

                                               συνεπώς:  αν  = 2 +
2

2+ν-ν3
=

2
2)-3ν+1)(4-ν( 2

 

 
7► Ανάµεσα στους αριθµούς 1 και 19, να παρεµβάλεις ν άλλους έτσι ώστε όλοι µαζί να είναι  
       διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου και ο τελευταίος από τους ζητούµενους να είναι  
       εξαπλάσιος του δεύτερου από τους ζητούµενους 
 

  ▼ έστω x1 , x2 , … , xν οι ζητούµενοι αριθµοί, τότε 
       αφού οι 1, x1 , x2 , …, xν , 19 είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου µε xν = 6x2 , είναι: 
 

                 19 = 1 + (ν + 1)ω                    ω =
1+ν

18
                      ω =

1+ν
18

            ω = 1 

                                         ⇔                            ⇔                                ⇔ 

            1 + νω = 6(1 + 2ω)            (ν - 12)ω = 5               
1+ν

)21-ν(18 = 5                 ν = 17 

 

        άρα οι ζητούµενοι αριθµοί είναι 17, οι:  2 , 3 , … , 18 
 
 

8► Το άθροισµα των πρώτων ν όρων µιας ακολουθίας αν είναι  ∀ν∈Ν*: Sν = 4ν2 – 3ν. 
        Να αποδείξεις ότι η αν είναι αριθµητική πρόοδος και να βρεις τον α1 και τη διαφορά της ω 
 

  ▼  ∀ν ≥ 2:  αν = Sν – Sν-1 = 4ν2 – 3ν - [4(ν - 1)2 – 3(ν - 1)] = 8ν - 7 
 

        αφού α1 = S1 = 1 =8•1 - 7  (δηλ. ο προηγούµενος τύπος µας δίνει και τον α1) 
        είναι ∀ν∈Ν*:  αν = 8ν - 7 
 

        κι επειδή ∀ν∈Ν*: αν+1 – αν = 8(ν + 1) - 7- (8ν - 7) = 8 
        η αν είναι αριθµητική πρόοδος µε α1 = 1 και ω = 8 
 
 

9► Να βρεις τη γεωµετρική πρόοδο που έχει α13 = 2   και α23 =32 2  
 

  ▼       α13 = 2               α1 λ12 = 2             α1 = 12λ
2

        α1 = 12λ
2

           α1 = 62
2

             α1 = 62
2

 

                             ⇔                        ⇔                ⇔                  ⇔                      ή 
            α23 = 32 2          α1 λ22 = 32 2         λ10 = 32         (λ2)5 = 25         λ = - 2              λ = 2  
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10► Μία κοινωνία βακτηριδίων διπλασιάζεται σε αριθµό κάθε µία ώρα. 
          Αν αρχικά υπάρχουν 3 βακτηρίδια, πόσα βακτηρίδια θα υπάρχουν ύστερα από 12 ώρες; 
 

    ▼  έστω αν ο αριθµός των βακτηριδίων µετά από ν ώρες 
          η αν είναι γεωµετρική πρόοδος µε λόγο λ = 2 και α1 = 6 (= 3•2) 
          συνεπώς µετά 12 ώρες θα υπάρχουν α12 = 6•211 = 12288 βακτηρίδια  
 
 

11► Να υπολογίσεις το άθροισµα:  1 – 2 + 4 – 8 + 16 - … + 256 
 

    ▼  πρόκειται για το άθροισµα Σν αγνώστου αριθµού ν, πρώτων όρων της γεωµετρικής 
          προόδου µε α1 = 1 και λόγο λ = - 2 
          αν = 256  ⇔  1•(- 2)ν-1 = 256  ⇔  (- 2)ν-1 = (- 2)8   ⇔  ν - 1 = 8   ⇔  ν = 9 

          συνεπώς: 1 – 2 + 4 – 8 + 16 - … + 256 = Σ9 = 1•
1-2-

1--2)( 9

=
3-

513-
= 171 

 
 

12► Να βρεις τη γεωµετρική πρόοδο στην οποία ισχύουν: Σ4 = 80  και Σ6 = 28Σ3  
 

    ▼  αν λ = 1:  Σ4 = 80  ⇔  4α1 = 80  ⇔  α1 = 20 
                        Σ6 = 28Σ3   ⇔  6α1 = 28•3α1   ⇔  α1 = 0     ΑΤΟΠΟ  άρα είναι λ ≠ 1 και έχουµε: 

                        Σ4 = 80  ⇔  
1-λ

1)-λ(α 4
1 = 80   (1) 

                        Σ6 = 28Σ3   ⇔         
1-λ

1)-λ(α
28=

1-λ
1)-λ(α 3

1
6

1  

                                         ⇔   (λ3 – 1)(λ3 + 1) = 28(λ3 – 1)       (αφού:  (1) ⇒ α1 ≠ 0)   
  ⇔                    λ3 = 27   
  ⇔                     λ = 3                   οπότε:  (1)  ⇔  α1 = 2 

 
 

13► Να βρεις τη γεωµετρική πρόοδο στην οποία ισχύουν: Σ2 = 3 + 3  και Σ4 = 4(3 + 3 ) 
 
    ▼  έστω ότι η ζητούµενη γεωµετρική πρόοδος έχει πρώτο όρο α1 και λόγο λ, οπότε έχουµε: 
 

              Σ2 = 3 + 3                           α1 (1 + λ) = 3 + 3                                            α1 = λ+1
3+3  

                                    ⇔                                                ⇔ 

              Σ4 = 4(3 + 3 )          α1 (1 + λ + λ2 + λ3) = 4(3 + 3 )          )3+3(4=
)λ+1(

)λ+1)(λ+1)(3+3( 2

 

 

                                             α1 = 3=
3+1
3+3

               α1 = 32-3- ...=
3-1
3+3

 

                                    ⇔                                 ή   
                                             λ = 3                               λ = - 3  
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14► Βρες τρεις διαδοχικούς όρους γεωµετρικής προόδου µε άθροισµα 111 και γινόµενο 1000 
 

    ▼  αν  α , αλ , αλ2  είναι οι ζητούµενοι αριθµοί όπου λ ο λόγος της προόδου, έχουµε: 
 

            α + αλ + αλ2 = 111         α(1 + λ + λ2 ) = 111           α(1 + λ + λ2 ) = 111           
λ

)λ+λ+1(10 2

= 111          

                                    ⇔                                ⇔                                ⇔                                    

            ααλαλ2 = 1000           (αλ)3 = 1000                   αλ = 10                         α =
λ

10
                      

                                             10λ2 – 101λ + 10 = 0        λ = 10                           λ =
10
1

 

                                    ⇔                                ⇔                         ή 

                                             α =
λ

10
                          α = 1                             α = 100 

          άρα οι ζητούµενοι αριθµοί είναι οι:  1, 10, 100   ή   100, 10, 1  (δηλ. οι ίδιοι σε άλλη πρόοδο)  
 
 

15► Να γράψεις σε κλασµατική µορφή τον αριθµό 6,736   
 

    ▼  6,736  = 6,7363636… 
                    = 6,7 + 0,0363636… 

                    = 6,7 + ...+
10000000

36
+

100000
36

+
1000
36

 

                    = 6,7 +

100
1

-1

1000
36

 (αφού η γεωµετρική πρόοδος ... ,
10000000

36
,

100000

36
,

1000

36
 έχει  0 ≠|λ| =

100

1
< 1)   

                    = 6,7 +
110
4  

                    =
110
741  

 
 

16► Να βρεις τη γεωµετρική πρόοδο αν που έχει λόγο λ ≠ 0  µε  |λ|< 1,  
          άθροισµα «απείρων όρων» 12 και άθροισµα των τετραγώνων των απείρων όρων 48 
 

    ▼  ∀ν∈Ν*:  2

ν

1+ν
2
ν

2
1+ν )

α
α

(=
α
α

= λ2   

           συνεπώς τα τετράγωνα των όρων της αν είναι επίσης γ.π. µε λόγο λ2 
<  1(αφού |λ|< 1), άρα: 

 

                 α1 + α2 + … = 12         
λ-1

α1 = 12            α1 = 12(1 - λ)                  α1 = 12(1 - λ)             α1 = 6 

                                       ⇔                     ⇔                                ⇔                          ⇔  

              ...+α+α 2
2

2
1  = 48         2

2
1

λ-1
α

= 48         
λ)+λ)(1-(1

λ)-1(12 22

= 48           1 + λ = 3(1 - λ)           λ =
2
1
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σειρά σου τώρα… 
 

 
 

� 1. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ οι αριθµοί α, β, γ, τ είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου 
           να αποδείξεις ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο 
 

� 2. Αν οι πλευρές  α, β, γ  τριγώνου  ΑΒΓ  µε o90=A   είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής 
           προόδου, να αποδείξεις ότι είναι ανάλογες προς τους αριθµούς 5, 4, 3 αντιστοίχως 
 

� 3. Να βρεις την αριθµητική πρόοδο αν  για την οποία ισχύουν:  
           α4 + α8 = 18  και  α4

3 + α8
3 = 3402 

 

� 4. Να βρεις τρεις διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου, οι οποίοι έχουν άθροισµα  36 
           και γινόµενο  1428 
 

� 5. Να βρεις τέσσερις διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου οι οποίοι έχουν άθροισµα 26 
           και το άθροισµα των τετραγώνων τους είναι 214 
 

� 6. Να βρεις την αριθµητική πρόοδο στην οποία το άθροισµα των πέντε πρώτων όρων   
           περιττής τάξης είναι 85 και το άθροισµα των πέντε πρώτων όρων άρτιας τάξης είναι 100 
 

� 7. Αν σε µία αριθµητική πρόοδο ισχύει: α6 + α9 + α12 + α15 = 20, να βρεις το  Σ20 
 

� 8. ∆ίνεται η ακολουθία  αν  µε  α1 = 2  και  αν+1 = 8+α
9-α2

ν

ν  

            i. να αποδείξεις ότι η ακολουθία  βν = 3+α
1

ν
  είναι αριθµητική πρόοδος 

           ii. να βρεις τον γενικό όρο της αν 

 

� 9. Να υπολογίσεις τα αθροίσµατα: 
             i. 1 + 3 + 5 + 7 + … + (2ν - 1)        και        ii. 3 + 5 + 7 + 9 + … + (3 + 2ν) 
 

� 10. ∆ίνεται η ακολουθία µε γενικό όρο  αν = - 11 + 2ν 
               i. να αποδείξεις ότι η ακολουθία αν  είναι αριθµητική πρόοδος  
              ii. να βρεις το άθροισµα  S = α12 + α13 + … + α21  
             iii. να αποδείξεις ότι οι αριθµοί  – 1, 1, 3  είναι διαδοχικοί όροι της προόδου αν 
 

� 11. i. Να βρεις την αριθµητική πρόοδο αν η οποία έχει α5 = 2, α6 = 8 και α7 = 14 
             ii. Nα υπολογίσεις το άθροισµα Σ = α3 + α6 + α9 + … + α51   
 

� 12. Να αποδείξεις ότι αν σε µία αριθµητική πρόοδο είναι: Σκ = Σρ  µε κ ≠ ρ τότε είναι: Σκ+ρ = 0 
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� 13. Ανάµεσα στους αριθµούς 2 και 92, να παρεµβάλεις ν αριθµούς  x1 , x2 , … , xν  
              µε  x1 + x2 + … + xν = 1363  έτσι ώστε οι  2 , x1 , x2 , … , xν , 92  να είναι διαδοχικοί όροι  
              αριθµητικής προόδου 
 

� 14. Να αποδείξεις ότι η ακολουθία αν = 2ν-3 είναι γεωµετρική πρόοδος και να υπολογίσεις το 
              άθροισµα:  Σ = α7 + α8 + … + α17   
 

� 15. Nα βρεις την γεωµετρική πρόοδο στην οποία ισχύουν:  Σ4 = 40  και  Σ8 = 3280 
 

� 16. ∆ίνεται η ακολουθία  αν = 3ν + 3•2ν - 1  και η αριθµητική πρόοδος  βν  µε  β1 = 2  και  ω = 3 
               i. να αποδείξεις ότι η ακολουθία  γν = αν - βν  είναι γεωµετρική πρόοδος 
              ii. να υπολογίσεις το άθροισµα των 10 πρώτων όρων της αν 
 

� 17. Να  βρεις 4  διαδοχικούς όρους γεωµετρικής προόδου που έχουν γινόµενο 729 και  
              ο τέταρτος είναι ίσος µε το γινόµενο των δύο µεσαίων όρων 
 

� 18. Να βρεις 4 διαδοχικούς όρους γεωµετρικής προόδου αν ο δεύτερος είναι    
              µεγαλύτερος από τον πρώτο κατά 3 και ο τέταρτος από τον τρίτο κατά 12 
 

� 19.  Να βρεις τους α, β, γ (∈R) αν είναι γνωστό ότι η εξίσωση: αx2 - βx – γ = 0  (α ≠ 0)  έχει  
              ρίζες  - 1  και  3, και οι  α, β, γ + 3  είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου 
 

� 20. Aν  α, β, γ  είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου να αποδείξεις ότι οι αριθµοί: 

             
β+α

1
, 

γ-α
1

 ,
β-α

1
, είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου                     (α ≠ 0, λ≠ ± 1) 

 

� 21. Αν οι αριθµοί α, β, γ, δ είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου, να αποδείξεις ότι:   

              α3 + β3 + γ3 = α2 β2 γ2 ( 333 γ
1

+
β
1

+
α
1

)        (αλ ≠ 0) 

 

� 22. Ανάµεσα στους αριθµούς 3 και 768, να παρεµβάλεις ν αριθµούς  x1 , x2 , … , xν  
              µε  x1 x2 …xν = 487  έτσι ώστε οι  3 , x1 , x2 , … , xν , 768  να είναι διαδοχικοί όροι  
              γεωµετρικής προόδου 
 

� 23. ∆ίνεται η ακολουθία  αν  µε  α1 = 3  και  αν+1 = *ν Νν  , 
4

12+α
∈∀  

               i. να αποδείξεις ότι η ακολουθία βν = αν - 4  είναι γεωµετρική πρόοδος, να βρεις το 
                  γενικό της όρο και το άθροισµα  Σν  των ν πρώτων όρων της 
              ii. να βρεις το γενικό όρο της  αν  και το άθροισµα  Σν΄  των  ν  πρώτων όρων της 
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� 24. Ένας αρχικός πληθυσµός 10 βακτηριδίων τριπλασιάζεται σε αριθµό κάθε µία ώρα. 
              Στο τέλος της έκτης ώρας ο πληθυσµός των βακτηριδίων ψεκάζεται µε µία ουσία,                 
              η οποία σταµατά τον πολλαπλασιασµό τους και συγχρόνως προκαλεί την καταστροφή  
              270 βακτηριδίων κάθε ώρα. 
                i. να βρεις το πλήθος των βακτηριδίων µετά από 6 ώρες      
               ii. να βρεις το πλήθος των βακτηριδίων που αποµένουν 20 ώρες µετά τον ψεκασµό 
              iii. πόσες ώρες µετά από τη στιγµή του ψεκασµού θα καταστραφούν όλα τα βακτηρίδια; 
 

� 25. Σε ένα θέατρο, η πρώτη σειρά έχει 70 καθίσµατα και η τελευταία 250.  
             Το πλήθος των καθισµάτων κάθε σειράς σχηµατίζει αριθµητική πρόοδο και η   
              προτελευταία σειρά έχει 140 καθίσµατα περισσότερα από τη δεύτερη σειρά. 
               i. να υπολογίσεις το πλήθος των καθισµάτων του θεάτρου 
              ii. αν την πρώτη παράσταση ενός θεατρικού έργου την παρακολούθησαν 100 θεατές και  
                  σε κάθε επόµενη ο αριθµός των θεατών διπλασιαζόταν, να βρεις σε ποια παράσταση   
                  θα γεµίσει για πρώτη φορά το θέατρο 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                      The Persistence of Memory(1931)         Salvador Dalí (1904-1989) 
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η εκθετική συνάρτηση… 
 

 
► αν α > 0, ορίζουµε, επεκτείνοντας την έννοια της δύναµης µε βάση τον α και εκθέτη: 
 

     •••• τον ρητό 
ν
µ

 (µ∈Ζ,ν∈ *
+N ):  ν µν

µ

α=α  

 

     •••• τον άρρητο x:  α x = νp

∞+ → ν
αlim   (όπου pν η προσέγγιση του x µε ν δεκαδικά ψηφία) 

                                                  (ορίζουµε επίσης αν µ,ν∈ *
+N : 0=0 ν

µ

 και αν x∈(0, +∞): 0x = 0) 
 

     συµβατά µε τις γνωστές ιδιότητες των δυνάµεων οι οποίες εξακολουθούν να ισχύουν 
 
 

► εκθετική συνάρτηση µε βάση α (α > 0 και α ≠ 1) λέµε τη συνάρτηση f: R → (0, +∞) µε f(x) = α x  
 

     και αν ορίσουµε: e = ν

∞+ → ν
)

ν
1

+1(lim (≈ 2.718), εκθετική συνάρτηση λέµε την f(x) = ex  

 
     •••• αν 0 <<<< α <<<< 1                                                   •••• αν α >>>> 1 
  

      η f είναι ↓                                                          η f είναι ↑ 
     +∞=αlim x

∞-  → x
                                                     ∞

∞→
+=αlim x

+  x 
 

      ενώ αφού 0=αlim x

 +  x ∞→
                                        ενώ αφού 0=αlim x

 -  x ∞→
  

      η y = 0 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της cf             η y = 0 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της cf  
 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 

 

και ο νόµος της εκθετικής µεταβολής… 
 

 
► η συνάρτηση (νόµος) της εκθετικής µεταβολής:  Q(t) = Qoe

ct,  t ≥  0  
     απόσβεσης (αν c < 0)  ή  αύξησης (αν c > 0), 
     είναι ένα µαθηµατικό µοντέλο περιγραφής φυσικών φαινοµένων στα οποία ένα µέγεθος Q 
     µεταβάλλεται εξαρτώµενο από ένα άλλο µέγεθος t (συνήθως τον χρόνο) έχοντας ως αρχική 
     την τιµή Qo (όταν t = 0)  
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ο λογάριθµος… 
 

 
► αν α >>>> 0, α ≠≠≠≠ 1 και θ >>>> 0, λογάριθµο του θ ως προς βάση α (συµβολικά: logα θ) ονοµάζουµε  
     τον εκθέτη στον οποίο πρέπει να υψώσουµε τον α για να βρούµε τον θ, δηλαδή: 
 

αx = θ  ⇔⇔⇔⇔  x = logα θ 
 
 
► άµεσες συνέπειες του ορισµού είναι:  •••• x=αlog x

α     •••• x=α xαlog     •••• 0=1logα     •••• 1=αlogα    
 
 

► επίσης:   •••• 2α1α21a θlog+θlog=θθlog       •••• 2α1α
2

1
α θlog-θlog=

θ
θ

log     •••• θlogκ=θlog α
κ

α   

 
                                                      
► αντί log10x γράφουµε logx (δεκαδικός λογάριθµος), ενώ  
     αντί logex γράφουµε lnx (νεπέριος ή φυσικός λογάριθµος) 
 
 

► τύποι αλλαγής βάσης:     •••• αlogxx ββ=α         •••• 
αlog
xlog

=xlog
β

β
α     

 
 

και η λογαριθµική συνάρτηση… 
 

 
► λογαριθµική συνάρτηση µε βάση α (α > 0 και α ≠ 1) λέµε τη συνάρτηση f: (0,+∞)→R µε f(x) = logαx  
 
 

     •••• αν 0 <<<< α <<<< 1                                                    •••• αν α >>>> 1 
  

        η f είναι ↓                                                          η f είναι ↑ 
       ∞

∞→
-=xloglim α+  x

                                                 ∞
∞→

+=xloglim α+  x 
 

        ενώ αφού ∞
0→

+=xloglim α  x 
                                    ενώ αφού ∞-=xloglim α0 x →

  

        η x = 0 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της cf          η x = 0 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της cf  
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συνάρτηση ‘ένα προς ένα’ και αντίστροφη συνάρτηση… 
 

 
µία συνάρτηση f λέγεται ένα προς ένα (συµβ. 1-1) όταν ∀x1, x2∈Af :         x1 ≠ x2   ⇔  f(x1) ≠ f(x2) 
                                                                      ή αλλιώς (ισοδύναµα): f(x1) = f(x2)    ⇔     x1 = x2  
για παράδειγµα  
 

   η f(x) = x3 είναι 1 - 1       η f(x) = x2 δεν είναι 1 - 1 
 
 

                                                   � είναι φανερό ότι µία οριζόντια ευθεία τέµνει  
                                                                                                          τη γραφική παράσταση µίας συνάρτησης 1-1  
                                                                                                          σε ένα το πολύ σηµείο! 

                                                  � αν µία συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη  
                                                                                                          τότε είναι 1-1 
 
αν µία συνάρτηση y = f(x) είναι 1 - 1 τότε ορίζεται η αντίστροφή της συνάρτηση (συµβ. f-1) η οποία 
αντιστοιχίζει (επιστρέφει) κάθε y∈f(Af) στο x∈Af από το οποίο αντιστοιχήθηκε δηλαδή ισχύει:    

 

y = f(x)  ⇔⇔⇔⇔  x = f-1(y) 
 

                                                                                                        � αν Μ(α, β)∈cf τότε                               
                                                                                                                                       Μ’(β, α)∈ 1-fc  και αντιστρ.   

                                                                                                                                       (γιατί: β=f(α) ⇔ α=f-1(β)) 
                                                                                                                                       συνεπώς οι cf και 1-fc  είναι 

                                                                                                                                                   συµµετρικές  
                                                                                                                                          ως προς την ευθεία y=x 
                                                                                                        � για να ορίσω την f-1  
                                                                                                                                      πρέπει να βρώ: 
                                                                                                               i. το 1-fA  που είναι το f(Af)  

                                                                                                                                      ii. τον τύπο της  
                                                                                                                                           που τον βρίσκω λύνοντας  
                                                                                                                                           (ως προς x∈Af) 
                                                                                                                                           την εξίσωση y=f(x)  
                                                                                                              
 
για παράδειγµα ας δούµε τη συνάρτηση  f(x) = x2  µε Af = [0, +∞) 
 
η f προφανώς είναι 1 - 1  ( γι αυτό εξάλλου θεωρήσαµε x∈[0,+∞) ) 
η εξίσωση y = x2 έχει λύση ως προς x∈Af αν και µόνο αν:  y ≥ 0 
       τότε: x = y  

συνεπώς: 1-fA = f(Af) = [0, +∞) και f-1(y) = y    ή αλλιώς:  f(x) = x  
       (βλέπεις οι µαθηµατικοί επιµένουµε να συµβολίζουµε µε x την αν. µεταβλητή!) 
      ∀α,β∈[0, +∞) ισχύει: (α, β)∈cf  ⇔ β = α2  

⇔  α = β  ⇔  (β, α)∈cf  
συνεπώς οι cf και 1-fc είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία y = x 

 

 • y1 

 •  
 • y2 

 • 
 • 
 • 
 • y=f(x)=f(f-1(y)) 
 • 
 • 
 • 
 

                   x1  • 
                        • 
                   x2  • 
                        • 
                        • 
                        •       
f-1(f(x))=f-1(y)=x  • 
                        • 
                        • 
                        • 
   

f 

f-1 

 Df   f(Df) 

Df
-1 f(Df

-1) 
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δύο αντίστροφες συναρτήσεις… 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

στα χρόνια τα παλιά… 
 

 
χωρίς τη βοήθεια  Η/Υ, την τιµή «αριθµητικών παραστάσεων λογιστών διά λογαρίθµων» δηλαδή 
παραστάσεων µε «µόνες σηµειούµενες πράξεις αυτές του πολλαπλασιασµού και της διαιρέσεως» 

όπως για παράδειγµα την τιµή της παράστασης: 6

3

5 2
7

, την υπολογίζαµε κάπως έτσι: 

έστω  Α = 6

3

5 2
7

 τότε:  logA = log 3
1

7 - log2- log 6
1

5  

                                                                              =
3
1

log7 - log2 - 
6
1

log5 

στους «πίνακες λογαρίθµων» δηλ. σε βιβλία που περιείχαν υπολογισµένους λογαρίθµους 
βρίσκαµε ότι  log7≈ 0.845,  log2 ≈ 0.301 και log5 ≈ 0.699, οπότε: 

                                                                       logA ≈ - 0.136 
ανατρέχοντας και πάλι στους «πίνακες λογαρίθµων» βρίσκαµε ότι  - 0.136 ≈ log0.731 δηλ. ότι: 

                                                                       logA ≈ log0.731 
                                                              δηλ. ότι: Α ≈ 0.731 
 

θυµήσου τώρα πως η θαυµαστή επιστηµονική επανάσταση 
συντελέστηκε πολύ πριν τη δεκαετία του 1940… 

 
συγκλονίστηκες; 
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στην πράξη τώρα… 
 

 

1► να βρεις τις τιµές του πραγµατικού α για τις οποίες η συνάρτηση f(x) = (
1-2α

α-2
)x  

       i. είναι ορισµένη στο R   ii. είναι γνησίως αύξουσα στο R  iii. είναι γνησίως φθίνουσα στο R 
 

       ▼  i. πρέπει 
1-2α

α-2
> 0  ⇔  (2-α)(2α-1) > 0  ⇔  

2
1
< α < 2 

            ii. πρέπει 
1-2α

α-2
> 1   ⇔  

1-2α
3α-3

> 0  ⇔  (3-3α)(2α-1)> 0  ⇔  
2
1
< α < 1 

           iii. πρέπει  0 <
1-2α

α-2
< 1  ⇔  (

2
1
< α < 2) και 

1-2α
3α-3

< 0 

                                                ⇔ (
2
1
< α < 2) και (α <

2
1

ή α > 1)   

                                                ⇔  1< α < 2 
 
2► να παραστήσεις γραφικά τη συνάρτηση f(x) = 3x + 2 + 1 
 

       ▼ αν  g(x) = 3x   
            τότε f(x) = g(x - (- 2)) + 1 
            συνεπώς η cf είναι η cg  
            µετακινηµένη οριζόντια κατά – 2 και κατακόρυφα κατά 1 
 
 
 
 
 
 
 
3► να λύσεις την εξίσωση:  32x + 9x = 11•4x - 1 + 4x + 1   
 

       ▼        32x + 9x = 11•4x - 1 + 4x + 1  ⇔ 2•32x  =
4
11

22x + 4•22x 

                                                        ⇔ 2•32x =
4

27
22x    

                                                       ⇔ (
2
3

)2x = (
2
3

)3     
⇔   2x = 3   ⇔   x =

2
3

 

 
                                              82x + 1 = 32•44y - 1   
4► να λύσεις το σύστηµα:    
                                             5•5x - y = 52y + 1  
 
       ▼  
                82x + 1 = 32•44y - 1         26x + 3 = 28y + 3           6x + 3 = 8y+3          3x - 4y = 0            x = 0 
                                       ⇔                        ⇔                             ⇔                        ⇔           
              5•5x - y = 52y + 1             5x – y + 1 = 52y + 1         x - y + 1 = 2y + 1           x - 3y = 0            y = 0 
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5► να λύσεις την ανίσωση:  4x +2x + 1 – 3 < 0 
 

       ▼ 4x + 2x + 1 – 3 < 0 ⇔ (2x)2 +2•2x – 3 < 0 
                                     ⇔  - 3 < 2x 

< 1 
                                     ⇔         2x 

< 20               (αφού ∀x∈R: 2x 
> 0, ισχύει: - 3 < 2x )  

   ⇔          x < 0  
 

 
6► ο αριθµός Q(t) µιας καλλιέργειας Qo βακτηριδίων µετά από t ώρες δίνεται από τη σχέση: 
       Q(t) = Qo et/3 . Μετά από πόσες περίπου ώρες αναµένεται να εικοσαπλασιαστεί ο αρχικός 
       αριθµός των βακτηριδίων;   
 

       ▼  Q(t) = 20Qo  ⇔  Qo et/3 = 20Qo   
                                 ⇔      et/3 = 20  
                                 ⇔      t/3 = ln20  
                                 ⇔          t = 3ln20  ≈ 3lne3 = 9 ώρες   (e3 

≈ 20) 
 

 

7► να αποδείξεις ότι:   i. θlog -=θlog α
α
1          ii. 

αlog
1

=θlog
θ

α         iii. θlog=θlog α
κ

ακ  

                                                        (όπου α και θ τέτοιοι ώστε λογάριθµοι και κλάσµατα νάναι καλά ορισµένα)  
 

       ▼   i. θlog -=
αlog -

θlog
=

αlog
θlog

=

α
1

log

θlog
=θlog α

α

α
1-

α

α

α

α

α
1  

 

             ii. 
αlog

1
=

αlog
θlog

=θlog
θθ

θ
α  

 

            iii. θlog=
αlogκ
θlogκ

=
αlog
θlog

=θlog α
α

α
κ

α

κ
aκ

ακ  

 

 
8► να παραστήσεις γραφικά τις συναρτήσεις:  f(x) = lnx ,  g(x) = lnx - 1  και  h(x) = ln(x - 1) 
 

       ▼   είναι: g(x) = f(x) - 1 
              συνεπώς η cg είναι η cf  
              µετακινηµένη κατακόρυφα κατά – 1 
              είναι: h(x) = f(x - 1) 
              συνεπώς η ch είναι η cf  
              µετακινηµένη οριζόντια κατά 1 
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9►  έστω Q(t) η τιµή ενός προϊόντος (σε εκατοντάδες χιλ. δρχ.) t έτη µετά την κυκλοφορία του 
        στην αγορά. Η αρχική τιµή του ήταν  300000 δρχ., ενώ µετά 6 µήνες η τιµή του είχε µειωθεί 
        στο µισό της αρχικής. Αν είναι γνωστό ότι ισχύει:  lnQ(t) = αt + β, t ≥ 0, όπου α, β∈R      
          i. να δείξεις ότι: Q(t) = 3•4- t, t ≥ 0 
         ii. να βρεις σε πόσο χρόνο η τιµή θα γίνει ίση µε το 1/16 της αρχικής τιµής 
        iii. να βρεις τον ελάχιστο χρόνο για τον οποίο η τιµή δεν υπερβαίνει το 1/9 της αρχικής 
 

                     lnQ(0) = α•0 + β            β = ln3                  β = ln3 
       ▼ i.                                 ⇔                        ⇔                                                                                    

                    lnQ(
2
1

) = α.

2
1

+ β           ln(1.5) =
2
α

+ β        α = 2(ln(1.5) - ln3) = 2ln
3
5.1

= 2ln2- 1 = ln4- 1  

 

                είναι λοιπόν   lnQ(t) = (ln4- 1)t + ln3 = ln4- t + ln3 = ln3•4- t 
                            άρα      Q(t) = 3•4- t, t ≥  0 
 

                αλλιώς:  lnQ(t) = αt + β  ⇔  Q(t) = eαt + β = eβ (eα)t 
 

                       Q(0) = 3            eβ = 3                      eβ = 3                   eβ = 3                                                     
                                       ⇔                          ⇔                        ⇔                                          
                    Q(1/2) = 1.5         eβ (eα)1/2 = 1.5          (eα)1/2 = 1.5/3        eα = (1/2)2 = 1/4 = 4- 1    
 

                άρα: Q(t) = 3(4- 1)t = 3•4- t 
 

           ii. Q(t) =
16
1

Q(0)  ⇔  3•4- t =
16
1

•3   ⇔  4- t = 4- 2  ⇔  t = 2 

                συνεπώς η τιµή θα γίνει ίση µε το 1/16 της αρχικής µετά 2 έτη 
 

          iii. Q(t) ≤ 
9
1 Q(0)   ⇔  3•4-t 

≤ 9
1
•3   ⇔  t4

1
 ≤ 

9
1    ⇔      4t 

≥ 9 

                      ⇔   ln4t ≥ ln9 
                      ⇔  tln4 ≥ ln9 

                                                                            ⇔      t ≥ 
2ln
3ln=

2ln2
3ln2=

2ln
3ln=

4ln
9ln

2

2

 

               συνεπώς ο ελάχιστος χρόνος για τον οποίο η τιµή δεν υπερβαίνει το 1/16 της αρχικής  

               είναι 
2ln
3ln

 έτη (περίπου  1.5 έτη) 

 

 
10► να αποδείξεις ότι για οποιουσδήποτε α, β >  0 µε α ≠ β  ισχύει: αα ββ 

> αβ βα   
 

         ▼  αα ββ 
> αβ βα   ⇔  ln(αα ββ) > ln(αβ βα) 

                                  ⇔  αlnα + βlnβ > βlnα + αlnβ 
                                  ⇔  (α - β)(lnα - lnβ) > 0   (*) 
               η συνάρτηση f(x) = lnx είναι γνησίως αύξουσα, συνεπώς: 
               αν α > β είναι και lnα > lnβ  ενώ  αν α < β είναι και lnα < lnβ  
               άρα η (*) ισχύει σε κάθε περίπτωση 
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11► να λύσεις τις εξισώσεις:  i. 3x - 1 = 2x + 1   και   ii. log(x - 1) + logx = 1 - log5 
 

         ▼  i. 3x - 1 = 2x + 1  ⇔          ln3x - 1 = ln2x + 1   
                                   ⇔     (x - 1)ln3 = (x + 1)ln2 
                                   ⇔  (ln3 - ln2)x = ln2 + ln3  

                                   ⇔                 x =
ln2-3ln

3ln+2ln  

 

             ii. η εξίσωση ορίζεται όταν x - 1 > 0 και x > 0  δηλαδή όταν x > 1, τότε: 
 

                  log(x - 1) + logx = 1 - log5  ⇔  log(x - 1) + logx + log5 = 1 
                                                         ⇔  log5x(x - 1) = 1 
                                                         ⇔  5x(x - 1) = 10 
                                                         ⇔  x2 – x – 2 = 0 
                                                         ⇔  x = 2  (η λύση x = - 1 δεν είναι δεκτή αφού πρέπει x > 1) 
 

 
                                                y = 2x 
12► να λύσεις το σύστηµα:  
                                                2logy = logx + log2  
 

         ▼  το σύστηµα ορίζεται όταν x > 0  και  y > 0, τότε: 
 

                  y = 2x                          y = 2x                   y = 2x           y = 2x           x = 1/2       
                                            ⇔                        ⇔                ⇔                  ⇔       
                  2logy = logx + log2        logy2 = log2x        y2 = 2x         y2 = y             y = 1 (αφού y > 0) 
  

 
13►  i. να αποδείξεις ότι: αlogβ = βlogα   
         ii. να λύσεις την εξίσωση: 52logx = 5 + 4•xlog5 
 

         ▼ i. αlogβ =βlogα  ⇔  log(αlogβ) = log(βlogα) 
                                 ⇔  logβlogα = logαlogβ   που ισχύει 
 

            ii. η εξίσωση ορίζεται όταν x > 0, τότε: 
                52logx = 5+4•xlog5  ⇔  (5logx)2 = 5 + 4•5logx 
                                         ⇔  (5logx)2 - 4•5logx – 5 = 0 
                                         ⇔  5logx = 5  ή  5logx = - 1  (αδύνατη αφού 5logx 

> 0) 
                                         ⇔  logx = 1 
                                         ⇔  x = 10 
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14► δίνονται οι συναρτήσεις:  f(x) = ln(e2x – 2ex + 3)  και  g(x) = ln3 + ln(ex – 1) 
           i. να βρεις τα πεδία ορισµού των f(x) και g(x) 
          ii. να λύσεις την εξίσωση: f(x) = g(x) 
         iii. να λύσεις την ανίσωση: f(x) > 2g(x) 
 

         ▼   i. e2x – 2ex + 3 >  0  ⇔  (ex)2 – 2ex + 3 > 0 που ισχύει ∀x∈R 
                    γιατί το τριώνυµο  (ex)2 – 2ex + 3 έχει ∆ = - 8 < 0 και α = 1 > 0,  άρα Αf = R 
                    ex - 1 > 0   ⇔   ex > 1   ⇔   x > 0,  άρα Ag = (0, +∞) 
 

               ii. ∀x∈(0, +∞):  f(x) = g(x)     ⇔   ln(e2x – 2ex + 3) = ln3(ex – 1) 
                                                            ⇔         e2x –2ex +3 = 3ex - 3  

                                                      ⇔      (ex)2 – 5ex + 6 = 0 
                                                      ⇔      ex = 2   ή   ex = 3 
                                                      ⇔    x = ln2   ή   x = ln3 

  

              iii. ∀x∈(0, +∞):  f(x) > 2g(x)   ⇔    ln(e2x – 2ex + 3) > 2ln3(ex – 1) 
                                                      ⇔   ln(e2x – 2ex + 3) > ln9(ex – 1)2 
                                                      ⇔           e2x –2ex + 3 > 9e2x – 18ex + 9 
                                                      ⇔       8e2x – 16ex + 6 < 0 
                                                      ⇔      4(ex)2 – 8ex + 3 < 0 

                                                      ⇔           
2
1
< ex 

< 
2
3

 

                                                      ⇔        
2
1

ln < x < ln
2
3

 

                                                                  κι επειδή x > 0,   είναι  0 < x < ln
2
3

  ( αφού ln
2
1
< 0 )  

 

 
15► να λύσεις τις ανισώσεις:  i. logx2 

>  log2x   και   ii. ln2x - lnx < 0  
 

         ▼  i. η ανίσωση ορίζεται όταν x2 
> 0  και  x > 0  δηλαδή όταν x > 0, τότε: 

 

                   logx2 
> log2x   ⇔   2logx > log2x 

                                         ⇔   logx(logx - 2) < 0 
                                         ⇔   0 < logx < 2   
                                         ⇔   1 < x < 100 
 

              ii. η ανίσωση ορίζεται όταν x > 0, τότε: 
 

                  ln2x - lnx 
< 0   ⇔   lnx(lnx - 1) < 0 

                                        ⇔   0 < lnx < 1  
                                        ⇔   1 < x < e 
 
 
 
 
 
 
 

    4(ex)2 – 8ex+ 3 = 0 
              ⇔ 

                            
2

1
   

 ex =
8

16±8
 =      ή 

                            
2

3
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σειρά σου τώρα… 
 

 
 

�  1. για ποιες τιµές του λ  (∈R)  είναι ορισµένη σε όλο το R η συνάρτηση  f(x) = (x2 – λx + 2)x ; 
 

�  2. δίνεται η συνάρτηση f(x) = (
5

1-α
)x  

              i. να βρεις τις τιµές του πραγµατικού α για τις οποίες η f ορίζεται σε όλο το R 
             ii. να βρεις τις τιµές του πραγµατικού α για τις οποίες η f είναι γνησίως αύξουσα 
            iii. αν α = 11, να λύσεις την εξίσωση  f(x) + f(x + 1) = 6 
 

�  3. δίνεται η συνάρτηση f(x) = (
2+α
3-α

)x . Να βρεις τις τιµές του α (∈R)  για τις οποίες η f: 

              i. ορίζεται σε όλο το R 
             ii. είναι γνησίως φθίνουσα 
            iii. είναι σταθερή στο R  
 

�  4. να µελετήσεις τη µονοτονία της συνάρτησης f(x) = 1 - ex, x∈R και να κάνεις τη γραφική της 
            παράσταση 
 

�  5.  i. να αποδείξεις ότι η συνάρτηση f(x) = (
5
3

)x + (
5
4 )x  είναι γνησίως φθίνουσα 

            ii. να αποδείξεις ότι η µόνη λύση της εξίσωσης 3x + 4x = 5x είναι η προφανής (x = 2) 
 

�  6. να βρεις το πεδίο ορισµού της συνάρτησης  f(x) = 1-)
5
1

(3+)
5
1

2(- xx2  

 

�  7. αν  0 < α ≠ 1, να βρεις τον θετικό ακέραιο ν για τον οποίο ισχύει: 
            1 + α + α2 + … + αν = (α + 1)(α2 + 1)(α4 + 1) 
 

�  8. να υπολογίσεις την τιµή της παράστασης:                                                                       

            2+2-2log+2+2+2log+2+2log+2log=A  
 

�  9. η ένταση του ηλιακού φωτός αφού περάσει από ένα κρύσταλλο πάχους  x mm  είναι: 
            I(x) = Io e- 0.02x,  όπου  Ιο η έντασή του πριν περάσει το κρύσταλλο.   
            Ποιο είναι το ελάχιστο πάχος κρυστάλλου που χρειαζόµαστε ώστε η ένταση να µειωθεί 
            κατά 20% τουλάχιστον; 
                                                     (δίνονται:   ln2≈0.70     ln3≈1.10     ln5≈1.60     ln7≈1.95     ln11≈2.40)  
 

� 10. ένα ραδιενεργό υλικό έχει χρόνο ηµιζωής 4 λεπτά. 
             Οκτώ λεπτά µετά την έναρξη ενός πειράµατος µετρήθηκαν 125mgr του υλικού αυτού. 
             Να υπολογίσεις την ποσότητα του υλικού κατά την έναρξη του πειράµατος 
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�  11. να υπολογίσεις την τιµή της παράστασης:  Α = (log23)(log34)(log45)(log56)(log67)(log78) 
 
 

�  12. αν ισχύει: 
β-α
γlog

=
α-γ
βlog

=
γ-β
αlog

 , να αποδείξεις ότι:  αα  ββ  γγ = 1 

 

�  13. να λύσεις τις ακόλουθες εξισώσεις: 
 

              i.  23x + 1 + 12 = 2x + 1 + 3•2x + 2                    ii.  3•2x - 4 - 2x - 1 - 5x - 2 + 6•5x - 3 = 0 
 

            iii.  3(
2
3

)x + 2(
3
2

)x = 5                             iv.  10=)x( 4xlog  + 12  

 

              v.  2logx + 25 - logx = 12                              vi.  10=x xlog  
 
            vii.  log16x + log4x + log2x = 7                 viii.  log2(log2x) = log4(log4x) 
 
             ix. log(logx) = 0                                     x.  (x + 1)log(x+1) = 100(x + 1)       
 

�  14. να λύσεις τις ακόλουθες ανισώσεις: 
 

              i.   2 
1

  -  x
16 - 5•4x – 1 + 1 > 0                         ii.   

1-3
4-4

x

x

 ≥ 0 

            iii.   e2x - e(ex - 1) - ex 
< 0                         iv.   xlog  + 1 2)4.0( ≤ 

3logx  - 2)25.6(  
 

             v.   ln(x2- 10) - ln(x - 2) > ln3                  vi.   log(2x + 2•3x) + log81 > log3x + log178 
 

�  15. να λύσεις τα ακόλουθα συστήµατα: 
 

                      xy = yx                                                      3x = 4y + 77 
              i.                                                         ii.                                                                     
                       x = y2                                                   x3 = 2y + 7 
 

                      2x 3y = 54                                              xlogy = 4                                          
            iii.                                                         iv.                                                                    
                      3x 2y = 24                                                xy = 40                                          
  

                      xlogy + ylogx  = 200                                    logyx + logxy = 2                               
             v.                                                         vi.                                                                     

                          log
2
3

=xy                                                 x2 + y = 12   

 

�  16. να αποδείξεις ότι η συνάρτηση f(x) =
1+e
1-e

x

x

, x∈R είναι αντιστρέψιµη 
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�  17. να παραστήσεις γραφικά τις ακόλουθες συναρτήσεις: 
 

               i. f(x) = e|x|       ii. f(x) = ln|x|     και    iii. f(x) = |lnx|  
 

�  18. έστω η συνάρτηση  f(x) = ln(x + 1+x2 ). Να αποδείξεις ότι: 
 

                 i. πεδίο ορισµού της f είναι το R 
                ii. η f είναι 1 - 1 
               iii. η f είναι περιττή 
     

�  19. δίνεται η συνάρτηση  f(x) = ln(
5+e
1-e

x

2x

) 

               i. να  βρεις τα κοινά σηµεία της γραφικής παράστασης της f και της ευθείας y = ln4 
              ii. να  βρεις τις τιµές του x για τις οποίες η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω 
                  από τον άξονα x΄x   
 

�  20. δίνονται οι συναρτήσεις  f(x) = ln(e2x – 2ex + 3) και g(x) = ln3 + ln(ex – 1) 
 

                i. να βρεις τα πεδία ορισµού των f(x) και g(x) 
               ii. να λύσεις την εξίσωση:  f(x) = g(x) 
              iii. να λύσεις την ανίσωση:  f(x) > 2g(x) 
 
 
 
 
 
 
 
 

                      
                        The Fighting Téméraire tugged to her last Berth to be broken(1838)   J.M.W. Turner(1775-1851) 


